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Emergent version of Drinfeld’s associator equations

久野 雄介 (津田塾大学)∗

本報告の内容は, Dror Bar-Natan 氏 (Toronto 大学)との共同研究 [9] に基づく. 我々
は, Drinfeld結合子の定義方程式を, その値域を部分商に取り換えることで弱めたものを
考える. なお, 同様の設定での別の考察が [8, 5, 14]でなされている.

以下, 簡単のため, 有理数体 Q上で考える. (基本的には, 標数 0の体なら何でも良い.)

1 はじめに
Σを有向曲面とする. シリンダー Σ× [0, 1]内の (有向)結び目のアイソトピー類のなす
集合を KΣ, 曲面 Σ上の (自由)ループのホモトピー類のなす集合を π̂(Σ)とする. このと
き, 射影をとることで自然な写像

KΣ −→ π̂(Σ)

が定まる. 逆に, 曲面上のループに対し, その自己交差を解消することで Σ× [0, 1]内の結
び目が得られる. 当然ながら, 各自己交差の解消のさせかたには正負の二通りがあるので,

この「持ち上げ」は KΣ の元としては well-definedではない. しかし, 曲面上のループに
対して定まる重要な構造として Goldman括弧積や Turaev余括弧積と呼ばれる演算があ
り, その背後にはこの「持ち上げ」が現れている [15, 13].

KΣ と π̂(Σ)の間を自然に補間するのは Vassilievフィルトレーションである. KΣ の元
の形式的な Q-線型結合のなすベクトル空間を QKΣ とする. i ≥ 0に対して, Vi ⊂ QKΣ

を i個の特異点を持つ Σ× [0, 1]内の特異結び目の張る部分空間とする. ここで,

= −

の様に特異点を解消することで, 特異結び目を QKΣ の元とみなしている. 線型写像の列

QKΣ −→ · · · −→ QKΣ/V2 −→ QKΣ/V1

において, 最後の空間 QKΣ/V1 は Q(KΣ/ホモトピー) = Qπ̂(Σ)と同一視される. 上に述
べた持ち上げの観点からみたとき, 一つ前の空間 QKΣ/V2 は, 曲面上のループがシリン
ダー内の結び目になりつつある段階の対象と見做せる. そうした気持ちを込めて, 我々は
QKΣ/V2 の元を「emergentな結び目」と呼ぶ.

2 Drinfeld結合子と柏原-Vergne問題
Alekseevと Torossian [2]は Drinfeld結合子から柏原-Vergne方程式の解が得られるこ
とを示した. 本研究の動機はこの構成のトポロジカルな側面の理解にある. そのために

∗ e-mail: kunotti@tsuda.ac.jp

本研究は科研費 (課題番号:23K03121, 24K00520)の助成を受けたものである.
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我々は emergentな結び目の考え方を用いてアプローチする. 以下, 現れる数学的対象を
簡単に説明する.

2.1 Drinfeld-河野 リー代数
整数 n ≥ 1に対して, dkn を次の表示を持つリー代数とする:

生成元 tij = tji (1 ≤ i 6= j ≤ n)

関係式

可換関係式: [tij, tkl] = 0 (]{i, j, k, l} = 4のとき)

4項関係式: [tij, tik + tkj] = 0 (]{i, j, k} = 3のとき)

tij の次数を 1として, dkn は次数付きリー代数になる. dkn の次数完備化を d̂kn とかく.

2.2 Drinfeld結合子
lie2 = lie(x, y)を変数 x, y に関する自由リー代数, l̂ie2 をその次数完備化とする. (カッ
プリング定数 1の)Drinfeld結合子とは, x, yに関する非可換ベキ級数 Φ = Φ(x, y)であっ
て次の条件をみたすものである:

• Φは group-likeである, つまり Φ ∈ exp(l̂ie2)である.

• Φは Φ = exp( 1
24
[x, y] +高次の項)という形をしている.

• Φは五角方程式と (二種類の)六角方程式をみたす.

ここで, 五角方程式とは exp(d̂k4)における次の等式である:

Φ(t12, t23)Φ(t1(23), t(23)4)Φ(t23, t34) = Φ(t(12)3, t34)Φ(t12, t2(34)).

ただし t1(23) = t12 + t13, etc., である. また, 六角方程式は exp(d̂k3)における等式である.

古庄 [11]により, 六角方程式は実は五角方程式の帰結であることが知られている.

Drinfeld 結合子は存在する. Drinfeld 結合子全体の集合を Assoc1 とかくと, これは次
の様な bi-torsorの構造を持っている:

GT1 ↷ Assoc1 ↶ GRT1

ここで, GT1 と GRT1 は Grothendieck-Teichmüller 群と呼ばれる群である. bi-torsorと
いうのは, 二つの群作用は可換であり, ともに自由かつ推移的であることを言っている.

Bar-Natan [6] は, Drinfeld 結合子は括弧付き組ひもの圏 PaBの “expansion” である
ことを示した. これは, いわばDrinfeld結合子の 3次元トポロジーにおける解釈といえる.

2.3 柏原-Vergne予想/問題/定理
もともと,柏原-Vergne予想 [12]は任意の有限次元リー代数に対して定式化された,リー
理論における予想であった. Alekseevと Torossian [2] によって, 自由リー代数における
問題として普遍的な形に再定式化された. ここではこれについて述べる. 完備自由リー代
数 l̂ie2の自己同型 F が tangentialであるとは, F (x) = exp(adu)(x), F (y) = exp(adv)(y)
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(ただし u, v ∈ l̂ie2)という形であることをいう. l̂ie2 の tangentialな自己同型の全体のな
す群を tAut2 とかく. F ∈ tAut2 に対する次の方程式を柏原-Vergne方程式という:

(KV1) F (x+ y) = log(exey).

(KV2) ある 1変数ベキ級数 f(s)が存在して j(F ) = f(x+ y)− f(x)− f(y)をみたす.

ここで, (KV2)において, j は群 tAut2 上の x, y に関する巡回語の空間に値を持つある捩
れ係数 1-コサイクルである.

柏原-Vergne 方程式の解は存在する. その全体を SolKV とかくと, これは次の様な
bi-torsorの構造を持っている:

KV2 ↷ SolKV ↶ KRV2

驚くべきことに, Alekseevと Torossian [2]は, Drinfeld結合子から柏原-Vergne方程式の
解が構成できることを示した. すなわち, 以下の単射が存在することを示した:

Assoc1 ↪→ SolKV.

Alekseev, Enriquez, Torossian [1] により, 明示的な公式も与えられている. bi-torsor 構
造と適合する群の単射準同型 GT1 ↪→ KV2 および GRT1 ↪→ KRV2 も構成されている.

近年, 柏原-Vergne方程式の解のトポロジカルな解釈が与えられている:

• 4次元トポロジーにおいて: welded foamと呼ばれる R4 内のある種の特異曲面の
なすサーキット代数の “expansion”として (Bar-Natan-Dancso [7]).

• 2次元トポロジーにおいて: 2点穴あき円板 D2 \ {2点 }の Goldman-Turaevリー
双代数の “expansion”として (Alekseev-河澄-久野-Naef [3]).

問. 写像 Assoc1 ↪→ SolKV をトポロジーの立場から理解せよ. また, Drinfeld結合子の 3

次元的解釈, 柏原-Vergne方程式の 4次元的あるいは 2次元的解釈たちの関係を理解せよ.

grt1 と krv2 をそれぞれ群 GRT1 と KRV2 のリー代数とする. どちらも無限次元の次数
付きリー代数である. ものとしては, grt1 は lie2 の部分空間, krv2 は lie⊕2

2 の部分空間に
なっている. Alekseev-Torossian [2]は GRT1 ↪→ KRV2 の微分にあたる埋め込み

ν : grt1 ↪→ krv2, ψ(x, y) 7→ (ψ(−x− y, x), ψ(−x− y, y)) (1)

も与えている. これらのリー代数は次の様に構造が予想されている.

予想. (1) (Deligne-Drinfeld) grt1
∼= lie(σ3, σ5, σ7, . . .).

(2) (Alekseev-Torossian) krv2 ∼= Qt⊕ ν(grt1). ここで tは次数 1のある元.
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3 emergent版の Drinfeld-河野 リー代数, 五角関係式
Φを Drinfeld結合子とする. 五角方程式は次の括弧付き組ひもの等式に対応している:

=

4項関係式より, Φ(t12, t23) = Φ(−t13 − t23, t23) となる. そこで, 五角方程式の両辺は t12

を含まない形に書くことができる. すなわち, dk2,2 を t13, t14, t23, t24, t34 の生成する dk4

の部分 Lie代数とするとき, 五角方程式は exp(d̂k2,2)における等式とみなせる. (以下の図
との対応が見やすいよう, あえて添字に色を付けた.) 次の様にひもに色を付けてみると,

=

これは D2 \ {2点 } における 2 本の括弧付き組ひもの等式として解釈できる. さらに,

emergent条件を dk2,2 において考えると「t34 が二つ以上現れたら 0」ということになる.

定義. cを t34 の生成する dk2,2 のリーイデアルとし, 次の様におく:

edk2,2 := dk2,2/[c, c].

同様に, m,n ≥ 0に対してリー代数 edkm,n が定義される.

補題. 次数付き線形空間として, edk2,2 ∼= lie2 ⊕ lie2 ⊕ ass2[−1].

ここで, ass2 = ass(x, y)は変数 x, y に関する自由結合代数である.

五角方程式を exp(d̂k2,2)の商 exp(êdk2,2)において考えたものを, emergent版の五角方
程式と呼ぶ. その線形化は, ϕ ∈ lie2 に対する次の方程式になる:{

ϕ(y, 0)− ϕ(x+ y, 0) = 0,

(∂yϕ)(x, y) + (∂yϕ)(y, 0)− (∂yϕ)(x+ y, 0)−R(ϕ) = 0.
(2)

ここで, 記号の説明は以下の通り.

• “偏微分作用素”∂x, ∂y : lie2 → ass2 が次の等式で定まる: 任意の a ∈ lie2 に対して

a = (∂xa)x+ (∂ya)y.

ここで, 自然に lie2 ⊂ ass2 とみなせることに注意.
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• R : lie2 → ass2 は次をみたす一意的な写像である: R(x) = R(y) = 0 かつ任意の
a, b ∈ lie2 に対して

R([a, b]) =[R(a), b] + [a,R(b)]

+ (∂xb)x ι(∂xa)− (∂xa)x ι(∂xb) + (∂yb)y ι(∂ya)− (∂ya)y ι(∂yb).

ここで, ιは ι(x) = −x, ι(y) = −y によって定まる ass2 の代数反準同型である.

構成から, ψ = ψ(x, y) ∈ grt1 のとき, ϕ(x, y) = ψ(−x − y, y) は方程式 (2) をみたす.

さらに, Drinfeld [10]により, ψ ∈ grt1 のとき, 次が成り立つことが示されている:

[x, ψ(−x− y, x)] + [y, ψ(−x− y, y)] = 0 (3)

定義. 次数付き線形空間 grtem1 を, (2)および次の条件をみたす ϕ ∈ lie2 の全体とする:

[x, ϕ(y, x)] + [y, ϕ(x, y)] = 0. (4)

注. 次数 17以下で, 方程式 (2)の解空間は grt1 と一致し, 特に (2)の解は (4)をみたす.

定義から, grt1 ↪→ grtem1 , ψ(x, y) 7→ ψ(−x− y, y)となる.

以上の emergent版の方程式のトポロジカルな意味づけは, 圏 PaBの二色版の商であ
る括弧付き emergent 組ひもの圏 PaEB においてなされる. 非常に大雑把に述べると,

PaEBの射は次の様な括弧付き組ひもたちのしかるべき線型結合である:

射の空間には, Vassilievフィルトレーションの 2番目 V2 による関係式を入れる. ここで
注意として, 赤いひもたちの入れ替えやそれらの括弧付けを変える射は考えない. 例えば,

σpp = , σ+
ps = , σ−

ps = ,

αppp = , αpps = , αpsp = , αspp = , αpss = , . . .

のうち, 各行の先頭の組ひも σpp や αppp は PaEBの射ではない. (他のものはそう.)

4 主結果
柏原-Vergne リー代数の定義を述べる. 巡回語の空間を tr2 = ass2/[ass2, ass2]とおく.

定義 (Alekseev-Torossian [2]). 次をみたす (a, b) ∈ lie⊕2
2 の全体の集合を krv2 とする.

(LKV1) [x, a] + [y, b] = 0.

(LKV2) ある 1変数ベキ級数 f が存在して, tr2 の元として次の等式が成り立つ:

(∂xa)x+ (∂yb)y = f(x+ y)− f(x)− f(y).
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krv2 のリー代数の構造は次の様に与えられる. ũ = (a, b) ∈ lie⊕2
2 に対して lie2 の

導分 u = ρ(ũ) を x 7→ [x, a], y 7→ [y, b] によって定める. このとき, krv2 の二つの元
ũ1 = (a1, b1)と ũ2 = (a2, b2)の括弧積は次の式で与えられる:

[ũ1, ũ2] =
(
u1(a2)− u2(a1) + [a1, a2], u1(b2)− u2(b1) + [b1, b2]

)
.

次が主結果であり, Alekseev-Torossianの埋め込み (1)の分解を与える.

定理 ([9]). (i) ϕ ∈ grtem1 に対し νem(ϕ) := (ϕ(y, x), ϕ(x, y)) ∈ krv2 となる.

(ii) 単射線形写像 νem : grtem1 → krv2 の像は krv2 の対称部分 krvsym2 = {(a, b) ∈ krv2 |
b(y, x) = a(x, y)}の次数 2以上の部分に一致する: Im(νem) = (krvsym2 )≥2.

なお, krvsym2 と krv2 が一致するかどうかは知られていない (次数 17までは一致).

以下, 主張 (i)の証明の概略, 特に emergent五角方程式 (2)の使用箇所を説明する.

Σ = D2 \ {2点 } とおく. Σ 上のループの張る空間 Qπ̂(Σ) は, ループの交差や自
己交差から定まる演算である Goldman 括弧積 [·, ·] : Qπ̂(Σ)⊗2 → Qπ̂(Σ) や (フレイミ
ング版)Turaev 余括弧積 δf : Qπ̂(Σ) → Qπ̂(Σ)⊗2 を備えている. 境界に基点をとり,

π = π1(Σ)とおく. [·, ·]の基点付き版 η : Qπ⊗2 → Qπ と δf の基点付き版 µf : Qπ → Qπ
が定義される. これらのループ演算の随伴次数商として, 次の演算が定まる:

[·, ·]gr : tr⊗2
2 → tr2, ηgr : ass

⊗2
2 → ass2, δfgr : tr2 → tr⊗2

2 , µfgr : ass2 → ass2.

(これらの演算には明示的な計算式がある. [4, §3]を参照.)

証明の鍵となるのは次の四つの事実である:

(あ) ũ ∈ lie⊕2
2 は (LKV1)をみたす ⇐⇒ u = ρ(ũ)は ηgr と可換.

(い) ũ ∈ krv2 ⇐⇒ uは ηgr, δ
f
gr と可換 [4].

(う) µfgr|lie2 = R. すなわち写像 Rは曲面上の曲線の自己交差を測る演算と関係する.

(え) ũは (LKV1)をみたし, さらにある c ∈ ass2 が存在して次が成り立つと仮定する:

µfgr(u(x)) = [x, c] かつ µfgr(u(y)) = [y, c].

このとき, uは δfgr と可換となる.

定理 (i)の証明 ϕ ∈ grtem1 のとき, 条件 (4)から νem(ϕ)は (LKV1)をみたす. νem(ϕ) ∈
krv2 を示すには, それが (え) の条件をみたすことを確認すれば良い. 次の様な計算を
する:

µfgr(ν
em(ϕ)y) = R([y, ϕ(x, y)]) = [y,R(ϕ)] + (∂yϕ)y − y ι(∂yϕ)

= [y,R(ϕ)− ∂yϕ] =D [y, (∂yϕ)(y, 0)− (∂yϕ)(x+ y, 0)] = [y,−(∂yϕ)(x+ y, 0)].

ここで, D において emergent 五角方程式を用いた. 同様の計算で, µfgr(ν
em(ϕ)(x)) =

[x,−(∂yϕ)(y + x, 0)]がわかる. c := −(∂yϕ)(x+ y, 0)とおけば良い.
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もし, 2節の終わりに紹介した予想が正しければ, grt1 = grtem1 かつ krvsym2 = krv2 とな
る. 今後の課題として次が挙げられる.

問. (i) 現状の grtem の定義から (4)を省けるか? つまり, 条件 (2)は (4)を導くか?

(ii) νem : grtem1 → krv2 の “大域版”を与えよ. つまり, emergent版 Drinfeld結合子の
定義を与え, その全体の集合 Assocem1 から SolKV への写像を構成せよ. (そのため
には, 圏 PaEBの “有限表示”(圏 PaBが持つ様な)の考察が必要になる.)
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負定値鉛管多様体のWRT不変量の漸近展開と
量子モジュラー性

九州大学大学院数理学研究院 PD 村上友哉

1 序
3次元多様体の量子不変量の発散の様子を求める問題は, 量子トポロジーにおける最重要課題の一つである.

本稿ではこの問題を部分的に解決できたことを報告する.
主役を務めるのは 3次元多様体に対して定まるWitten–Reshetikhin–Turaev (WRT) 不変量と呼ばれ

る複素数列に値を取る位相不変量である. この複素数列の発散の様子が Chern–Simons不変量で記述されるだ
ろうというのがWittenや Andersenらによる漸近展開予想である. 本稿の主結果は, 3次元多様体を負定値鉛
管多様体というクラスから取るときに, WRT不変量の漸近展開を決定したというものである. 証明にあたり,
「モジュラー級数」と命名した新しい枠組みを用いて漸近展開や量子モジュラー性を与える一般論を構築した.
この枠組みは近年量子トポロジーや数理物理において重要視されている resurgence理論のうち Borel–Laplace
変換の内容を多変数化するものにもなっており, また「多重 Eisenstein級数」と呼ばれる数論的対象に関する
19年来の最重要問題の一つを解決するという応用もある.
少しだけ個人的な話をさせて頂きたい. 私は元々整数論のモジュラー形式という対象を専門に研究していた

が, 2021年に東北大学の寺嶋郁二先生の元で当時博士学生をしていた同級生の森祥仁氏から「量子不変量の計
算にモジュラー形式というものが現れるみたいだがこれは何なのか」というような相談をもらったことがきっ
かけで, 量子トポロジーという分野に足を踏み入ることとなった. 量子不変量の研究をし始めてからひしひし
と感じるのは, 量子不変量は量子トポロジーという肥沃な土壌に咲いた大輪の花のような麗しく実り豊かな対
象だという実感である. 当初は「数論側から量子トポロジーに貢献できればいいな」というような意識だった
が, 今では「量子不変量を育てよう, 必ず数論の美果が実るから」という気持ちでいる. 本稿で紹介する「モ
ジュラー級数」の枠組みは, 量子不変量の研究を通して収穫できた一つの数論的成果と言える.
本稿の構成を述べる. 2節では先行研究と主結果を述べる. 3節では証明の方針を概説する. 4節では証明の
核心部を担う「モジュラー級数」という枠組みを紹介する. 証明の詳細は述べず, トイモデルやアイデアの要点
の解説を中心に紹介することにする.

2 主結果

2.1 漸近展開予想

有向閉 3 次元多様体 M と正整数 k に対し, M のレベル k の SU(2) WRT 不変量を Zk(M) ∈ C と書く
ことにする. これは Witten [Wit89] により経路積分を用いて物理の立場から定義された後, Reshetikhin–
Turaev [RT91, Theorem 3.3.2] によって数学的に構成された位相不変量である. Reshetikhin–Turaev の
構成法を非常に大雑把に説明すると, ます Dehn 手術の結果が M になるような絡み目と手術係数を取り,
q = e2π

√
−1/k とするときに量子群 Uq(su(2))の表現を絡み目の組み紐表示に乗せて勘定した後, 3次元多様体

の位相不変量となるよう補正するというものである. 詳細は [Tur16, Chapter II, Section 2]を参照頂きたい.
WRT不変量の研究における最重要課題の一つがWitten [Wit89]や Andersen [And13, Conjecture 1.1]ら

による漸近展開予想 (asymptotic expansion conjecture) である. これは k →∞としたときにWRT不
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変量 Zk(M)の発散の様子や, より精密な情報である漸近展開の主要項に Chern–Simons不変量が現れるとい
うものである. ここで Chern–Simons不変量とは, Chern–Simons作用

RSL2(C)(M) ←−−→
1:1

{M × SL2(C)の平坦接続}
ゲージ変換

−→ C/Z

[A] 7−→ 1

8π2

∫
M

tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A

)
mod Z

による像のことである. ただし RSL2(C)(M) := Hom(π1(M),SL2(C))/共役は指標多様体と呼ばれ, 複素代数
多様体の構造を持つことが知られている. また上の写像 RSL2(C)(M) → C/Zは RSL2(C)(M)の各連結成分ご
とに定数関数になることが知られている. そのため, M に対する Chern–Simons不変量の集合を CSC(M)と
書くと, これは有限集合である. 以上の準備の下で漸近展開予想は以下のように述べられる.

予想 2.1 (漸近展開予想, [AHJ+17, Conjecture 1.1]). 各 Chern–Simons 不変量 θ ∈ CSC(M) に対しある
Puiseux級数 Zθ(x) ∈ C[x1/p | p ∈ Z>0][[x

−1]]が存在して漸近展開

Zk(M) ∼
∑

θ∈CSC(M)

e2π
√
−1kθZθ(k) as k →∞ (2.1)

が成り立つ.

ここで式 (2.1)は Poincaréによる漸近展開の記法であり, 各 θ に対し Zθ(x) =
∑∞

m=m0
aθ,mx−m/P と書く

とき, 任意の正整数M に対してある C > 0が存在して∣∣∣∣∣∣Zk(M)−
∑

θ∈CSC(M)

e2π
√
−1kθ

M∑
m=m0

aθ,mk−m/P

∣∣∣∣∣∣ ≤ Ck−(M+1)/P as k →∞

が成り立つことを意味する.

2.2 負定値鉛管多様体

本稿で扱う 3次元多様体のクラスである負定値鉛管多様体は以下のように定義される.

定義 2.2. (i) 鉛管グラフ (plumbed graph) とは, 各頂点を整数で重み付けられた木（すなわち連結有
限無向グラフで閉路を持たないもの）のことである.

(ii) 鉛管グラフ Γに対し, 各頂点を自明な結び目に, 各辺を自明な結び目を絡ませることに, 頂点の重みを手
術係数に対応させることで手術係数付き絡み目を得る（図 1, 2参照）. この絡み目に沿った Dehn手術
で得られる 3次元多様体をM(Γ)と書き, このようにして得られる 3次元多様体を鉛管多様体と呼ぶ.

(iii) 鉛管多様体M(Γ)が負定値であるとは, それを定める鉛管グラフ Γの隣接行列が負定値であることを言
う. ただし隣接行列の対角成分には頂点の重さを割り当てることとする.

w1 w2

w3

w4

w5

w6

図 1: 鉛管グラフの例

w1 w2

w3

w4

w5

w6

図 2: 図 1の鉛管グラフに対応する絡み目
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注意 2.3. 負定値鉛管多様体は他の多様体のクラスと以下の包含関係にある.

有理ホモロジー球面 負定値鉛管多様体 Seifertホモロジー球面

レンズ空間

⊃ ⊃

⊃

このことは以下の事実から従う：

• 鉛管グラフ Γの頂点集合を V , 隣接行列をW ∈ Sym(ZV )とすると H1(M(Γ),Z) ∼= ZV /W (ZV )が成
り立つ（[村 22, 補題 3.4]）ので, 負定値鉛管多様体は有理ホモロジー球面である.

• 次数 3 以上の頂点を唯一持ち detW = ±1 を満たす鉛管グラフから定まる鉛管多様体は Seifert ホモ
ロジー球面であり, 逆に全ての Seifert ホモロジー球面はそのような負定値鉛管グラフから得られる
（[AM22, Subsection 4.1]）.

• 互いに素な正整数 p > q を取り, レンズ空間 L(p, q)を考える. k1, . . . , kr ∈ Z≥2 を負の連分数展開

p

q
= k1 −

1

k2 −
1

. . . −
1

kr

で定めると,
−k1 −k2 −ks−1 −ks

という負定値鉛管グラフ

から定まる負定値鉛管多様体が L(p, q)である.

2.3 主結果

本稿の主結果は以下のように述べられる.

定理 2.4. 負定値鉛管多様体 M = M(Γ) に対し, 明示的に記述される有限集合 C(Γ) ⊂ Q/Z および各
θ ∈ C(Γ)に対する Puiseux級数 Zθ(x) ∈ C((x−1/2))が存在して漸近展開

Zk(M) ∼
∑

θ∈C(Γ)

e2π
√
−1kθZθ(k) as k →∞

が成り立つ.

この結果によって負定値鉛管多様体のWRT不変量の漸近展開を完全に決定することができた. ここから更
に歩を進めて漸近展開予想（予想 2.1）を解決するには集合 C(Γ)と Chern–Simons不変量との関係を調べる
必要がある. これについては現在寺嶋郁二氏と共同研究を行っているところである.

注意 2.5. 定理 2.4の集合 C(Γ)は明示的に

C(Γ) = {0}∪
⋃

a∈ZV /W (ZV ),

V ′⊂V ∨pp ,(a)

{
−taW−1a+

1

4
tnP−1

V n+ tnUV ′PV ′cm mod Z

∣∣∣∣∣ n ∈
∏
v∈V ′

P(a)
v ,m ∈

∏
v∈V ′c

1

Pv
(1 + 2Z)

}

と書ける. ただしここで以下の記号を用いた：

• V はM を定める鉛管グラフ Γの頂点集合.
• 各頂点 v ∈ V の次数を deg v := #{v から伸びる辺}で定める.
• V ∨pp := {v ∈ V | deg v ≥ 3}とおく.*1

*1 ここで ∨pp という記号は 3 本の辺が集まっている頂点をイメージしている. Unicode は U+2A5B で, TeX で入力する際は stix
パッケージや unicode-mathパッケージを用いて「\veemidvert」と入力することで出力できる.
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• V ′ ⊂ V ∨pp に対し V ′c := V ∨pp r V ′ とおく.
• a ∈ ZV に対し V ∨pp ,(a) :=

{
v ∈ V ∨pp | (W−1a)v ∈ Z

}
とおく.

• W は Γの隣接行列.
• P−1 はW−1 の V ∨pp × V ∨pp 部分行列.
• V ′ ⊂ V ∨pp に対し P を (V ′ tV ′c)× (V ′ tV ′c)ブロック行列と見たときの各成分を以下のように定める：(

PV ′ U∨pp
V ′

tU∨pp
V ′ P∨pp

V ′c

)
:= P.

• 各 v ∈ V ∨pp に対し

v := {v と次数 1の頂点を結ぶ Γ内のパスで, 途中経路の頂点の次数は全て 2}

=

{
v

··
·

}
.

• 各 v ∈ V ∨pp と β ∈ v に対し, パス β から頂点 v を除いたグラフの隣接行列をWβ とおき, その行列式を
pβ := detWβ とおく.

• 各 v ∈ V ∨pp に対し Pv :=
∏

β∈v pβ とおく.
• a ∈ ZV と v ∈ V ∨pp ,(α) に対し

P(a)
v :=

{
nv ∈ Z

∣∣∣∣ #

{
β ∈ v

∣∣∣∣ (W−1a)iβ +
nv

pβ
∈ Z

}
≤ deg v − 3

}
.

例 2.6. 上で述べた C(Γ) の表示式はあまりにも煩雑なため, 例を挙げる. M が Seifert ホモロジー球面
Σ(p1, . . . , pn) のとき, 注意 2.3 で述べたように鉛管グラフ Γ として V ∨pp = {v0} となるものが取れる. この
とき

{pβ | β ∈ v} = {p1, . . . , pn}, P = p1 · · · pn,

C(Γ) = {0} ∪
{
−m2

4P
mod Z

∣∣∣∣ m ∈ Z, pi | mとなる 1 ≤ i ≤ nは高々 n− 3個
}

が成り立つ. これは Andersen–Mistegård [AM22, Corollary 9] によって求められた Seifert ホモロジー球
面の Chern–Simons 不変量の集合 CSC(M) の表示式に一致する. 従って Seifert ホモロジー球面の場合は
C(Γ) = CSC(M)である.

3 証明の方針

3.1 証明の方針の概略

定理 2.4の証明の方針は以下の図式にまとめることが出来る.

Zk(M) Ẑ(q;M)

∑
θ∈Q/Z

e2π
√
−1kθZθ(k) Ẑ∗(q) +

∫
Ẑ∗∗(τ ;x)dx

k→∞ ??

τ→1/k

(1)

τ 7→−1/τ(2)

τ=−k, k→∞
(3)

左側の矢印が目標としているWRT不変量の漸近展開である. これをコの字型, (1)(2)(3)の順に図式を迂回
することで解決することを試みる. ここで右上の Ẑ(q;M) はM の Gukov–Pei–Putrov–Vafa (GPPV)
不変量と呼ばれる q 級数不変量であり, 上側の矢印は円周極限予想 (radial limit conjecture) と呼ばれる
主張であり, 右側の矢印はモジュラー変換公式と呼ばれるタイプの等式である. ただしここで q = e2π

√
−1τ と
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する. τ → 1/kという極限は qを 1の冪根 e2π
√
−1/k に飛ばす極限と同じなので radial limitと呼ばれるが, こ

こでは「円周極限」という訳語を当てることにする*2. なお下側の矢印は特に名の付いた主張では無いが, 本稿
で新しく準備する「モジュラー級数」の枠組みと定常位相近似と呼ばれる手法を用いることで示される. これ
ら証明の各ステップについては次項以降で詳しく説明する.
歴史的な経緯について述べておく. 上の方針は Lawrence–Zagier [LZ99] に端を発するものである. 彼ら
は初めてWRT不変量が偽テータ関数 (false theta function) というある種の q 級数の円周極限で表され
ることを明らかにし, 上の方針を取ることで Poincaré ホモロジー球面に対して漸近展開予想（予想 2.1）を
解決した. その後, 樋上 [Hik05, Hik06] はこの手法を発展させて Seifert ホモロジー球面の場合の漸近展開
予想を解決した. これらの研究が示唆するのは「より一般の 3 次元多様体に対してもWRT 不変量を円周極
限に持つ偽テータ関数が存在するのではないか？」という問いである. 更にそのような偽テータ関数が多様
体の位相不変量として実現できたら一層良い. これを実行したのが Gukov–Pei–Putrov–Vafa [GPPV20] で
ある. 彼らは負定値鉛管多様体に対して GPPV 不変量 Ẑ(q;M) と呼ばれる偽テータ関数を構成し, その円
周極限がWRT 不変量になること, すなわち円周極限予想を定式化した. この研究はトポロジーのみならず
数理物理, 数論, 表現論に対してもインパクトを与え, 現在様々な側面に基づいた研究が数多く行われている
[CCF+19, CDGG23, CFS20, CGP23, EGG+22, GHN+21, GM21, Par20a, Par20b, Whe25]. 筆者の研究
もこの流れを汲むものである.

3.2 Gukov–Pei–Putrov–Vafa 不変量

それでは GPPV不変量の定義を与えよう.

定義 3.1 (Gukov–Pei–Putrov–Vafa [GPPV20, Subsection 3.4]). 負定値鉛管多様体M とそのスピン c構造
b ∈ Spinc(M)に対しGukov–Pei–Putrov–Vafa (GPPV) 不変量を

Ẑb(q;M) := q∆
∑

l∈b+2W (ZV )

F̃lq
−tlW−1l/4.

によって定義する. ただし以下の記号を用いる：

• 注意 2.5と同様に, M を定める鉛管グラフを Γ, その頂点集合を V , 頂点 v の次数を deg v, 隣接行列を
W とする.

• 標準的な同型 Spinc(M) ∼=
(
(deg v)v∈V + 2ZV

)
/2W (ZV )（[GM21, Subsection 4.1]）により bを右辺

の元とみなす.
• ∆ := −(3|V |+ trW )/4.
• v ∈ V に対し Fv(zv) := (zv − z−1

v )2−deg v.
• Cauchyの主値

v.p. :=
1

2
lim

ε→+0

(∫
|z|=1+ε

+

∫
|z|=1−ε

)
.

• l = (lv)v∈V ∈ ZV に対し

F̃l :=
∏
v∈V

F̃v,lv , F̃v,lv := v.p.

∫
|ξv|=1

Fv(zv)
zlvv dξv

2π
√
−1zv

.

*2 「動径極限」と訳されることもあるようである.
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注意 3.2. [AM22, p. 743]より

F̃v,lv =



−lv, if deg v = 1, lv ∈ {±1},
1, if deg v = 2, lv = 0,

1

2

(
m+ deg v − 3

deg v − 3

)
, if deg v ≥ 3, lv = deg v − 2 + 2m for some m ∈ Z≥0,

(−1)deg v

2

(
m+ deg v − 3

deg v − 3

)
, if deg v ≥ 3, −lv = deg v − 2 + 2m for some m ∈ Z≥0,

0, otherwise.

と書ける. 特にこれは整数なので Ẑb(q;M) ∈ q∆Z[[q]]が成り立つ.

命題 3.3 (Gukov–Manolescu [GM21, Proposition 4.6]). GPPV不変量は負定値鉛管多様体の位相不変量.

3.3 円周極限予想

円周極限予想は以下のように述べられる.

定理 3.4 (Gukov–Pei–Putrov–Vafa [GPPV20, Equation (A.28), Conjeccture 2.1]により予想,筆者 [Mur23,
Theorem 1.2]により解決). 負定値鉛管多様体M に対し以下が成り立つ：

Zk(M) =
1

2(ζ2k − ζ−1
2k )
√
|detW |

lim
τ→1/k

∑
a∈H1(M,Z)

e−2π
√
−1ktaW−1a

∑
b∈Spinc(M)

e−2π
√
−1taW−1bẐb(q;M).

なお円周極限予想の動機や先行研究のより詳しい説明が [村 24, 3節]にまとめてある.

3.4 モジュラー変換公式と下側の矢印

以上から, 本節冒頭の図式のうち上側の矢印は解決されており, 後は右側の矢印（モジュラー変換公式）と下
側の矢印を解決すればWRT不変量の漸近展開を決定できることが分かった. 本稿の技術的核心部である「モ
ジュラー級数」の枠組みは, まさにこの二つを解決するために構築したものである.「モジュラー級数」の説明
は次節に回し, ここではアイデアを説明する.
まずモジュラー変換公式に関する先行研究を振り返ろう. Lawrence–Zagier [LZ99] や樋上 [Hik05, Hik06]

は偽テータ関数を直接扱わず, 非正則 Eichler 積分と呼ばれる別種の関数のモジュラー変換公式を考えるこ
とで対処している. 数論側ではその後, 偽テータ関数のモジュラー変換公式を与える方法が Bringmann–
Nazaroglu [BN19] によって整備され, 松坂–寺嶋 [MT21] によって Seifert ホモロジー球面の場合に, また
Bringmann–Mahlburg–Milas [BMM20] によって H グラフから定まる負定値鉛管ホモロジー球面の場合に
GPPV不変量のモジュラー変換公式が与えられるに至った. 彼らの方法は誤差関数を用いて偽テータ関数のモ
ジュラー補完（綺麗なモジュラー変換公式を持つように変形された関数）を与えるというもので, アイデアの
源流は Ramanujanの擬テータ関数 (mock theta function) のモジュラー変換公式を与えた Zwegers [Zwe02]
の研究に遡る. この手法は数論的には目覚ましいものであり, 擬テータ関数と調和Maass形式の関係が明らか
になることや（[BFOR17]に詳しい）, 偽テータ関数を包括する「偽モジュラー形式」の枠組みを構築する試
み（[BKMN21]）などの大きな進展を生んでいる. 一方でトポロジーの立場からは不満も大きいと筆者には感
じられる. この方法では GPPV不変量の係数の表示式（注意 3.2）の二項係数を単項式の和に分解して各パー
ツごとに計算を実行するため, 漸近展開を導出する上での見通しが良いとは言い難いのである.
折角なら, 多様体の情報が詰まっている GPPV 不変量の係数をそのまま扱うような手法が望ましい.

Andersen–Mistergård [AM22] の手法はまさにそのようなものである. 彼らの方法は Écalle の回生理論*3

*3 この訳は筆者による. 素直な訳は「再生理論」だが, 再生核 (reproducing kernel) の理論や再生過程 (renewal process) の理論
と訳語が衝突するためこの訳を提案したい.
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(resurgence theory) に基づくもので, 多様体の情報がそのまま生きる計算になっている. また彼らの手法
は Han–Li–Sauzin–Sun [HLSS21]によってトポロジーの文脈から独立した立場から整理されている.
回生理論は Borel–Laplace 総和法に基礎を置き, 発散級数の Borel–Laplace 変換の特異性を「エイリアン
解析 (alien calculus) 」や「ブリッジ方程式 (bridge equation) 」によって研究する理論である. 応用先は
微分方程式解の Stokes現象や Riemann–Hilbert問題, ベクトル場の解析的同値問題の他, 近年では場の量子
論の摂動論, 量子トポロジー, WKB 解析など多岐にわたる. より詳しく知りたい方は [Del16, LR16, MS16,
Sau06, Sau09, 高 94, 藤 18]などの教科書や解説論文を参照頂きたい. 中でも書籍 [MS16]中の Sauzinの担当
章（arXiv版 [Sau14]もある）は大変丁寧に書かれており, 初学の身には大変重宝した.

[AM22, HLSS21] の手法を大雑把に解説しよう. 彼らはまず GPPV 不変量あるいは偽テータ関数 Ẑ(q) =∑∞
n=0 g(n)q

n2/4P をある有理型関数 ϕ(x)（これは回生関数の例である）を用いて

Ẑ(q) =

∫
R+ε

√
−1

ϕ(x)q̃2Px2

dx, ただしq̃ := e2π
√
−1·(−1/τ)

と書き, 更に x2 = uという変形により

Ẑ(q) =

∫
C

ϕ(x)

2
√
u
q̃2Pudu, ただし積分路 C は原点を中心に反時計回りに取った Hankel積分路

という Laplace変換表示を得た. この式に留数定理を適用することで GPPV不変量や偽テータ関数のモジュ
ラー変換公式が得られ, 更に Borel–Laplace総和法の要であるWatsonの補題（[Won01, Page 22]）を適用す
ることで本節冒頭の図式における下側の矢印に相当する漸近公式が得られるというのが [AM22, HLSS21] の
証明のあらましである. この証明は実のところ, 回生理論の精髄であるエイリアン解析やブリッジ方程式は用い
ていない. 証明の肝は Borel–Laplace総和法と留数解析である.
一般の負定値鉛管多様体に対する GPPV不変量のモジュラー変換公式を同様の方法で求めようとすると, q̃

の肩に乗っている 2Px2 が一般の二次形式になるという問題がある. この場合, x2 = u という変形に相当す
るのは二次形式を標準形に直すことだが, これは自然な操作とは言い難い. そこで, 上の計算における Hankel
積分や回生理論における Laplace変換

∫∞
0

ϕ(x)e−x/τ の代わりに, 一般の重積分
∫
Rr ϕ(x)γ̂(τ ;x)dxに基づく

漸近解析の枠組みを作るという方針が見えてくる. 上の議論を見ると, 量子不変量や量子モジュラー形式を扱
う上では, その方が Laplace変換よりも自然なのでは無いかと筆者には思えてくる. これが次節で述べる「モ
ジュラー級数」の枠組みの動機である.

4 「モジュラー級数」の枠組み
それでは残りの紙面で「モジュラー級数」の枠組みを説明しよう. GPPV 不変量の定義式 q∆Ẑb(q;M) =∑
l∈b+2W (ZV ) F̃lq

−tlW−1l/4 を Φ[g̃, γ](τ) :=
∑

l∈Zr g̃(l)γ(τ ; l)という式に一般化し, これを偽モジュラー級数
と呼ぶことにする. ただしここで r ∈ Z>0,

g̃(y) ∈ Q̃r :=
∑
λ∈Zr

sgn(y1 − λ1) · sgn(yr − λr) ·Q[yi,1a+kZ(yi) | 1 ≤ i ≤ r, a, k ∈ Z] ⊂ {g : Zr → Q}

とし, γ : H× Rr → Cは連続かつ τ ∈ Hについて正則で, τ について一様に y ∈ Rr について指数減少なもの
とする. このとき次を示せる.

定理 4.1. (i)（係数 F̃l と有理関数
∏

v∈V (zv − z−1
v )2−deg v の対応の一般化）

Rr := Q
[
z±1
i ,

1

1− zki
1 ≤ i ≤ r, k ∈ Z>0

]
とおき, Q線形写像 c̃oe : Rr → Q̃r を G(z) ∈ Rr に対し c̃oe[G](y) ∈ Qr を

c̃oe[G](l) := v.p.

∫
|zi|=1, 1≤i≤r

G(z)
∏

1≤i≤r

z−li
i dzi

2π
√
−1zi
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とおくことで定めると, この写像 c̃oeは Qベクトル空間の間の同型である.
(ii)（積分表示）

Φ[g̃, γ](τ) = v.p.

∫
Rr

ϕ(x)γ̂(τ ;x)dx

が成り立つ. ただしここで ϕ(x1, . . . , xr) := c̃oe
−1

[g̃](e2π
√
−1x1 , . . . , e2π

√
−1xr )は実軸上に極を持つ有

理型関数であり（各変数ごとの回生関数の積でもある）,

γ̂(τ ;x) =

∫
Rr

γ(τ ; y)e−2π
√
−1txydy

は Fourier変換である.
(iii)（モジュラー変換公式）

Φ[g̃, γ](τ) =

 ∏
1≤i≤r

(∑
mi∈R

sgn(mi) Res
xi=mi

+

∫
C+

dxi

)ϕ(x)γ̂(τ ;x)

が成り立つ. ただし積分路 C+ を図 3で定める.
(iv)（漸近公式）γ(τ ;x) = f(τκx)（ただし κ ∈ Q>0）と書けるとき,漸近展開

Φ[g̃, γ](τ) ∼
∑
m∈Zr

Bmτκ(m1+···+mr)

∫
e−

√
−1 arg(τ)Rr

xm1
1 · · ·xmr

r f̂(x)dx as τ → 0

が成り立つ. ただしここで複素数列 (Bm)m∈Zr を∑
m∈Zr

Bmxm1
1 · · ·xmr

r := ϕ(x)

で定める.

Re(xi)

Im(xi)

0
−∞− ε

√
−1

∞+ ε
√
−1C+

図 3: 積分路 C+

これがモジュラー級数の枠組みである. 定理 2.4は定理 4.1を GPPV不変量に適用し, 更に積分の漸近展開
に関する追加の議論を行うことで示される. ただし実際には, GPPV不変量の定義式をそのまま適用するので
はなく,「次数 3以上の頂点でまとめた表示式」を準備して適用する必要がある. これは Seifertホモロジー球
面の場合に GPPV不変量を一変数の二次形式に関する偽テータ関数で表示し, 一変数の Laplace変換で表示
したことに対応している.
本稿冒頭で述べたように, モジュラー級数は「多重 Eisenstein級数」という数論的な対象への応用もある. モ
ジュラー級数は一般的な枠組みとなっているため, 多重 Eisenstein級数を特別な例として含んでおり, 定理 4.1
の系としてそのモジュラー変換公式や漸近公式が得られるのである.
負定値鉛管多様体のWRT不変量の漸近展開はこれで得られたが, モジュラー級数という枠組みにはまだま
だ拡張の余地があるように思われる. 今後の課題を列挙して本稿の締めくくりとしたいと思う.
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• 他の 3次元多様体のWRT不変量や GPPV不変量もモジュラー級数の枠組みで捉えられるか？
• Borel–Laplace変換と微分方程式との関係をモジュラー級数に拡張できるか？
• 回生理論におけるエイリアン解析, ブリッジ方程式, 回生単項式 (resurgent monomial) をモジュラー級
数に拡張できるか？

• モジュラー級数を「ベクトル値量子モジュラー形式」とみなす一般論を構築できるか？
• 概均質ベクトル空間に拡張できるか？
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3つの軸方向の正射影がすべて木となる空間グラフの構成

小林 怜央　 (早稲田大学大学院教育学研究科数学教育専攻修士 2年)

概要
少なくとも１本の辺を持つ有限グラフの任意の空間埋め込みに対して, それと全同位な空間埋め込みで, ３

つの軸方向の正射影の像が全て木となるものが存在することを示す.

1　導入

1.1 用語の定義

定義 1.1.1　 (空間グラフ)

3次元ユークリッド空間 R3 内の有限個の点と有限本の線分の和集合を区分線形的空間グラフと呼ぶことに
する. また, 区分線形的空間グラフと R3 において全同位であるものを空間グラフと呼ぶことにする.

定義 1.1.2　 (T-3型)

G⊆ R3 を空間グラフとする. Gと全同位な空間グラフで, xy 平面, yz 平面, zx平面それぞれへの正射影が
全て木となるものが存在するとき, Gは T-3型であるという.

1.2 先行研究

図 1では分からないが, 図 2より次が分かる.� �
定理 2.1

自明な結び目は T-3型である.� �

y

X

z

y

X

z

図 1：1つの平面にサイクルができてしまう例 図 2：3つの平面への正射影が木となる例
(T-3 trivial Aと呼ぶ)
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図 2の例については, P. Winkler [2] を参照のこと.

さらに次が示されている.� �
定理 2.2 (川村 [1])

全ての整数 pに対して, (2, p) 型トーラス結び目 (絡み目) は T-3型である.� �
1.3 主定理

次の主定理を発見した.� �
主定理 Gを空間グラフとする.

Gは T-3型である.

⇔ Gは, 2個以上の孤立頂点のみから成る空間グラフではない.� �
2　主定理の証明

証明 　次の 2.1～2.6と補足より主定理は証明される.

● 2.1：(空間グラフの射影図が非連結な場合のみ) 必要があれば空間グラフを全同位変
　　　　 形で変形して, 射影図が連結になるようにする.

図 3

● 2.2：(射影図の有界領域の個数より孤立頂点の個数の方が多い場合のみ) ライデマイ
　　　　 スター移動 1をして射影図の有界領域の個数を孤立頂点の個数まで増やす.

図 4
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● 2.3：空間グラフの射影図の全ての交差点の上下をなくし頂点とすると, 平面グラフに
　　　　 なる. そして, その平面グラフを xy 平面上で全同位変形する.

◎交差点の上下をなくし頂点とする

例：8の字結び目

=:G

1

2

3
45

図 5

図 5の右の Gは平面グラフである.

図 5では 8の字結び目の場合を例に挙げたが, 一般の空間グラフの場合も, 射影図の全ての交差点の上下を
なくし頂点とすると, 平面グラフ (G′ とする) になる.

◎図 5の平面グラフ Gを xy 平面上で全同位変形する

G=

1

2

3
45

~
= 1

2

3

y

4

5

x

手前はz軸の正の方向

図 6

図 6のように, 図 5の平面グラフ Gを xy 平面上で全同位変形する.
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全同位変形のポイントとしては, 極大木 (図 6では赤線) を描き, 次に極大木以外の辺 (図 6では黒線) を
描く. その際の注意点は次の通り.

� �
・左下から斜め右上へ「1→ 2→ 3→ 4→ 5」の順で の大きさは 1つずつ大きくして一直線上に並　
　べる.

・相異なる 2つの頂点の y の値は異なるようにする.

・1～5を囲んでいる全ての は任意の頂点より y の値が大きい位置に置く.� �
図 6の Gに限らず, 一般の平面グラフ G′ の場合も極大木を描き, 次に極大木以外の辺を描くことにより xy

平面上で全同位変形できる. 注意点も上と同じ.　

● 2.4：2.3の平面グラフは空間グラフとして, T-3型であることを証明する.

図 6の右の平面グラフ G (2.3の平面グラフ) を空間的にする際のポイントを 2つ述べる.

ポイント 1：番号を囲むサイクルを空間的にする方法

y

X

z

1

1

図 7

図 7は「1」を囲んだサイクルを空間的にした場合だが, 残りの「2」～「5」を囲んだサイクルも同じように
空間的にする.

ポイント 2：図 8の太い赤線 (実線)の出っ張らせ方

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

21



1

2

3

y

4
5

x

手前はz軸の正の方向

図 8

y

X

z

4 4

図 9

y

X

z

4

図 10
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図 9では, 太い赤線を y 軸に平行にした.

図 10では, 太い赤線を z 軸の負の方向に同じ長さで出っ張らせた.

図 9, 10は, 図 8の一部の赤線を z 軸の負の方向に出っ張らせた場合だが, 図 8の全ての赤線も同じように
z 軸の負の方向に出っ張らせる.

以上のポイント 1, 2をふまえて, 図 6の右の平面グラフ G (2.3の平面グラフ) を空間的にすると, 3つの平
面への正射影は次のようになる.

1

2

3

y

4
5

x

手前はz軸の正の方向

図 11：xy 平面への正射影は木

y

z

1 2 3 4 5

手前はx軸の正の方向

図 12：yz 平面への正射影は木
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12345

x

z

手前はy軸の負の方向

図 13：zx平面への正射影は木

よって図 11, 12, 13より, 3つの平面への正射影は全て木となったので, 図 6の右の平面グラフ G (2.3の平
面グラフ) は空間グラフとして, T-3型.

ポイント 1, 2をふまえて一般の平面グラフ G′ を空間的にした場合も, 3つの平面への正射影は全て木とな
るので T-3型.

● 2.5：2.4でできた空間グラフの頂点 (もともと交差点だったところ) を交差点に戻し
　　　　 ても T-3型であることを証明する.

1

2

3

y

4
5

x

手前はz軸の正の方向

図 14：2.4でできた空間グラフの xy 平面への正射影
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A B

D

C

図 15：図 14の赤い丸を拡大

◎頂点から交差点への戻し方

頂点 Aを交差点に戻す場合を説明する.

A A

y軸に平行

y

X

z

図 16

A

A

y

X

z

図 17
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y

X

z

Aだった所

図 18

※図 16, 17に描かれている頂点 Aとその周辺の辺は全て xy 平面上にある.

　また, 図 17では太線を y 軸に平行にした.

頂点から交差点に戻す際の注意点は次の通り.

� �
・図 18において, 出っ張らす長さは全て同じ.

・頂点 Bは太線を z 軸の正の方向に, 頂点 Cと頂点 Dは太線を z 軸の負の方向に出っ張らす.� �
4つの頂点を交差点に戻した際の 3つの平面への正射影は次のようになる.
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1

2

3

y

4
5

x

手前はz軸の正の方向

図 19：xy 平面への正射影は木

y

z

1 2 3 4 5

手前はx軸の正の方向

図 20：yz 平面への正射影は木
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12345

x

z

手前はy軸の負の方向

図 21：zx平面への正射影は木

よって図 19, 20, 21より, 3つの平面への正射影は全て木となったので, 8の字結び目は T-3型.

2.4のポイント 1, 2をふまえて一般の平面グラフ G′ を空間的にし, 頂点を交差点に戻した場合も, 3つの平
面への正射影は全て木となるので T-3型.

● 2.6：(空間グラフに孤立頂点が存在する場合のみ) T-3 trivial Aの真ん中に孤立頂
　　　　 点を置く.

y

X

z

図 22

図 22のように, T-3 trivial Aの真ん中に孤立頂点を置くと, 3つの平面への正射影は全て木となる.

注意点として, 1個の T-3 trivial A の中に置くことができる孤立頂点は 1個まで. 1個の T-3 trivial A

の中に複数個の孤立頂点を置くと, 少なくとも 1つの平面への正射影は連結成分数が 2以上となり木ではなく
なってしまうためである. このことから 2.2では, 射影図の有界領域の個数より孤立頂点の個数の方が多い場
合のみライデマイスター移動 1をして有界領域の個数を増やした.
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●補足：孤立頂点のみから成る空間グラフの場合

図 23より, 1個の孤立頂点のみで構成されたグラフは, どのように空間埋め込みをしても 3つの軸方向の正
射影は全て木になる.

また図 24より, 2個以上の孤立頂点のみで構成されたグラフは, どのように空間埋め込みをしても 3つの軸
方向の正射影が全て木になることはない.

y

X

z

y

X

z

図 23：T-3型である 図 24：T-3型ではない

以上の 2.1～2.6と補足より主定理を証明できた.■

3　今後の課題
今回の研究により, 全ての空間グラフに対し, T-3型であるものとそうでないものとに分類できた. 今後は,

射影の方向を増やせるか考えたい.

4　謝辞
講演の機会を与えてくださった世話人の谷山公規先生, 安原晃先生, 山口祥司先生, 丹下稜斗先生に感謝申し
上げます．

5　参考文献
[1] K. Kawamura, CONSTRUCTION OF A LATTICE KNOT WHOSE THREE SHADOWS ARE 　
　　 ALL TREES, Journal of Knot Theory and Its Ramifications, Vol. 20, No. 5 (2011) 775–785.

[2] P. Winkler, Mathematical Mind-Benders (A K Peters, Ltd., Wellesley, MA, 2007).

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

29



Virtualized n-gon moves for virtual knots

守田　夏希 (奈良女子大学)*

概 要
Nakamura-Nakanishi-Satoh-Wada [2] introduced a local deformation called vir-
tualized ∆-move for virtual links, and proved that it is an unknotting operation
for virtual knots. In this paper, we introduce virtualized n-gon move as a gen-
eralization of virtualized ∆-move. We show that virtualized n-gon move is an
unknotting operation for virtual knots when n ≥ 3, and give a lower bound for the
unknotting number, which we call the v[n]-unknotting number, in terms of odd
writhes. This is a joint work with Yeonhee Jang (Nara Women’s University).

1. Introduction

Definition 1.1. A virtualized ∆-move (or a v∆-move) is a local deformation on a virtual link
diagram as shown in Figure 1. We denote it by v∆ in figures.

Figure 1:

Two virtual links L and L′ are v∆-equivalent to each other if their diagrams are related by
a finite sequence of v∆-moves and generalized Reidemeister moves.

Theorem 1.2. [2, Theorem 1.3] Any two virtual knots are v∆-equivalent to each other. In
particular, the v∆-move is an unknotting operation for virtual knots.

Definition 1.3. Let n ≥ 2 be an integer. A virtualized n-gon move (or a v[n]-move) is a local
deformation on a virtual link diagram as shown in Figure 2. We denote it by v[n] in figures.

Figure 2:

2025年 2月 4日図に不備があったため修正いたしました。
* e-mail: xan_morita@cc.nara-wu.ac.jp
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Two virtual links L and L′ are v[n]-equivalent to each other if their diagrams are related
by a finite sequence of v[n]-moves and generalized Reidemeister moves.

Proposition 1.4. Any two virtual knots are v[n]-equivalent to each other. In particular, the
v[n]-move is an unknotting operation for virtual knots.

Let uv[n](K) be the minimal number of v[n]-moves which is needed to deform a virtual
knot K into the trivial knot.

Theorem 1.5. For any integers n ≥ 3 and m ≥ 1, there exists an infinite family {Ks} of
virtual knots such that uv[n](Ks) = m.

2. v[n]-unknotting number and writhe invariant

Fact 2.1. A v[2]-move and a crossing change are equivalent local deformations, that is, they
can be realized by each other (see Figure 3).

Figure 3:

Fact 2.2. The v[3]-move is the same local deformation as v∆-move.

Proposition 2.3. A v[n]-move is realized by a v[n+ 1]-move for any n ≥ 2.

Proof. Figure4 illustrates how this can be accomplished.

Figure 4:
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Proof of Proposition 1.4. It follows from Theorem 1.2 and Proposition 2.3.

Definition 2.4. For virtual knots K and K ′, we denote by dv[n](K,K ′) the minimal number
of v[n]-moves needed to deform a diagram of K into one of K ′.

By Proposition 2.3, we obtain the following corollary.

Corollary 2.5. For any virtual knots K and K ′, we have dv[n](K,K ′) ≥ dv[n+1](K,K
′). In

particular, uv[n](K) ≥ uv[n+1](K).

Satoh-Taniguchi [4] introduced the k-writhe Jk(D) of a virtual knot diagram D for each
k ∈ Z, defined by

Jk(D) :=
∑

Ind(c)=k

sgn(c).

Lemma 2.6. [4, Lemma 2.3] If D and D′ are virtual knot diagrams related by a finite se-
quence of generalized Reidemeister moves, then Jk(D) = Jk(D

′) for any k ̸= 0.

Hence, Jk(K) is well-defined for a virtual knot K. Also, the odd writhe J(K) is

J(K) :=
∑
k:odd

Jk(K).

Proposition 2.7. Let K and K ′ be virtual knots. Then we have the following.

(1)

dv[n](K,K
′) ≥


1

n
|J(K)− J(K ′)| (n : even),
1

n− 1
|J(K)− J(K ′)| (n : odd).

(2)

uv[n](K) ≥


1

n
|J(K)| (n : even),
1

n− 1
|J(K)| (n : odd).

Proof. (1) Suppose that dv[n](K,K ′) = m. Then there exists a sequence of virtual knots

K = K0 → K1 → · · · → Km−1 → Km = K ′

such that Ki is obtained from Ki−1 by a single v[n]-move for each i = 1, . . . ,m. Let
G0, . . . , Gm be the Gauss diagrams of K0, . . . , Km, respectively. We can see that Gi is
obtained from Gi−1 by removing n chords corresponding to n real crossings involved
in the v[n]-move (see Figure 5). Note that the indices of the other chords are changed
by even numbers and the signs do not change. Thus, when n is even, we have

|J∗(K0)− J∗(K1)| ≤ n, . . . , |J∗(Km−1)− J∗(Km)| ≤ n,
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and hence
|J∗(K)− J∗(K ′)| ≤ mn = dv[n]o(K,K

′) · n. (1)

When n is odd, note that the number of the chords with odd indices among the n
chords is at most n−1 since the sum of the indices of the n chords is 0. Thus, we have

|J∗(K0)− J∗(K1)| ≤ n− 1, . . . , |J∗(Km−1)− J∗(Km)| ≤ n− 1,

and hence

|J∗(K)− J∗(K ′)| ≤ m(n− 1) = dv[n]o(K,K
′) · (n− 1). (2)

The equalities (1) and (2) imply the desired result.

Figure 5:

(2) The inequality follows from (1) together with the fact that J∗(O) = 0, where O is the
trivial knot.

3. Proof of Theorem 1.5

In the following, we will construct a family of infinitely many virtual knots Ks with
uv[n](Ks) = m.

Let n ≥ 3 and m ≥ 1 be integers, and s be a positive odd integer. We consider the virtual
knot diagramKs and its Gauss diagram as shown in Figure 6 and Figure 7, respectively. (The
Gauss diagram of Ks is shown in Figure 7 when m=2. In this Gauss diagram, the signs of
chords are all +1, and the numbers inside the circle indicate indices of chords.) The contents
of the box with (∗) will have a different shape depending on whether n is odd or even.
When n is odd, this diagram have nm+ s+ n−1

2
real crossings a1,1, . . . , am,n, b1, . . . , bs and

c1, . . . , cn−1
2

. When n is even, this diagram have nm+ s+ n−2
2

real crossings a1,1, . . . , am,n,
b1, . . . , bs and c1, . . . , cn−2

2
.

Figure 8 and Figure 9 are examples of Ks in the case of m = 3, n = 4 and m = 3, n = 5,
respectively.

Then we prove that the family {Ks}s∈N satisfies the following.

Claim 1. uv[n](Ks) ≤ m.

Claim 2. uv[n](Ks) ≥ m.

Claim 3. Ks ̸= Ks′ if and only if s ̸= s′.
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Figure 6:

Figure 7: Gauss diagrams of Ks (when m=2)
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Figure 8:

Figure 9:
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Proof of Claim 1. The virtual knot Ks can be deformed into the trivial knot after m times
of v[n]-moves are applied. Figure 10 illustrates how this can be accomplished when n = 3.
The cases when n ≥ 4 can be treated similarly, where the last part of Figure 10 is replaced
by Figure 11 or Figure 12 according to whether n is odd or even.

Figure 10:

Proof of Claim 2. When n is odd, we can see that

J1(Ks) =
n− 1

2
m, J−1(Ks) =

n− 3

2
m, Js(Ks) = m, J−s−1(Ks) = m,

Jk(Ks) = 0 if k ̸= 1,−1, s,−s− 1, 0,
(3)
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Figure 11:

Figure 12:

and hence the odd writhe of Ks is

J(Ks) =
n− 1

2
m+

n− 3

2
m+m = (n− 1)m.

Hence we have uv[n](Ks) ≥ 1
n−1
· (n− 1)m = m by Proposition 2.7.

When n is even, we can see that

J1(Ks) =
n− 2

2
m, J−1(Ks) =

n− 2

2
m, Js(Ks) = m, J−s(Ks) = m,

Jk(Ks) = 0 if k ̸= 1,−1, s,−s, 0,
(4)

and hence the odd writhe of Ks is

J(Ks) =
n− 2

2
m+

n− 2

2
m+m+m = nm.

Hence we have uv[n](Ks) ≥ 1
n
· nm = m by Proposition 2.7.

Proof of Claim 3. By the equalities (3), (4) and Lemma 2.6, we have the conclusion.

4. Remark

In the talk in the conference, we gave a lower bound for dv[n](K,K ′) in terms of “non-
zero” writhe. However, we realized that we need to be careful with orientation. Proposi-
tion 2.7 in this article is a corrected version.

In the following, we introduce an oriented version of virtualized n-gon move, which is
related with non-zero writhe. This is called an oriented virtualized n-gon move (or a v[n]o-
move) and is a local deformation on an oriented virtual link diagram as shown in Figure 13.
We denote it by v[n]o in figures. This move is a generalization of v∆o-move defined in [3].
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Figure 13:

The non-zero writhe J∗(K) is defined by

J∗(K) :=
∑
k ̸=0

Jk(K).

Proposition 4.1. Let K and K ′ be oriented virtual knots. Then we have the following.

(1) dv[n]o(K,K ′) ≥ 1

n
|J∗(K)− J∗(K ′)|.

(2) uv[n]o(K) ≥ 1

n
|J∗(K)|.

Proof. This can be proved by arguments similar to the proof of Proposition 4.1. Note that
it can be easily seen that the indices and signs of any other chords are preserved by the
v[n]o-move (see Figure 14, which shows the change of Gauss diagram corresponding to a
v[n]o-move).

Figure 14:

Then, for the oriented virtual knot Ks constructed in the previous section, we can see that
uv[n]o(Ks) = m, where uv[n]o(Ks) is the minimal number of v[n]o-moves needed to deform
Ks into the trivial knot. The proof is similar to that for Proposition 2.7, where we can use
Proposition 4.1 to show uv[n]o(Ks) ≥ m. We remark that s can also be an even number in
the oriented case.
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交点数が 3以下のロング溶接結び目について
西元勇樹

神戸大学大学院理学研究科数学専攻博士課程前期課程 2年

1 ロング仮想結び目, ロング溶接結び目, 仮想アーク図式の r同値類
定義 1.1. I を閉区間 [0, 1]とする. はめこみ α : I → I × I が次の条件 (i)を満たすとき, その像 α(I)を
仮想アーク図式という. また αが条件 (i), (ii)を満たすとき, その像 α(I)をロング仮想結び目図式という.

図 2は仮想アーク図式であり, ロング仮想結び目図式でもある.

(i) αの多重点は全て横断的な 2重点であり, その各 2重点は実交点, 仮想交点のどちらかである. ただし,

実交点, 仮想交点とは, それぞれ図 1のように表される情報がついている 2重点のことである.

(ii) α(0) = (0, 12 ), α(1) = (1, 12 )が成り立つ.

図 1: 実交点 (左)と仮想交点 (右)

図 2: 仮想アーク図式, ロング仮想結び目図式

本稿では, 仮想アーク図式およびロング仮想結び目図式には, α(0)から α(1)へ向きが付いているとする.

α(0), α(1)をそれぞれ α(I)の始点, 終点といい, α(I)の始点と終点を合わせて α(I)の端点という. また,

AD,LDをそれぞれ, 仮想アーク図式全体の集合, ロング仮想結び目図式全体の集合とする.

定義より, 任意のロング仮想結び目図式は仮想アーク図式である.

定義 1.2. Dを仮想アーク図式またはロング仮想結び目図式とする. Dの下交点から次の下交点, Dの下交
点からDの端点, Dの端点から次の下交点のいずれかであるDの一部を, Dの弧という. ただしDの弧の
内部には下交点をもたないとする. Dが実交点をもたないときは, Dの端点からDの端点もDの弧という.

仮想アーク図式およびロング仮想結び目図式に対して同値関係を定義するため, 局所変形を紹介する. 局
所変形 R1∼R3, V1∼V4, OC, E1, E2を図 3で定める. ただし, 変形の前後で図式に付いた向きは変わらな
いとする. また図 3において, 黒丸は端点を表す.

仮想アーク図式およびロング仮想結び目図式の同値類を定義する.

定義 1.3. D, D′をロング仮想結び目図式とする. DとD′が有限回の局所変形 R1∼R3, V1∼V4, 端点を固
定した I × I 上の全同位変形で移り合うとき, Dと D′ はv同値であるといい, D

v∼ D′ と書く. また, Dと
D′が有限回の局所変形 R1∼R3, V1∼V4, OC, 端点を固定した I × I 上の全同位変形で移り合うとき, Dと
D′ はw同値であるといい, D

w∼ D′ と書く.

定義 1.4. D, D′を仮想アーク図式とする. DとD′が有限回の局所変形 R1∼R3, V1∼V4, OC, E1, E2, 端
点を固定した I × I 上の全同位変形で移り合うとき, DとD′ はr同値であるといい, D

r∼ D′ と書く.
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図 3: 局所変形 V1∼V4, OC, E1, E2

容易にわかるように, v同値と w同値は LD上の同値関係であり, r同値は AD上の同値関係である.

注意 1.5. D,D′をロング仮想結び目図式とする. D
v∼ D′であるならばD

w∼ D′であり, D w∼ D′であるなら
ばD

r∼ D′ である.

定義 1.6. LDに対し, 同値関係 v∼で割ったときの各同値類をロング仮想結び目,
w∼で割ったときの各同値

類をロング溶接結び目という. また, ロング仮想結び目またはロング溶接結び目K の代表元DをK の図式
という. さらに, AD上の r同値類K の代表元DをK の図式という.

K を LD/ v∼, LD/ w∼または AD/ r∼の元とする. K が実交点も仮想交点ももたない図式を少なくとも 1

つもつとき, K は自明であるという. また, min{Dの実交点の個数 | D: K の図式 }をK の交点数といい,

c(K)と書く.

K をロング溶接結び目, Dを K の図式とする. D∗ を, 図 4のように Dの真下に鏡を置いて映した図式
とする. また −Dを, 図 4のようにDの向きを逆にし, さらに 180度回転させた図式とする. −Dの向きは
ロング仮想結び目図式の向きの条件を満たしている.

注意 1.7. ロング溶接結び目 K に対し, D,D′ をその図式とする. このとき, [D] = [D′] であるならば,

[D∗] = [D′∗], [−D] = [−D′]である.

K∗ := [D∗],−K: = [−D]とおく. 注意 1.7より, この記号の定義は well-definedである. また (−K)∗ =

−(K∗)であるから, これを −K∗ と表す. さらに, K := {K,K∗,−K,−K∗}とおく.

吉田 [14]により, 交点数が 3以下のロング仮想結び目の完全な分類が与えられた. また, 金信-小松 [9]に
より, 交点数が 4以下の AD上の r同値類が 105種類以下であることが示された. さらに金信-角 [10]によ
り, 交点数が 4である 1組 {R4

8,1, R
4
8,6}を除いて, 交点数が 4以下のAD上の r同値類の分類が与えられた.

今回, ロング仮想結び目と AD 上の r同値類との中間に位置するようなロング溶接結び目の分類に取り組
んだ.
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図 4: Dに対するD∗ と −D

2 不変量の導入
ロング溶接結び目を分類する上で必要な不変量を紹介する. 第 2.1節では閉包, 第 2.2節では正規化され
たアレキサンダー多項式の定義を述べる. なお, 第 2.2節中の群の定義は [8]を, 自由微分の定義は [12]を参
照している. 第 2.3節ではK に対する不変量を定義する.

2.1 閉包
ロング仮想結び目図式 Dに対し, 図 5のように両端点を閉じることで得られる仮想結び目図式を Cl(D)

とかく. ただし, Cl(D)に対し, w同値, ∗,−の操作で移り合うものは同じ図式であるとみなす.

図 5: 仮想結び目図式Dと Cl(D)

ロング溶接結び目K に対し, D,D′ をその図式とする. D
w∼ D′ ならば Cl(D)

w∼ Cl(D′)であることが容
易にわかる. よって Cl(D)は K の不変量である. これを K の閉包といい, Cl(K)と書く. また, 定義より
Cl(D) = Cl(D∗) = Cl(−D)である.

2.2 正規化されたアレキサンダー多項式
K をロング溶接結び目, DをK の図式とする. {a1, . . . , an}をDの弧の集合とし, 各 aiに文字 xiを対応

させた階数 nの自由群 〈x1, . . . , xn〉を考える. vをDの 1つの実交点とし,そこに集まる 3つの弧を ai, aj , ak

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

42



とする. ただし, 図 6のように, aj は上交点を通る弧とし, aj の進行方向に見て右側が ai, 左側が ak とする.

このとき, vにおける関係式 r(v)を x−1
j xixj = xk と定める. このとき, ai と ak の向きは気にしない. この

関係式を Dの各実交点 v1, . . . , vn−1 について求めると, 群表示 〈x1, . . . xn | r(v1), . . . r(vn−1)〉が得られる.

この群を G(D)と書く.

図 6: 実交点における関係式:x−1
j xixj = xk

このとき, 次が知られている.

定理 2.1 ([6],[11],[13]). ロング仮想結び目図式D,D′ に対し, D
w∼ D′ ならば G(D) ∼= G(D′)が成り立つ.

K をロング溶接結び目, DをK の図式とする. 定理 2.1からG(D)はK の不変量である. これをK の群
といい, G(K)と書く.

群Gおよび環Rに対し, RG := {r1g1 + . . . , rngn | r1 ∈ R, g1 ∈ G,n ∈ Z}をGのR上の群環という. 群
環の元には自然な和と積が入る.

階数 nの自由群 Fn = 〈x1, . . . , xn〉に対し, 写像 ∂
∂xj

: Fn → ZFn が, 次の性質：

∂xi
∂xj

=

{
1 (i = j)

0 (i 6= j)
,
∂(uv)

∂xj
=

∂u

∂xj
+ u

∂v

∂xj
(u, v ∈ Fn) (1)

を満たすものとして一意的に存在する ([5]). これを群環の準同型に拡張した写像 ∂
∂xj

: ZFn → ZFn を,

xj に関する自由微分という.

Kをロング溶接結び目, DをKの図式とする. またG(K)は 〈x1, . . . xn | r(v1), . . . , r(vn−1)〉の表示をもつ
とし, Fn = 〈x1, . . . , xn〉を階数 nの自由群とする. さらに, φ : ZFn → Z[t±1]を xj 7→ t(j = 1, ..., n)で定ま
る環準同型とする. ここで, (n−1)×n行列M = (φ(∂r(vi)∂xj

)i,j に対し, M の (n−1)次小行列式が生成するイ
デアルは単項イデアルであることが知られている ([4]). この単項イデアルの生成元をアレキサンダー多項式
といい, ∆K(t)と書く. アレキサンダー多項式は単元倍の差を除いて K の不変量となっている ([4]). さら
に, ∆K(t)は ∆K(1) = 1, d

dt∆K(1) = 0を満たすように正規化することができる ([7]). K の正規化された
アレキサンダー多項式を ∆̃K(t)と書く. また, ∗,−の操作に関して次が成り立つ.

補題 2.2. ロング溶接結び目K に対し, ∆̃K(t−1) = ∆̃K∗(t) = ∆̃−K(t)が成り立つ.

2.3 Kの不変量
本稿では, ロング溶接結び目の分類を考える上で, ∗,−で移り合うものは同じ結び目として扱うものとす

る. ロング溶接結び目K に対して定義されるK の分類を行うため, K に対する不変量を定義する. K をロ
ング溶接結び目, 写像 f をロング溶接結び目の不変量としたとき, f(K) := {f(K), f(K∗), f(−K), f(−K∗)}
と定義すると, 次が成り立つ.

注意 2.3. ロング溶接結び目K,K ′ に対し, K = K ′ ならば f(K) = f(K ′)である.

第 2.1節の最後より, Cl(K) = {Cl(K)}が成り立つ. よって単に Cl(K) = Cl(K)としてよい. また, 補題
2.2より, ∆̃K(t−1) = {∆̃K(t), ∆̃K(t−1)}が成り立つ.
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3 主結果
定理 3.1. 交点数が 3以下のロング溶接結び目K に対し, 次が成り立つ. ただし, K0

1 ,K
2
1 ,K

2
2 ,K

3
1 , . . .K

3
10

は図 7のロング溶接結び目である.

• c(K) = 0であることとK = K0
1 であることは同値である.

• c(K) = 1であるK は存在しない.

• c(K) = 2であることとK = K2
1 , K

2
2 であることは同値であり, K2

1 ,K
2
2 は互いに異なる.

• c(K) = 3であることと K = K3
1 , K

3
2 , . . . , K

3
10 であることは同値であり, 組 {K3

5 ,K
3
6}, {K3

7 ,K
3
9} を

除いて, K3
1 ,K

3
2 , . . . , K

3
10 は互いに異なる.

図 7: 交点数が 3以下のロング溶接結び目のリスト

K0
1 ,K

2
1 ,K

2
2 ,K

3
1 , . . . , K

3
10の正規化されたアレキサンダー多項式と閉包を表 1に示す. 表 1におけるw3.1,

w3.2は, Bartholomewと Fennにより与えられた溶接結び目の表 ([1])中の溶接結び目を指している. [1]の
表は [2], [3]をもとに作成され, Bartholomewのホームページに掲載されている. 図 8は, [1]の表に掲載さ
れている溶接結び目のうち交点数が 4以下の範囲である. ただし, [1]の表は ∗の操作による差を除いた表と
なっている.
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K ∆̃K(t) Cl(K)

K0
1 {1} 自明

K2
1 {t− 1 + t−1} 自明

K2
2 {−t2 + 2t, 2t−1 − t−2} 自明

K3
1 {t2 − t+ t−1, t− t−1 + t−2} 自明

K3
2 {−t3 + t2 + t, t−1 + t−2 − t−3} 自明

K3
3 {t− 1 + t−1} w3.2

K3
4 {t− 1 + t−1} w3.1

K3
5 {−t2 + 2t, 2t−1 − t−2} w3.1

K3
6 {−t2 + 2t, 2t−1 − t−2} w3.1

K3
7 {t2 − 2t+ 2, 2− 2t−1 + t−2} 自明

K3
8 {−t+ 3− t−1} 自明

K3
9 {t2 − 2t+ 2, 2− 2t−1 + t−2} 自明

K3
10 {−t3 + 2t2 − t+ 1, 1− t−1 + 2t−2 − t−3} 自明

表 1: 各K の正規化されたアレキサンダー多項式と閉包

図 8: Bartholomewと Fennによる溶接結び目の表の交点数が 4以下の範囲
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On characterization of a multivariable polynomial

invariant of twisted links

名古屋市立大学院
金　云峰 ∗

Abstract

S. Satoh and Y. Tomiyama gave a characterization of a multivariable polynomial invariant
of almost classical virtual links. N. Kamada extended the multivariable polynomial invariant to
twisted links. In this talk, We give some results which are similar to S. Satoh and Y. Tomiyama’s.

1 Preparation

1.1 virtual link の Alexander numbering

D を virtual knot diagram [1]とする．ここで，Dの semi-arc とは D の 2つの real crossing の間に
ある arc または real crossing を持たない loop のことである. また D の Alexander numbering とは D
の各 real crossing を構成する semi-arc に対して Fig. 1 の条件を満たす numbering である. (i, j ∈ Z)

Fig. 1: Alexander numbering

virtual link diagram の Alexander numbering の例を Fig. 2 に示す. ここで classical link diagram
は常に Alexander numbering 可能である.

Fig. 2: Alexander numbering

ここで，すべての virtual link diagram が Alexander numbering を持つとは限らない. Fig. 3 に
Alexander numbering を持たない virtual link diagram の例を示す.

Fig. 3: Virtual link diagram which does not admit an Alexander numbering.

virtual link diagram D が almost classical [2]であるということは，D が Alexander numbering可能
であるということである. virtual link L が almost classical であるということは，L が almost classical
な virtual link diagram を持つことである.

∗e-mail : minehiro@gmail.com
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1.2 virtual link の multivariable polynomial invariant

D を virtual link diagram とする. pole diagram とは， Fig. 4 に示すように edge 上に pole を持つ
link diagram のことである. Fig. 5 に pole diagram の例を示す.

Fig. 4: A pole

Fig. 5: A pole diagram

A-splice (または B-splice) とは Fig. 6 に示す link diagram の real crossing における local re-
placement のことである. ここで Fig. 6において, 上 (または下)の 各 real crossing における local
replacement を A-splice (または B-splice)という.

Fig. 6: A-splice and B-splice

D を link diagram とする. D の state とは D の各 classical crossing を A-splice (または B-splice)
して得られた pole diagram のことである. ここで D の state の loop 上の pole の数は even である.

map ι とは以下の条件を満たす state diagram の loop の集合から Z への写像である.

(i) ι
( )

= r, ここで pole は 交互に 2r 個あり, 点線部は virtual crossing を含む.

(ii) ι
( )

= ι
( )

(iii) ι
( )

= ι
( )

D を virtual link diagram とする. D の state S について, ♮S = (S の A-splice の数) − (S の
B-splice の数), ♯S = (S の loop の数), τi(S) = (ι(l) = i となる S の loop l の数) とする.

D の double bracket を以下に定める.

⟨⟨D⟩⟩ :=
∑
S

A♮S(−A2 −A−2)♯Sd
τ1(S)
1 d

τ2(S)
2 · · · ∈ Z[A±1, d1, d2 · · · ].

w(D) = (D の positive crossing の数) − (D の negative crossing の数) とする. D の multivariable
polynomial を以下に定める.
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RD := (−A3)−w(D) ⟨⟨D⟩⟩ .

Theorem 1.1. (H. A. Dye, L.H. Kauffman and Y. Miyazawa [3], [4])
D を virtual link diagram とする. multivariable polynomial RD は virtual link の不変量である.

multitvariable polynomial RD ∈ Z[A±1, d1, d2 · · · ] について, Exp(RD) を RD の di を含まない項
の A の指数の集合とする.

Theorem 1.2. (T. Nakamura, Y. Nakanishi, S. Satoh and Y. Tomiyama [5])
L を almost classical な µ(L) compornent の virtual link とし, D を L の virtual link diagram とする.

Exp(RD) ⊂
{

4Z (µ(L) : even)
4Z+ 2 (µ(L) : odd)

この定理の例を示す. D を Fig. 2に示す virtual link diagram とし, Lを D を持つ virtual link とす
る. ここで multivariable polynomial RD = −A−10(A4 +1)(A16 +A12 +A8 +A4 +1) となり µ(L) = 1
であるので, 定理を満たしている.

1.3 twisted link の multivariable polynomial invariant

twisted link diagram [6]とは virtual link diagramの arc上に Fig. 7のように barを含んだ diagram
のことである. twisted link diagram の例を Fig. 7 の右側に示す.

Fig. 7: bar と twisted link diagram

twisted Reidemeister moves とは Fig. 8 に示す局所変形である. twisted link diagram D と D′ が
有限回の generalized Reidemeister move と twisted Reidemeister move で移り合うとき, D と D′ は同
値であるという. twisted link とは twisted link diagram の同値類である.

I II III

Fig. 8: twisted Reidemeister move

次に twisted link の multivariable polynomial invariant [7], [8] について定義する. D を twisted
link diagram とし, D に対して map ι を定義する. map ι とは以下の条件を満たす state diagram の
loop の集合から Z への写像である.

(i) ι
( )

= r, ここで pole は 交互に 2r 個あり, 点線部は virtual crossing, bar を含む.

(ii) ι
( )

= ι
( )

(iii) ι
( )

= ι
( )
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(iv) 　ι
( )

= ι
( )

D の state の loop l に対して, l の bar の数が odd であるとき, ι(l) = 0 となる.

twisted link diagram D の state Sについて, ♮S = (S の A-splice の数) − (S の B-splice の数), ♯S
= (S の loop の数), ♯0S = (S の bar の数が odd である loop の数), τi(S) = (ι(l) = i となる S の loop
l の数) とする.

D の double bracket を以下に定める.

⟨⟨D⟩⟩ :=
∑
S

A♮S(−A2 −A−2)♯SM ♯0Sd
τ1(S)
1 d

τ2(S)
2 · · · ∈ Z[A±1,M, d1, d2 · · · ].

w(D) = (D の positive crossing の数) − (D の negative crossing の数) とする. D の multivariable
polynomial を以下に定める.

XD := (−A3)−w(D) ⟨⟨D⟩⟩ .

Theorem 1.3. (N. Kamada [7])
D を twisted link diagram とする. multivariable polynomial XD は twisted link の不変量である.

twisted link の multivariable polynomial の例を示す. D を Fig. 7 に示す twisted link diagram と
する. このとき multivariable polynomial XD = −A−12M(A4 + 1)(A6 +A4 − 1) となる.

2 Main result and applications

2.1 Main result

D を twisted link diagram とし, b1, b2, · · · , br を D の bar とする. ここで D の bar-edge とは D の
2つの real crossing または bar の間にある arc または real crossing, bar を持たない loop のことである.
また D の twisted pseudo Alexander numbering とは D の各 real crossing, bar を構成する bar-edge に
対して Fig. 9 の条件を満たす numbering である (i, j, lm, km ∈ Z). ここで lm, km とは D の bar bm に
隣接する bar-edge に対する twisted pseudo Alexander numbering である. 各 lm, km に対して, 和は n
になる.

Fig. 9: ｔ wisted pseudo Alexander numbering

D の twisted pseudo odd Alexander numbering とは D の各 lm, km の和が odd になる D の twisted
pseudo Alexander numbering であり, D の twisted pseudo odd Alexander numbering とは D の各
lm, km の和が evenになる D の twisted pseudo Alexander numbering である. Fig. 10 にその例を示す.
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n = 1 n = 2

Fig. 10: twisted pseudo Alexander numbering の例

D の twisted pseudo odd Alexander numbering と twisted pseudo odd Alexander numbering に対
して, 以下の定理を発見した.

Theorem 2.1. D を twisted pseudo odd Alexander numbering を持つ twisted link diagram とする. こ
のとき D の multivariable polynomial に対して XD ∈ Z[A±1] が成り立つ.

Theorem 2.2. D を成分数が µ(L) で twisted pseudo even Alexander numbering を持つ twisted link
diagram とする. The multivariable polynomial XD ∈ Z[A±4,M ]A2µ(L)

この定理の例を示す. D1, D2 を Fig. 10 に示す twisted link diagram とする. ここで D1 が twisted
pseudo odd Alexander numbering を持ち, D2 が twisted pseudo even Alexander numbering を持つ.
また Lを D を持つ virtual link とする. このとき multivariable polynomial XD1 = −A4(A4+1)(A10−
A6 −A4 +A2 + 1), XD2 = −A−10(A4 + 1){(A8 − 3A4 + 1)A4 − (A16 − 2A8 + 1)M2} となり µ(L) = 1
であるので, 定理を満たしている.

2.2 application

L を twisted link とし, D を Fig. 11 に示す L の twisted link diagram とする. このとき multivariable
polynomial XD = −A−12(A4 + 1)(A6 + A4d1 − (A4 + 1)M2 + A4) となるので, L は twisted pseudo
Alexander numbering を持つ twisted link diagram を持たない.

D

Fig. 11: twisted pseudo Alexander numbering を持たない twisted link diagram

また, twisted link diagram D の twisted pseudo Alexander numbering に関して以下の proposition
を発見した.

Proposition 2.3. D を twisted link diagram とし, D̃ を D の double covering diagram とする. この
とき D が twisted pseudo Alexander numbering を持つならば, D̃ は almost classical である.

twisted link diagram Dの double covering diagram D̃ [9]について定義する. b1, b2, · · · , bk を twisted
link diagram D の bar とする．D を y 軸の左側に置き, D の任意の 2つの bar において, bar を通る
x 軸に平行な直線が同じにならないようにする．Fig. 12 のように D の y 軸対称の diagram の real
crossing の符号をすべて入れ替えて得られた diagram を s(D) とする.
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D s(D)

Fig. 12: D と s(D)

D と s(D) の各 bar における近傍を Fig. 13 のように変形する. このようにして得られた diagram
D̃ を D の double covering diagram という．double covering diagramの例を Fig. 14 に示す.

⇒

D s(D) D̃

Fig. 13: double covering diagram

⇒

D s(D) D̃

Fig. 14: double covering diagram の例

ここで, Fig. 14 の twisted link diagram D は Fig. 15 に示すように twisted pseudo Alexander
numbering を持つ. このとき, D の double covering diagram D̃ は Fig. 15 に示すように almost
classical である.
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⇒

D s(D) D̃

Fig. 15: D と D̃ の numbering
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コード図の数え上げと doodle不変量によるMilnorの 3重絡み数の
表示

平田遼介（信州大学）*

概要
[3]から，次数 2の結び目不変量はガウス図式の数え上げの項と Arnold不変量の項の和で表すことが出来ること
が分かる．本稿では，同じく次数 2の不変量であるMilnorの 3重絡み数をあるコード図の数え上げと doodle不変
量を用いて表す．また本稿では，講演スライドで紹介したコード図の作り方を簡略化しており，例に挙げる絡み目
も変更している．

1 Doodle不変量
この章では doodleを定義した後，3成分 doodleの不変量を定義する．

定義 1.1. [cf.[2], [5]] Doodleとは，平面上の有限個の閉曲線の和集合であって，高々 2重点しか持たず，各 2重点が横
断的になっているものである．n個の閉曲線の和集合である doodleのことを n成分 doodleといい，D = (C1, . . . ,Cn)

と書く．また，doodle Dを構成している各 Ci のことを，doodleの成分という．

本稿では，断りがない限り doodleと書いたら 3成分 doodleを表しているものとする．

例 1.2. 図 1において，doodleの例とそうではない例を示す．図 1の (c)では，横断的ではない 2重点を持っている
点，(d)では 3重点を持っている点から，それぞれ doodleではない例となっている．

Doodleの例

Doodleではない例

(a) (b)

(c) (d)
図 1 Doodleと doodleではない例

定義 1.3. [cf.[2], [5]] 2つの doodle Dと D′ が isotopicであるとは，全同位な変形と Reidemeister変形の Iと IIと III

の一部だけで移り合うときにいう．

* mail:23ss108k@gmail.com

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

54



注意 1.4. 定義 1.3において，許可されている Reidemeister変形と禁止されている Reidemeister変形は次の図 2と 3

に示す通りである．これらの図では，同じ色で描かれた曲線は同じ成分の一部を表しており，変形前後で向きを保っ

RII

RI

RII

RIII

RIII

図 2 許可されている変形

図 3 禁止されている変形

ているものとする．

3成分 doodleの不変量を定義する．Doodle D = (C1,C2,C3)の C2 と C3 の交点 pの符号 δ(p; C2,C3)を図 4のよう
に定義する．そして，単純閉曲線 C1 の内部にある C2 と C3 の交点 pの符号 ϵ(p; C1,C2,C3)を図 5のように定義す

δ(p; C2,C3) = +1

C2 C3
p

δ(p; C2,C3) = −1

C3 C2
p

図 4 符号 δ(p; C2,C3)の絵

る．符号 ϵ(p; C1,C2,C3)は，C1 に反時計回りの向きがついていれば δ(p; C2,C3)と一致し，C1 に時計回りの向きが

ϵ(p; C1,C2,C3) = δ(p; C2,C3)

C2 C3
p

C1

ϵ(p; C1,C2,C3) = −δ(p; C2,C3)

C2 C3
p

C1

図 5 符号 ϵ(p; C1,C2,C3)の絵

ついていれば δ(p; C2,C3)の −1倍となるものである．

定義 1.5 (cf. [2]). 各成分が自己交差を持たない doodle D = (C1,C2,C3)を考える．このとき，C1 の内部にあるすべて
の C2 と C3 の交点を考え，µ(C1,C2,C3)を次で定義する:

µ(C1,C2,C3) :=
∑

p

ϵ(p; C1,C2,C3). (1.1)

例 1.6. 図 6にて，µ(C1,C2,C3)の計算例を示す．

定義 1.5で定義した µ不変量を自己交差を持つ doodleに拡張する．Doodle D = (C1,C2,C3)の成分 C1 に着目し，
C1 の全ての自己交差に対して smoothingという自己交差を繋ぎ変える操作を行うことを考える（図 7を参照）．
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µ(C1,C2,C3) = +1

C1

C2

C3

ϵ(q; C1,C2,C3) = −1

C1

C2

C3

p

ϵ(p; C1,C2,C3) = +1
µ(C1,C2,C3) = −1

q

図 6 µ(C1,C2,C3)の計算例

smoothing smoothing

C1 C1,1

C1,2

図 7 Smoothingの例

定義 1.7. Doodle D = (C1,C2,C3)を考え，C1 の全ての自己交差に smoothingを行うことで得られた単純閉曲線の和
集合を (C1,1, . . . ,C1,a)とする．このとき，µ(C1,C2,C3)を次で定義する:

µ(C1,C2,C3) :=
a∑

i=1

∑
p

ϵ(p; C1,i,C2,C3). (1.2)

この µ不変量は次の性質を満たす．

命題 1.8. (1) µ(C1,C2,C3)の値は整数である．
(2) － Ci と書いたら Ci と向きだけが入れ替わっているものを表しているとする．このとき，次の式が成り立つ:

µ((−1)s1C1, (−1)s2C2, (−1)s3C3) = (−1)sµ(C1,C2,C3) (s1, s2, s3 ∈ {0, 1}, s = s1 + s2 + s3). (1.3)

(3) S3 を 3次対称群とする．このとき，次の式が成り立つ:

µ(Cσ(1),Cσ(2),Cσ(3)) = sgn(σ)µ(C1,C2,C3) (σ ∈ S3). (1.4)

(4) µ不変量は，定義 1.3に関しての不変量となっている．

2 コード図の作り方
まずは doodleから絡み目を作ることを考える．Doodle D = (C1,C2,C3)から絡み目 L(D)を次のように作る．

• C1 と C2 の交点では C1 の方が上になるように上下をつける．
• C2 と C3 の交点では C2 の方が上になるように上下をつける．
• C3 と C1 の交点では C3 の方が上になるように上下をつける．
• 各成分の自己交点には適切な上下をつける．

例 2.1. 図 8にて，doodleから絡み目を作る例を示す．図 8の D′ の自己交差には左上から右下へ向かう方を上にする
ような上下をつけて L(D′)を作ったが，上下を逆にしても問題はない．

Doodleから出来る絡み目には次のことが成り立つ．

命題 2.2 (cf. [2]). (1) L(D)の各成分が自明になるように上下を付けられる．
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D′ L(D′)

C1

C2

C3

L1

L2

L3

D L(D)

図 8 Doodleから絡み目を作る例

(2) L(D)のどの 2つの成分の絡み数を考えても 0になる．

ここからは，今回の主結果に必要なコード図を作っていく．

定義 2.3. S 1 上のコード図であって，次のような頂点を許すコード図のことを一般化されたコード図という．

• 他の頂点とコードで結ばれていない頂点．
• 2つ以上の頂点とコードで結ばれている頂点．

例 2.4. 図 9にて，頂点集合 V = {a, b, c, d}を持つ一般化されたコード図の例を示す．頂点 aは 2つ以上の頂点とコー
ドで結ばれている頂点であり，頂点 dは他の頂点とコードで結ばれていない頂点になっている．

a

b

c

d

図 9 一般化されたコード図の例

図 10 の 3 成分絡み目 L = (L1, L2, L3) を基にコード図を作ることを考える．L から得られる doodle を DL =

L1

L3L2

L

r+1

r+3

r−2

r−4q+4

q+2

p−4p+1

p−2 p+3

q+1q+3

図 10

C1

C3C2

DL

r1

r3

r2

r4q4

q2

p4p1

p2 p3

q1q3

図 11

L′1

L′3L′2

L(DL)

r1

r3

r2

r4q4

q2

p4p1

p2 p3

q1q3

図 12

(C1,C2,C3)とし，DL から出来る絡み目を L(DL) = (L′1, L
′
2, L

′
3)とする（それぞれ図 11と 12を参照）．各交点には次
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の図 13のような符号 γ(p; L1, Lk)がついていると仮定する（図 10の各交点には既にこの符号を右上につけている）．
Va(L1)を絡み目 Lにおいて L1 と他の成分との交点のうち，L1 の方が上にある交点を集めた集合とする．絡み目 Lと

γ(p; Lk, Ll) = −1
Lk Ll Ll Lk

p p

γ(p; Lk, Ll) = +1

図 13 符号 γ(p; L1, Lk)の絵

L(DL)を比較したときに，成分 Li と L j の交点の上下が入れ替わっている交点を集めた集合を Vc(Li, L j)とし，上下が
入れ替わっていない交点を集めた集合を Vnc(Li, L j)とする（図 14を参照）．L(DL)の作り方から，Va(L1)は次のよう

L(DL)
L1 L2

q2C1 C2
q2

DLL
L1 L2

q+2

L1L3
r−2 C1C3

r L1L3
r

r−2 ∈ Vc(L1, L3)

q+2 ∈ Vnc(L1, L2)

図 14 図 10の Lにおける Vc(L1, L3)と Vnc(L1, L2)の例

に書くことが出来る:

Va(L1) = {q+2 , r−2 , q+4 , r−4 } = {r−2 , r−4 } ⊔ {q+2 , q+4 } = Vc(L1, L3) ⊔ Vnc(L1, L2). (2.1)

ここで，2 点 bc3 と bnc2 を L1 上に取る．ただし，bc3 を始点，bnc2 を終点とするような L1 の一部を切り取ったとき
に，その上に Va(L1)の元が存在していないような位置に 2点を取ることにする（図 15を参照）．Va(L1)の元と 2点

L1

L3L2

L

r+1

r+3

r−2

r−4q+4

q+2

p−4p+1

p−2 p+3

q+1q+3

L1

L3L2

L

r+1

r+3

r−2

r−4q+4

q+2

p−4p+1

p−2 p+3

q+1q+3

bnc2

bc3 bc3

bnc2

図 15

bc3 と bnc2 を頂点とするような一般化されたコード図 GL1 を次の手順で作っていく．

1. L1 上の Va(L1)の元と 2点 bc3 と bnc2 の位置に対応するように，S 1 上に各点を取る（図 16を参照）．ここで S 1

とは GL1 の外側の円周のことを表しており，L1 に対応する向きがついているとする．
2. Vc(L1, L3)の元と bc3 を交点を持たないようにコードで結ぶ．このとき，符号 γ(p; L1, L3)が +1の元は bc3 が終
点に，−1の元は bc3 が始点となるようにコードに向きをつける（図 17を参照）．これらのコードを集めた集合
を T1,3 とする．

3. 同様に，Vnc(L1, L2)の元と bnc2 をお互いに交点を持たないようにコードで結び，向きをつける（図 18を参照）．
このとき結んだコードを集めた集合を T1,2 とする．
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bnc2 bc3

r−4

q+2r−2

q+4

S 1

L1

L3L2

L

r+1

r+3

r−2

r−4q+4

q+2

p−4p+1

p−2 p+3

q+1q+3

bnc2

bc3

図 16

S 1

bnc2 bc3

r−4

q+2r−2

q+4

S 1

bnc2 bc3

r−4

q+2r−2

q+4

T1,3

図 17

GL1

bnc2 bc3

r−4

q+2r−2

q+4

s1s2 s3

T1,2

図 18

同じ様にコード図 GL2 と GL3 を作る．

定義 2.5. コード図 GLk において，Tk, j と Tk,i の全ての交点を符号 ϵ(p; S k,Tk, j,Tk,i)で足し合わせたものを
⟨

j i ,GLk

⟩
と書く．

3 主結果
定理 3.1. 向き付けられた 3成分絡み目 L = L1 ∪ L2 ∪ L3 を考え，Lから得られた doodleを DL = (C1,C2,C3)とする．
また，A3 を 3次交代群とする．このとき，Milnorの 3重絡み数は次のように書くことが出来る:

µ̄L(123) ≡ −µ(C1,C2,C3) −
∑

(i, j,k)∈A3

⟨
j i ,GLk

⟩
mod ∆L(123). (3.1)

例 3.2. 図 10 の絡み目 L の 3 重絡み目 µ̄L(123) を計算する．絡み目 L の絡み数はそれぞれ Link(L1, L2) =

2,Link(L2, L3) = 2,Link(L3, L1) = −2 であるので，∆L(123) = 2 である．また，doodle DL の µ 不変量を計算す
ると µ(C1,C2,C3) = +2であることが分かる（図 11を参照）．次に GL1 を基に

⟨
3 2 ,GL1

⟩を計算すると −3になるこ
とが分かる（図 18を参照）．同様に GL2 と GL3 を構成して，それぞれの交点の符号和を計算すると

⟨
1 3 ,GL2

⟩
= −1

となり，⟨2 1 ,GL3

⟩
= −1となることが分かる（図 19と 20を参照）．以上のことから，絡み目 Lの 3重絡み数を計算

すると次のようになる:
µ̄L(123) ≡ −2 − (−3 − 1 − 1) ≡ 1 mod 2. (3.2)

定理 3.1は次の定理を基に証明する．

定理 3.3 (cf. [4, Theorem(1)]). 絡み目 L = (L1, L2, L3)の各成分を境界とするザイフェルト曲面を Fi (i = 1, 2, 3)とし，
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GL2

bnc3 bc1

r+3

p+3r+1

p+1

t

ϵ(t; S 1,T1,1,T1,3) = −1

図 19

GL3

bnc1 bc1

p−2

q+1p−4

q+3

u

ϵ(u; S 1,T1,2,T1,1) = −1

図 20

F = F1 ∪ F2 ∪ F3 とする．任意のザイフェルト曲面 F に対して,次が成り立つ:

µ̄L(123) ≡ m123(F) − t123(F) mod ∆L(123). (3.3)

この定理で出てくる t123(F)はザイフェルト曲面 Fの 3重点の符号和を表しており，m123(F)は Liと Int (F j), Int (Fk)

の交点が定める語の追い越し数の和を表している（詳細は [4]を参照）．

定理 3.3の証明方針. 最初にコード図 GLi (i = 1, 2, 3)を基にして，次の手順で L1 を境界とする曲面を貼る．

1. ザイフェルトアルゴリズムによって L1 を境界とするザイフェルト曲面を貼る（図 21と 22を参照）．このよう

L1 L1

D1

図 21
L1 L1

D1

図 22

にして貼った曲面を D1 と置く．
2. ここでは図 23のように stretchという曲面を引き伸ばす操作をすることで D1を変形することを考える．Va(L2)

stretch
L2 L2

L1 L1

図 23

の元のうち L1 と L2 の交点になっている元を考える．この元に対応する D1 と L2 の交点の付近の曲面を，bc1

に向けて L2 の向きに沿って stretchする．ただし，太さと stretchする先を調整することで曲面同士が交点を持
たないようにする．

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

60



3. 同様に Va(L3)の元のうち L1 と L3 の交点になっている元を考える．この元に対応する D1 と L3 の交点の付近
の曲面を，bnc1 に向けて L3 の向きとは反対向きに stretchする．このときも太さと stretchする先を調整するこ
とで曲面同士が交点を持たないようにする．

以上の操作によって出来たザイフェルト曲面を Σ1 とおく．同様の手順で Σ2 と Σ3 を構成する．このとき，m123(Σ1 ∪
Σ2 ∪ Σ3) ≡ 0 mod ∆L(123)となる．また，ザイフェルト曲面 Σ1 ∪ Σ2 ∪ Σ3 に現れる 3重点は次の 2つに分けることが
出来る．

(1) 変形する前のザイフェルト曲面 D1 ∪ D2 ∪ D3 に現れる 3重点．
(2) 変形する前のザイフェルト曲面 D1 ∪ D2 ∪ D3 には現れない 3重点．

この後は (1)の 3重点の符号和が µ(C1,C2,C3)に対応していることを証明する（図 24を参照）．その後，(2)の 3重

L1

L(D)

D

p

D1

L2

D2

L3

D1 ∪ D2 ∪ D3

D3

C3

C1

C2

D1 の曲面の上部の部分を切り取る

ϵ(p; C1,C2,C3) = +1

pと qが対応する

q

曲面を貼る

対応する doodleを考える

3重点 qの符号は +1

1

32

q

q

図 24

点の符号和が ∑(i, j,k)∈A3

⟨
j i ,GLk

⟩に一致することを示すことで定理 3.1を証明できる（図 25を参照）． □
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曲面の付近の様子

1

3

1

3

2

3重点が存在するかしないか

2

存在しない

存在しない

存在する

L1

bnc2

bc3

L3

L2

GL1 L

S 1
bnc2

bc3

T1,2

T1,3

図 25
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3重以上の交点を持つ図式に対する 3重絡み数の
Polyak-Viro型公式

奥原 悠朔 ∗（信州大学大学院総合理工学研究科）

概要
R.Brooksと R.Komendarczykによる 2024年の論文で,次数 2の有限型不変量である Conway多項式の

2次の係数について，3重以上の交点を許容するような図式に対する Polyak-Viro型公式が与えられた．本
講演では次数 2 の有限型不変量である Milnor の 3 重絡み数について，R.Koytcheff と I.VoliĆ による積分
表示から読み替えて，3重以上の交点を許容するような図式に対する Polyak-Viro型の公式を与える．

1 はじめに
次数 2の有限型不変量である Casson knot invariant c2 について，以下の定理が証明されている．

定理 1 ([1, Theorem A]). Long knot K の図式 DK が横断的 2重点のみを持つとき，次の等式が成り立つ：

c2(DK) = ⟨ , GDK
⟩.

ここで右辺は DK の Gauss diagram内の subdiagramを符号付きで数え上げた値とし，以下も同様とする．

定理 2 ([1, Theorem B]). Long knot K の図式DK が横断的な 3重以上の交点を持つとき次の式が成り立つ：

c2(DK) = ⟨ , GDK
⟩+ 1

2
(⟨ , GDK

⟩+ ⟨ , GDK
⟩+ ⟨ , GDK

⟩).

同じく次数 2の有限型不変量であるMilnor triple linking number[2]について類似の定理の成立を示した．

定理 A. Long link Lの図式 DL が横断的な 2重点のみを持つとき，次の等式が成り立つ：

µ123(DL) = ⟨ , GDL
⟩ − ⟨ , GDL

⟩+ ⟨ , GDL
+⟩.

定理 B. Long link Lの図式 DL が横断的な 3重以上の交点を持つとき，次の等式が成り立つ：

µ123(DL) =⟨ , GDL
⟩ − ⟨ , GDL

⟩+ ⟨ , GDL
⟩

+
1

2
(⟨ , GDL

⟩ − ⟨ , GDL
⟩+ ⟨ , GDL

⟩).

2 Long link と図式
この節の始めに，考察の対象となる long link[1, 3]を定義する．

∗ e-mail: 23ss103j@gmail.com
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定義 1. 3成分の long linkとは滑らかな埋め込み L = (L1, L2, L3) : R ⊔ R ⊔ R → R3 で，第 i成分は t ≥ 1

のとき f+i (t) = (t, (2 − i)t, 0) に，t ≤ −1 のとき f−i (t) = (t, (i − 2)t, 0) に一致し，−1 ≤ t ≤ 1 のとき
Li(t) ∈ I3 を満たす (I3 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | |xk| ≤ 1(k = 1, 2, 3)}) ものをいう．

つまり 3 成分の long link とは，原点を中心とする立方体の内部で絡まり合い，立方体の外側で半直
線であるような 3 本の曲線である．誤解の恐れが無い限り L の像を long link と呼ぶこともある．以降
L = {3成分の long link}とする．次に定義する long linkの図式の方が紙面上では扱いやすい．

定義 2. L ∈ Lの図式 DL とは，N = (0, 0, 1) ∈ R3 に垂直な平面への射影の像で，交点において上下の情報
をもつようなものをいう．

Long linkの図式が 3重以上の点を持つ場合に上下関係を視認しにくいので色により表現する．例えば次の
図のように，3重点は手前側の成分から青，黒，赤の順番で表す．以降図式の交点 pの符号を sgn(p)と書く．

L2

L1

L3

図 1 2重点のみをもつ long linkの図式の例

L2

L1

L3

図 2 3重点ももつ long linkの図式の例

3 Arrow diagramと Gauss diagram

この節では，arrow diagramと Gauss diagramを定義する [3]．

定義 3. 3-strand arrow diagramとは，直線 Rの 3本のコピー (strand)と，その上の相異なる点をつなぐ向き
づけられた chordからなるグラフのことをいう．

図 3 端点を共有してない arrow diagram 図 4 端点を共有する arrow diagram

定義 4. 3-strand Gauss diagramとは，chordに符号を与えられた 3-strand arrow diagramのことをいう．

以上の定義の下で long link の図式に Gauss diagram を対応づけられる．Long link の第 i 成分を i 番目の
strandに向きを保って対応させ，図式の交点を成す 2点が対応する strandの間に chordを張り，交点の下側
の点に対応した strand上の点から上側の点に対応した strand上の点に向かうように chordの向きを定め，交
点の符号を chordの符号とすればよい．図式 DL に対応する Gauss diagramを GDL

と書く．
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L2

L1

L3

図 5 Long link L′ の図式 DL′ 1 2 3

図 6 DL′ の Gauss Diagram GDL′

Gauss diagram GDL
の chord全体から成る集合を C(GDL

)と表し，2つの元の（順序を考えない）組 {α, β}
の集合を C2(GDL

)と表す．αの端点が i-th strandと j-th strand上にあることを αを αij と書いたりする．

4 配置空間積分
後に定理の証明で用いる Milnor triple linking number の配置空間積分による表示について述べる．詳しい
ことは [4, 5]を参照されたい．始めに ηεN を定義する．

定義 5. ηεN をN を中心とした半径 εの円盤上で台をもち，∫
S2 η

ε
N = 1を満たす S2 ⊂ R3 上の 2-形式とする．

ここで以下の図で表した arrow diagramを X1, X2, X3 として，配置空間 FX1
, FX2

, FX3
を定義する．

図 7 X1 図 8 X2 図 9 X3

定義 6.

FX1
= {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 < x2} (1)

FX2 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x2 < x3} (2)

FX3
= {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x3 < x4} (3)

つまり FXk
は Xk の chordの端点に付随して定義される配置空間である．気持ちとしては上から順に元を，

第 1成分上の相異なる 2点，第 2成分上の 1点，第 3成分上の 1点からなる 4点の配置とみなす，
第 2成分上の相異なる 2点，第 1成分上の 1点，第 3成分上の 1点からなる 4点の配置とみなす，
第 3成分上の相異なる 2点，第 1成分上の 1点，第 2成分上の 1点からなる 4点の配置とみなす，

定義 7. L = (L1, L2, L3) ∈ Lに対し写像 h13 : FX1
→ S2 を h13(x1, x2, x3, x4) =

L2(x3)−L1(x1)
|L2(x3)−L1(x1)| と定める．

L2

L1

L2(x3)

L1(x1)

h13

図 10 h13 のイメージ
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つまり hij は Xk の chordに付随して定義される写像である．言葉で説明すれば h13 は FX1 の元を点 L1(x1)

から点 L2(x3)へ向かう単位ベクトルに対応づけている．以下同様に定義する:

h42 : FX1
→ S2; FX1

の元を点 L3(x4)から点 L1(x2)へ向かう単位ベクトルに対応づける．
h12 : FX2

→ S2; FX2
の元を点 L1(x1)から点 L2(x2)へ向かう単位ベクトルに対応づける．

h43 : FX2 → S2; FX2 の元を点 L3(x4)から点 L2(x3)へ向かう単位ベクトルに対応づける．
h13 : FX3

→ S2; FX3
の元を点 L1(x1)から点 L3(x3)へ向かう単位ベクトルに対応づける．

h42 : FX3
→ S2; FX3

の元を点 L3(x4)から点 L2(x2)へ向かう単位ベクトルに対応づける．

実際は FXk
や hij が Lの取り方に依存するので，FXk,L とか hLij のように書くべきだが，煩わしさを回避す

るために Lを省略する．h13 が FX1 , FX3 上の写像を表しているが，文脈から読み取れるので混乱の恐れは無
いだろう．配置空間積分について述べる前に次の定理に言及しておく．詳しいことは [6]を参照されたい．

定理 3 ([6]). FXk
について，各 hij を FXk

上に滑らかに拡張可能な角付き多様体 FXk
が存在する．FXk

を
FXk

の Axelrod-Singer compactificationと呼ぶ．

それでは配置空間積分 IXk
を定義しよう．

定義 8. L ∈ Lに対し，IXk
= IXk

(L)を次のように定義する：

IX1
=

∫
FX1

h∗13η
ε
N ∧ h∗42ηεN , IX2

=

∫
FX2

h∗12η
ε
N ∧ h∗43ηεN , IX3

=

∫
FX3

h∗13η
ε
N ∧ h∗42ηεN

これらも IXk,L などと書くべきところの L ∈ Lを省略する．続いて以下の図で表したグラフを Y とする．

1 2 3

図 11 Y

定義 9.
FY = {(x1, x2, x3;x4) ∈ R3 × R3 | Li(xi) ̸= x4, i ̸= 1, 2, 3}.

つまり FY は Y の頂点に付随して定義される配置空間であり，集合の元は与えられた linkの各成分上に 1

点ずつ，linkの外側の空間に 1点を配置したものとみなす．FY の Axelrod-Singer compactification について
は定理 3と同様のことが成り立つ．

定義 10. L = (L1, L2, L3) ∈ Lに対して，h14, h42, h34 : FY → S2 を次のように定義する：

h14(x1, x2, x3;x4) =
x4 − L1(x1)

|x4 − L1(x1)|
, h42(x1, x2, x3;x4) =

L2(x2)− x4
|L1(x1)− x4|

, h34(x1, x2, x3;x4) =
x4 − L3(x3)

|x4 − L1(x1)|
.

つまり hij は Y の辺に付随して定義される写像である．
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L2

L1

L3

L1(x1)

L3(x3)

h14

h42

h34

L2(x2)

x4

図 12 h14, h42, h34 のイメージ

それでは配置空間積分 IY を定義しよう．

定義 11. FY を FY の Axelrod-Singer’s compactificationとし，次で定義する：

IY =

∫
FY

h∗14η
ε
N ∧ h∗42ηεN ∧ h∗34ηεN .

以上の定義の下で次の定理が成り立つ．

定理 4 ([4, 5]). L ∈ Lに対し µ123(L)を LのMilnor triple linking numberとするとき，次の等式が成り立つ：
µ123(L) = IX1

− IX2
+ IX3

− IY .

5 定理 A

定理 Aを証明する上で用いる記号を定義する．L ∈ Lに対して，{α12, α13} ∈ C2(GDL
)のうち次の図を成

すようなものだけを集めた集合を C2
X1

(GDL
)とする．同様にして chordの位置関係を以下の図の様に替える

ことで {α12, α23}の集合 C2
X2

(GDL
)と {α13, α23}の集合 C2

X3
(GDL

)を定義する．

図 13 {α12, α13}の位置関係 図 14 {α12, α23}の位置関係 図 15 {α13, α23}の位置関係

C2
X1

(GDL
)に含まれる組に対して chordの符号の積を取り，全て足し合わせた値を以下の様に表す：

⟨ , GDL
⟩ =

∑
{α12,α13}∈C2

X1
(GDL

)

sgn(α12)sgn(α13),

記号 ⟨ , GDL
⟩，⟨ , GDL

⟩ については，⟨ , GDL
⟩ の {α12, α13}, C2

X1
の部分をそれぞれ

{α12, α23}, C2
X2
あるいは {α13, α23}, C2

X3
に差し替えて同様に定義する．

Proof of Theorem A. DL に対し，L2 が上にあるような L1 と L2 の 2重点を p1, ..., pm とする．ただし pi は
L1(si)と L2(ti)に対応するものとする．L1 が上にあるような L1 と L3 の 2重点を q1, ..., qn とする．ただし
qj は L1(uj)と L3(vj)に対応するものとする．このとき，εの取り方に依存した si の近傍 J1

i，uj の近傍 J2
j，

ti の近傍 J3
i，vj の近傍 J4

j が存在して次の等式が成立する：

supp(h∗13η
ε
N ∧ h∗42ηεN ) =

∪
1≤i≤n
1≤j≤m

J1
i × J2

j × J3
i × J4

j .

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

68



したがって，εが十分に小さいとき次の等式が成立する：

IX1 =

∫
supph∗

13η
ε
N∧h∗

42η
ε
N

h∗13η
ε
N ∧ h∗42ηεN =

∑
1≤i≤n
1≤j≤m

∫
J1
i ×J2

j ×J3
i ×J4

j

h∗13η
ε
N ∧ h∗42ηεN . (4)

式（4）の第 3辺を計算するために Hopf link L = (L1, L2)を考え，h : S1 × S1 → S2 を

h(x1, x2) =
L2(x2)− L1(x1)

|L2(x2)− L1(x1)|

で定義する．ηεN は H2
DR(S

2)の生成元を与えることに注意すれば次の等式が成り立つ：∫
S1×S1

h∗ηεN = link(L1, L2). (5)

一方 Lの 2つの交点のうち L2 が上にあるほうを pとし，pが L1(s)と L2(t)に対応するものだとすれば sと
tの（小さい）開近傍 U, V が存在して supp(h∗ηεN ) ⊂ U × V となる．したがって次の等式が成立する：∫

S1×S1

h∗ηεN =

∫
U×V

h∗ηεN . (6)

式（6）の右辺が ∫
J1×J3 h

∗
13η

ε
N や

∫
J2×J4 h

∗
42η

ε
N に他ならない．(5)と (6)により，求める値は link(L1, L2)

にほかならず，それが sgn(p)に等しいことが容易に確かめられる．したがって次の等式が成り立つ：

IX1
=

∑
1≤i≤n
1≤j≤m

(

∫
J1×J3

h∗13η
ε
N )(

∫
J2×J4

h∗42η
ε
N ) =

∑
1≤i≤n
1≤j≤m

sgn(pi)sgn(pj) =
∑

{α12,α13}∈C2
X1

sgn(α12)sgn(α13).

(7)

式（7）の最後の辺は ⟨ , GDL
⟩ の定義式に他ならない．つまり ε → 0 としたとき IX1

は
⟨ , GDL

⟩に収束する．同様にして以下の等式の成立が確認できる：

lim
ε→0

IX2
= ⟨ , GDL

⟩, lim
ε→0

IX3
= ⟨ , GDL

⟩.

FY の定義から，(x1, x2, x3;x4) ∈ FY について，(x1, x2, x3;x4) ∈ supp(h∗14η
ε
N ∧ h∗42ηεN ∧ h∗34ηεN )となる

ような x4 の範囲は次の図のようになる．

図 16 x4 が存在しうる範囲

DL が横断的な 2重点しかもたないことから，εが十分小さいとき FY 上で

supp(h∗14η
ε
N ∧ h∗42ηεN ∧ h∗34ηεN ) = ∅
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が成り立つので，ε→ 0とすれば IY は 0に収束する.以上のことから，次の等式が成り立つ：

lim
ε→0

(IX1
− IX2

+ IX3
− IY ) = ⟨ , GDL

⟩ − ⟨ , GDL
⟩+ ⟨ , GDL

⟩.

6 定理 B

図式が 3重以上の交点を持つような L′ ∈ Lを考える．C2
X1

(GDL
)と同様に，{α12, α13} ∈ C2(GDL′ )のう

ち次の図を成すようなものだけを集めた集合を C2
X′

1
(GDL′ )とする．同様にして chordの位置関係を以下の図

の様に替えることで {α12, α23}の集合 C2
X2

′(GDL′ )と {α13, α23}の集合 C2
X3

′(GDL′ )を定義する．

図 17 {α12, α13}の位置関係 図 18 {α12, α23}の位置関係 図 19 {α13, α23}の位置関係

さらに定理 Aのときと同様にして組を成す chordの符号の積を全て足し合わせて以下の様に表す：

⟨ , GDL′ ⟩ =
∑

{α12,α13}∈C2
X′

1
(GD

L′ )

sgn(α12)sgn(α13),

記号 ⟨ , GDL′ ⟩，⟨ , GDL′ ⟩については，⟨ , GDL′ ⟩の {α12, α13}, C2
X′

1
の部分をそれぞれ

{α12, α23}, C2
X′

2
あるいは {α13, α23}, C2

X′
3
に差し替えて同様に定義する．

Proof of Theorem B. L′ ∈ L は図式が 3 重以上の交点を持つとし，3 重以上の交点の近傍を少し isotopy で
動かして図式が横断的な 2 重点だけを持つようにした link を L とおく．L′, L の取り方により自然な全単射
F : C(GDL

)→ C(GDL′ )が得られる．例えば以下の図で同じ番号を添えられた chordが対応する．

1 2 3

1

4

2 3

5
6

図 20 L′ の図式 DL′

1 2 3

1

4

2

3

5

6

図 21 DL′ の Gauss Diagram GDL′

また，写像 fXm
: C2(GDL

)→ {0, 1,−1}(m = 1, 2, 3)を次のように定める：

fXm({αij , αkl}) =

{
sgn(αij)sgn(αkl), {αij , αkl} ∈ C2

Xm
(GDL

)

0, その他．

すると各記号の定義から，以下の等式が成り立つ：

⟨ , GDL
⟩ =

∑
{αij ,αkl}∈C2(GDL

)

fX1
({αij , αkl}). (8)
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⟨ , GDL
⟩ =

∑
{αij ,αkl}∈C2(GDL

)

fX2({αij , αkl}). (9)

⟨ , GDL
⟩ =

∑
{αij ,αkl}∈C2(GDL

)

fX3({αij , αkl}). (10)

今後は βij = F (αij) ∈ C(GDL′ )とする．C2(GDL
)は以下の 3つの交わらない集合に分けられる：

C2
s (GDL

) = {{αij , αkl} ∈ C2(GDL
) | βijとβklが X1, X2, X3のいずれかの形を成す },

C2
c (GDL

) = {{αij , αkl} ∈ C2(GDL
) | βijとβklが X ′

1, X
′
2, X

′
3のいずれかの形を成す },

C2
o (GDL

) = {{αij , αkl} ∈ C2(GDL
) | 他の場合 }.

{αij , αkl} ∈ C2
o (GDL

)であるとき fXm
({αij , αkl}) = 0となるので，（8），（9），（10）を書き換えると；∑

{αij ,αkl}∈C2(GDL
)

fXm
({αij , αkl}) =

∑
{βij ,βkl}∈C2

s (GD
L′ )

fXm
({αij , αkl})

+
∑

{βij ,βkl}∈C2
c (GD

L′ )

fXm({αij , αkl}). (11)

となる．特に C2
s (GDL

)の定義から次の等式が成り立つ：∑
{βij ,βkl}∈C2

s (GDL
)

fX1
({αij , αkl}) = ⟨ , GDL′ ⟩, (12)

∑
{βij ,βkl}∈C2

s (GDL
)

fX2
({αij , αkl}) = ⟨ , GDL′ ⟩, (13)

∑
{βij ,βkl}∈C2

s (GDL
)

fX3
({αij , αkl}) = ⟨ , GDL′ ⟩. (14)

等式（8）から（14）により，次の書き換えができる：
⟨ , GDL′ ⟩ − ⟨ , GDL′ ⟩+ ⟨ , GDL′ ⟩
= ⟨ , GDL

⟩ − ⟨ , GDL
⟩+ ⟨ , GDL

⟩

+
∑

{αij ,αkl}∈C2
c (GDL

)

(fX1
({α12, α13}) + fX2

({α12, α23}) + fX3
({α13, α23})).

(15)

等式（15）の第 2 項を考察する．（順序を考えない）組 {α12, α23, α13} は {β12, β23, β13} =

{F (α12), F (α23), F (α13)}が以下の chord diagram Ym(m = 1, 2, 3, 4, 5, 6)を成すか否かで分かれる．

1 2 3

図 22 Y1

1 2 3

図 23 Y2

1 2 3

図 24 Y3

1 2 3

図 25 Y4

1 2 3

図 26 Y5

1 2 3

図 27 Y6
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3つ組 {{α12, α23}, {α23, α13}, {α12, α13}}と 3つ組 {β12, β23, β13}が 1対 1に対応するので，

C3
Y (GDL

) = {{α12, α23, α13} | β12, β23, β13が図 22から図 27のいずれかの形を成す }

とすれば次の等式が成立する：∑
{αij ,αkl}∈C2

c (GDL
)

(fX1
({α12, α13}) + fX2

({α12, α23}) + fX3
({α13, α23}))

=
∑

{α12,α23,α13}∈C3
Y (GDL

)

(fX1({α12, α13}) + fX2({α12, α23}) + fX3({α13, α23})).
(16)

以下の形が出現するような気もするが，linkに対応した arrow diagramには現れないことに注意しておく．

1 2 3

図 28 Y7

1 2 3

図 29 Y8

g(Y ) = fX1
({α12, α13}) + fX2

({α12, α13}) + fX3
({α12, α13}), Y = Y1, ..., Y6 とする．さらに，a, b, cを有

理数とし，以下の連立方程式を解く：

g(Y ) = a⟨ , GDL′ ⟩+ b⟨ , GDL′ ⟩+ c⟨ , GDL′ ⟩. (17)

各 Ym について検証するがここでは Y2 のみ扱う．GDL′ において次の図の様な形を発見したとする．

1 2 3

図 30 3本の chordの位置関係

3

2

1

図 31 対応する 3重点

このとき GDL
において対応する chord がなす形は以下の 2 種類が考えられる．しかしいずれの場合でも,

等式（17）の左辺は同じ値 g(Y ) = 0が得られる．

1 2 3

+

− +

図 32 3本の chordの位置関係

3

2

1

図 33 対応する 2重点
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1 2 3

+

− +

図 34 3本の chordの位置関係

3

2

1

図 35 対応する 2重点

式（17）の右辺を各校について計算してみるよう．まず以下の結果が得られる：

⟨ , GDL
⟩ = −1, ⟨ , GDL

⟩ = −1, ⟨ , GDL
⟩ = 0. (18)

式（18）より，等式 0 = −a− bを得る.同様のことをすべてのm = 1, ...6と全ての符号のつき方（各mに対
して 8通りずつありえる）について繰り返せば，全てを満たす解として次の結果を得る：

a = −b = c =
1

2
. (19)

したがって，次の等式が成立する：
⟨ , GDL

⟩ − ⟨ , GDL
⟩+ ⟨ , GDL

⟩
= ⟨ , GDL′ ⟩ − ⟨ , GDL′ ⟩+ ⟨ , GDL′ ⟩

+
1

2
(⟨ , GDL′ ⟩ − ⟨ , GDL′ ⟩+ ⟨ , GDL′ ⟩).

この等式と ThmA，ならびに µ123(L) = µ123(L
′)であることから次の結果が得られる：

µ123(DL) =⟨ , GDL
⟩ − ⟨ , GDL

⟩+ ⟨ , GDL
⟩

+
1

2
(⟨ , GDL

⟩ − ⟨ , GDL
⟩+ ⟨ , GDL

⟩).
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Vassiliev不変量の基本定理の別証明
岩元　悠一郎（信州大学）∗

概要
結び目の交点の上下の情報を落として特異点にしたものを特異結び目という．任意の結び目不変量は特
異結び目の不変量に拡張できる．m個の特異点を持つ特異結び目に対してを返すような不変量を mm次の
Vassiliev不変量という．不変量の基本定理は m次の Vassiliev不変量の空間が order mの chord図の空
間に同型であるという主張である．本講演では D. Bar-Natan と A.Stoimenow による予想をもとにこれ
の 3次における別証明を与える．

1 Vassiliev不変量
1.1 特異結び目の空間と Vassiliev不変量
埋め込み f : S1 ↪→ R3 に対して，像 f(S1)を結び目，f 自体を向き付けられた結び目と呼ぶ．また，埋め

込み f : (S1)⊔k ↪→ R3(k ≥ 2) を絡み目，f 自体を向き付けられた絡み目と呼んだ．図 1, 2, 3 は結び目，絡み
目の例である．2つの結び目が isotopyで移りあうとき，2つの結び目を同一視する．結び目を図示するとき
は，下側を通る弧を切って表すことで交点における上下の情報を与える．また，交点は横断的な二重点のみ許
すこととし，そうでないときは適切な形に isotopy変形をする．

図 1 Trivial knot 図 2 Trefoil 図 3 Hopf link

定義 1.1. 横断的な二重点のみを許した S1 のはめ込み f : S1 → R3 を特異結び目と呼ぶ．また，横断的な二
重点を特異点と呼び，m個の特異点を持つ特異結び目をm特異結び目と呼ぶ．

定義 1.2. K,J をm特異結び目とする．R3 の向きを保つ同相写像 ϕと S1 の向きを保つ同相写像 ψ が存在
して，次が成り立つとき，m特異結び目K,J は互いに isotopicであるという．

K = ϕ ◦ J ◦ ψ (1.1)

Isotopicであるという関係は同値関係である．この同値関係による同値類を特異結び目の isotopy classと
呼ぶ．また，m特異結び目 isotopy classの集合を K0

m と書く．

∗ mail:IwamotoY.math@gmail.com
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定義 1.3. 次で QK0
m 上の関係を定める．

− = − (1.2)

ただし，(1.2)の図式はそれぞれ，その外側では同じ結び目であり，交点の情報だけが異なる結び目であるこ
とを表す．この関係を differential relation と呼び，(DR) で表す．

m特異結び目の isotopy classの張るベクトル空間 QK0
m を (DR) で割った空間 QK0

m/(DR) も単に QK0
m

で表す．

定義 1.4. 線型写像 δ : QK0
m+1 → QK0

m を次で定める．

7→ − (1.3)

この δ が well-defined であることは，differential relation によって担保される．(1.3) における ,

はそれぞれ正交点，負交点と呼び，互いに 1回の交差交換で移り合う．
任意の向き付けられた結び目の不変量 f は，次の式で 1特異結び目の不変量へ拡張できる．

δ∗(f)

( )
:= f ◦ δ

( )
= f

( )
− f

( )
(1.4)

また，δ∗ を結び目不変量の微分と呼ぶ．K ∈ K0
m の m個ある特異点 s1, . . . , sm を正負に分解して得られる

結び目をKε1,...,εm と書くことにする．ただし，si を正（負）の交点に解消するとき εi = +1(−1) . 次のよう
に (1.4)をm特異結び目の不変量に拡張する．

(δ∗)m(f)(K) :=
∑

ε1ε2 . . . εmf(Kε1,...,εm) (1.5)

定義 1.5. 特異結び目の不変量 f が次を満たすとき，f をm次以下の Vassiliev不変量という．

(δ∗)m+1(f) = 0 (1.6)

定義 1.6. S1 を向き付けられた円周とし，P = {(p1, q1), . . . , (pm, qm)} を S1 上の互いに異なる 2m個の点
によるm個の対の集合とする．
このとき，組 (S1,P)を chord図と呼び，向き付けられた円周とその上の点 p1, . . . , pm, q1, . . . , qm に対し

て，pi と qi (i = 1, . . . ,m) を結ぶ chordを書いて図示する．ただし，対は順序を考慮しないものとする．2つ
の chord図 D,D′ が 2m個の点の順序を変えないような S1 の同相写像で移り合うとき，D,D′ は同じ chord

図とみなす．また，m本の chordを持つ chord図全体の集合を D0
m と書く．

定義 1.7. 写像 F : K0
m → D0

m を次のように定義する．m 特異結び目 K ∈ K0
m 上の特異点を s1, . . . , sm と

する．埋め込み f : S1 ↪→ R3 によって f(p1) = f(q1) = si, (pi 6= qi, i = 1, . . . ,m) となるとき，F (K) を
P = {(pi, qi)}i=1,...,m が表す chord図と定義する．

F の線型拡張した写像 QK0
m → QDom も同じ記号 F で表す．F は図 4 のように，自然に chord 図をつく

る写像と考えてよい．また，chord (pi, qi)について，S1\{pi, qi}に P の元が属さない連結成分が存在すると
き，chord (pi, qi)を孤立 chord(isolated chord)と呼ぶ．図 4中の chord (p4, q4)は孤立 chordの例である．

命題 1.8. 次の列は完全列である．
QK0

m+1
δ−→ QK0

m
F−→ QD0

m (1.7)
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s1

s2
s3

s4

q1

p1

q2

p2

p3

q3

p4

q4
図 4 Chord図の作り方の例

1.2 特異結び目あるいは Chord図における 1-term relationと 4-term relation

定義 1.9. はめ込み f : S1 ↪→ R3 に対し，#f−1(s) = 3 となる点 sにおいて，f（の像）が横断的に交わる
とき，この点 sを triple point と呼ぶ．また，f（の像）の上で特に指定された 1点のことを marked point

と呼ぶ．Triple point, marked point は図 5, 7 のように表す．1つの triple point と m − 2個の特異点を持

図 5 Triple point 図 6 弧に指定のある triple point 図 7 Marked point

つ特異結び目であって，図 6のように triple pointに集まる 3本の弧のうち 1つが指定されたものと，1つの
marked point と m − 1 個の特異点を持つ特異結び目の isotopy class の集合を K1

m で表す．ただし，triple

pointに集まる 3本の弧のうち別の弧が指定した特異結び目は K1
m の元としては違うものと考える．

K1
m : =

{
with m− 2 singular points, with m− 1 singular points

}
(1.8)

また，これらの特異結び目の isotopy classによって張られるベクトル空間を QK1
m で表すが，QK0

m と同じ
ように，QK1

m を (DR) で割った空間 QK1
m/(DR) も単に QK1

m で表す．

定義 1.10. 線型写像 ∂Km
1 : QK1

m → QK0
m を次で定める．

∂Km
1

( )
:= + − − , (1.9)

∂Km
1

( )
:= (1.10)

定義 1.11. 次で，topological 4-term relation及び topological 1-term relationを定義する．

形式和 + − − を 4T -knots, を 1T -knotで表すことにする．
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• (QK0
m)∗ の元 f に対し，

f(4T -knots) = 0 (1.11)

が常に成立するとき，f は topological 4-term relation (T4T) を満たすという．
• (QK0

m)∗ の元 f に対し，
f(1T -knots) = 0 (1.12)

が常に成立するとき，f は topological 1-term relation (T1T) を満たすという．

ただし，4-term relationにおける 4項は図 8 のように triple pointの指定された弧を各方向 N, S, E, W（北，
南，東，西）に少しずらして得られる 4つの図を表す．

N

E

S

W

N

E

S

W

図 8 4-term relationにおける 3重点と 4つの図式 N, E, S, W

f ∈ (QK0
m)∗ が (T1T ), (T4T ) を満たすことは，f ∈ (QK0

m/Im ∂Km)∗ であることと同じである．

定義 1.12. Triple point や marked point を表す chordを次の図 9, 10 のように図示する．

図 9 Triple pointを表す chord 図 10 Marked point

1つの triple pointを表す chordとm− 2本の chordを持つ chord図や，1つのmarked pointとm− 1本
の chordを持つ chord図全体の集合を D1

m で表す（ただし 3 ≤ mである）．

D1
m :=

{
with m− 2 chords, with m− 1 chords

}
(1.13)

また，これらの chord図によって張られるベクトル空間を QD1
m で表す．

定義 1.13. 線型写像 δ : QK1
m+1 → QK1

m を δ : QK0
m+1 → QK0

m と同様に定義する．ただし，分解する特異
点は triple point, marked point 以外を選ぶことにする．
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定義 1.14. 線型写像 F : QK1
m → QD1

m を F : QK0
m → QD0

m と同様に定義する．ただし，triple point,

marked pointについては次の対応で定める．

F

( )
: = , (1.14)

F

( )
: = (1.15)

定義 1.15. 線型写像 ∂Dm
1 : QD1

m → QD0
m を次で定める．

∂Dm
1

( )
: = − + − (1.16)

∂Dm
1

( )
: = (1.17)

ただし，注目している triple pointに対応する chordとmarked pointに対応する chordのみが描かれている
が，通常の chordは描けれていないだけで両辺とも同じ chordが配置されているとする．

定義 1.16. 次で 4-term relation, 1-term relationを定義する．
形式和 − + − を 4T-diagrams, を 1T-diagramで表すことにする．

• (QD0
m)∗ の元 f に対し，

f(4T -diagrams) = 0 (1.18)

が常に成立するとき，f は 4-term relation (4T) を満たすという．
• (QD0

m)∗ の元 f に対し，
f(1T -diagram) = 0 (1.19)

が常に成立するとき，f は 1-term relation (1T) を満たすという．ただし，1T-diagramの chord図に
描かれている chordは孤立 chordを表す．

f ∈ (QD0
m)∗ が (1T ), (4T ) を満たすことは，f ∈ (QD0

m/Im ∂Dm)∗ であることと同じである．

命題 1.17. [cf. [3, 定理 7.2]] 線形写像 δ : QK0
m+1 → QK0

m は QK0
m+1/Im ∂Km+1 でも定義され，さらに，

δ : QK0
m+1/Im ∂Km+1 → QK0

m は単射である．

命題 1.18. 次の横 2列は完全列であり，図式は可換である．

QK1
m+1 QK1

m QD1
m 0

QK0
m+1 QK0

m QD0
m 0

∂ ∂ ∂

δ

δ

F

F
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2 Vassiliev不変量の基本定理
2.1 Vassiliev不変量の基本定理
定義 2.1. QD0

m/Im ∂Dm の双対空間 (QD0
m/Im ∂Dm)∗ の元のことを weight systemと呼ぶ．

Vassiliev不変量の基本定理とは次の定理のことである.

定理 2.2 (cf. [2, Theorem4.5]). order m の weight systemの空間 (QD0
m/Im ∂Dm)∗ とm次の Vassiliev不

変量の空間 (QVm/QVm−1) は同型である．つまり，

(QD0
m/Im ∂Dm)∗ ∼= QVm/QVm−1 . (2.1)

本質的には chord図の空間の不変量である weight systemから Vassiliev不変量を構成することができると
いう主張である．
この定理はすでに証明されている．M. Kontsevichによって導入された Kontsevich積分は，これの発見に
よって Vassiliev不変量の基本定理の全ての次数mについての証明となる．

2.2 D. Bar-Natanと A. Stoimenowによる予想
より自然でトポロジカルな証明方法があるのではないかという考えのもと，D.Bar-Natanと A.Stoimenow

は [1] で次のような予想を残している．

予想 2.3 (cf. [1, Conjecture 1.13]). 任意の不変量 f ∈ (QK0
m/Im ∂Km)∗ に対して，g ∈ (QK0

m−1/Im ∂Km−1)∗

が存在し，次ををみたす．
δ∗(f) = g (2.2)

3 Vassiliev不変量の基本定理の証明
3.1 予想 2.3の言い換え
命題 1.18で可換であることが示された可換図式を自然に拡張し，これに snake lemmaを適用することで，
次の列が完全列となるような写像 dが存在することがわかる．

QK0
m+1

δ−→ ker ∂Km
F−→ ker ∂Dm

d99K QK0
m+1/Im ∂Km+1

δ−→ QK0
m/Im ∂Km −→ QD0

m/Im ∂Dm (3.1)

以下は拡張後の可換図式と，写像 dをまとめた図式である．
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0 0 0

QK1
m+1 ker ∂Km ker ∂Dm

QK1
m+1 QK1

m QD1
m 0

0 QK0
m+1/Im ∂Km+1 QK0

m QD0
m 0

QK0
m+1/Im ∂Km+1 QK0

m/Im ∂Km QD0
m/Im ∂Dm

0 0 0

0 ∂ ∂

δ F

δ F

δ F

δ

予想 2.3は完全列 3.1によって，代数的に次のように言い換えられる．

δ∗ : (QK0
m/Im ∂Km)∗ → (QK0

m+1/Im ∂Km+1)∗が全射である． (3.2)

⇐⇒ δ : QK0
m+1/Im ∂Km+1 → QK0

m/Im ∂Kmが単射である． (3.3)

⇐⇒ F : ker ∂Km → ker ∂Dmが全射である． (3.4)

3.2 m = 3における予想 2.3の証明
この節では m = 3において F |ker ∂Km が全射であることを示し，これをもって予想 2.3の証明とする．そ

のための準備として，QD0
3,QD1

3 の基底達を描き出す．すると，次のように QD0
3 は 5つ，QD1

3 は 9つの基
底によって張られることがわかる．QD1

3 の基底はそれぞれ DA, · · · , DI で表すことにする．

QD0
3 = Q

{
, , , ,

}

QD1
3 = Q

{
, , , ,

, , , ,

}

= Q

{
DA, DB , DC , DD, DE , DF , DG, DH , DI

}

ここで，写像 ∂D3 : QD1
3 → QD0

3 を行列表示すると以下を得る．

∂D3 =


−1 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 1 0 0 1
1 −1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 2 −2 0 0 0
0 0 0 0 −1 1 0 0 0

 (3.5)
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このことから ker ∂D3 は，次の 5つの基底によって張られることがわかる．

ker ∂D3 = Q

{
+ , , ,

+ , − − +

}

= Q

{
DA +DB , DC , DD, DE +DF , −DA −DG +DH

}

次に，QD1
3 の各基底に対して，これらを与える K1

3 の元をひとつずつ取る．それらによって表される ker ∂D3

の各基底に対応する形式和が ker ∂K3 の元であることを確認する．

図 11 KA 図 12 KB 図 13 KC

図 14 KD 図 15 KE 図 16 KF

図 17 KG 図 18 KH 図 19 KI

DA を与える K1
3 の元として図 11 のKA をとる．KA は ∂D3 によって次のような結び目に移る．これらは

K0
3 の元である．ずらした方向 N,S,E,W （北，南，東、西）に応じて，KN

A ,K
S
A,K

E
A ,K

W
A と呼ぶ．

∂7→ − + − (3.6)

= KN
A− KS

A+ KE
A− KW

A (3.7)

DB を与える K1
3 の元として図 12 の KB をとる．KA と同様に ∂K3 によって移った結び目達を

KN
B ,K

S
B ,K

E
B ,K

W
B と呼ぶことにするが，KA に向きを合わせることで，N,S,E,W に加え，u, d （上，
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下）を用いて次のように表せる．

∂7→ − + − (3.8)

= KN
B − KS

B + KE
B − KW

B (3.9)

= − + − (3.10)

= Kd
A − Ku

A + KS
A − KN

A (3.11)

DC , · · · , DF についても図 13, 14, 15, 16 のように，それぞれを与える結び目KC , · · · ,KF がとれて，∂K3

による移り変わりも同じように考えられるので以下にまとめる．ただし，KE ,KF はそれぞれ KD に向きを
揃えて表す．

∂K3(KA) = KN
A −KS

A +KE
A −KW

A (3.12)

∂K3(KB) = Kd
A −Ku

A +KS
A −KN

A (3.13)

∂K3(KC) = KW
A −KE

A +Ku
A −Kd

A (3.14)

∂K3(KD) = KN
D −KS

D +KE
D −KW

D (3.15)

∂K3(KE) = Kd
D −Ku

D +KS
D −KN

D (3.16)

∂K3(KF ) = KW
D −Ku

D +KE
D −Kd

D (3.17)

さらに，これらの結び目のうち isotopyで移りあう組があるのでこれも以下にまとめる．
KE
A = Ku

A, K
W
A = Kd

A, K
N
D = KW

D , KE
D = KS

D. (3.18)

基底 DA +DB について
この基底を与える K1

3 の元としてKA +KB をとる．このとき，KE
A とKu

A , KW
A とKd

A は互いに isotopy

で移りあうため，KE
A = Ku

A,K
W
A = Kd

A であることに注意すると，

∂K3(KA +KB) =
(
KN
A −KS

A +KE
A −KW

A

)
+

(
Kd
A −Ku

A +KS
A −KN

A

)
(3.19)

=
(
KN
A −KN

A

)
+
(
−KS

A +KS
A

)
+
(
KE
A −Ku

A

)
+

(
−KW

A +Kd
A

)
(3.20)

= 0. (3.21)

故に，KA +KB ∈ ker ∂K3 である．その他の基底も同様に計算して各基底を与える K1
3 の元が取れる．

4 今後の展望
3.2節では，具体的な chord図の書き出しと基底を与える結び目の計算によって，写像 F : ker ∂K3 → ker ∂D3

の全射性を示した．
今後は，同じような議論のもと，一般のm（つまり，全ての次数）について証明を拡張することを目標する．
その際予想される障壁として計算の煩雑さが挙げられる．3次についての計算は，基底の数が少ないことが，
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書き出しや計算の煩雑さを抑え，これに助けられたように感じる．実際，手計算でも，丁寧に，時間をかけれ
ばやり遂げられる程度の計算であった．
しかし，4次以上に拡張する場合，QD0

m,QD1
m の基底の個数は組み合わせの数だけ増えていく．故に具体

的に書き出す段階で計算機に頼らざるを得ないが，それには限界がある．
ここで，Kontsevich積分について事実を確認する．Kontsevich積分は，これを見つけてしまえば，それだ
けで Vassiliev不変量の基本定理の証明になる．つまり，具体的な chord図の書き出しや計算をする必要はな
く，次数によって，構成の難しさには違いが無い．このことから，うまい定式化のもとでは，実は「Chord

図の書き出し」も「特異結び目の微分の計算」も必要ないという可能性がある．例えば，triple pointを例に
取って考えてみると，∂ による分解には，ずらす方向によって，北，南，東，西，上，下の 6パターンが考え
られ，triple pointに集まる 3本の弧のうち，ずらす弧の指定には 3パターンが考えられる．各パターンにつ
いて triple pointの近傍のみの計算で済ませてしまい，その外側が交差交換の差に収まること等が示せたら，
「Chord 図の書き出し」や「特異結び目の微分の計算」のパートを省くことができるかもしれない．今後は，
こういった，ブラッシュアップを考えていきたい．
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A presentation of the pure cactus group of degree four

浜　天星（日本大学大学院 総合基礎科学研究科）

1 Introduction

ブレイド群がブレイド圏の多重テンソル積に自然に作用する事が知られている。ブレイ
ド圏に対応するコバウンダリー圏にブレイド群のアナロジーとして作用する群として、カ
クタス群と呼ばれる群が Henriques と Kamnitzer により [4]で導入された。
まず、n 次カクタス群を定義する。n を 2 以上の整数とする。また、p < q を 2 以上

n 以下の整数とする。このとき、n 次カクタス群 Jn は生成元 spq と以下の関係式で定義
される。

• s2p,q = 1 (1 ≤ p < q ≤ n)
• sp,qsm,r = sm,rsp,q (1 ≤ p < q ≤ n、 1 ≤ m < r ≤ n として [p, q] ∩ [m, r] = ∅)

• sp,qsm,r = sp+q−r,p+q−msp,q (1 ≤ p < q ≤ n、 1 ≤ m < r ≤ n として
[m, r] ⊂ [p, q])

ここで、[p, q] は離散的な閉区間を表す。
また、ブレイド群と同様に、カクタス群のジェネレーターは以下のように図式に表せ
る。図は 4 次のカクタス群の場合である。積は、右から掛けた場合は掛けた元に対応する
図式を元の図式の下に繋げる事で表される。
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s14 s24s12 s34

= =

s212 e s13s23 s12s13

ブレイド群と同様にカクタス群 Jn から n 次対称群 Sn に対して自然な全射が定義でき
る。自然な全射のカーネルとして n 次純カクタス群 PJn を定義する。

注意 1.1. ブレイド群と異なる点は、例えば s14 は (14)(23) に対応する事である。すな
わち、インターバル内のストランド全てを入れ替える元に対応させるような全射が与えら
れる。

PJn は実数上の種数 0 の n+1 点付き代数曲線のモジュライ空間の Deligne-Mumford

コンパクト化 M0,n+1(R) の基本群と同型である事が知られている ([4, Theorem 7])。
特に PJ4 と π1

(
M0,5(R)

) が同型であり、さらに、M0,5(R) と実射影平面 5 つの連結
和が同相である（[2]を参照）事から、PJ4 は以下の表示を持つことが分かる。尚、以下
の表示と PJ4 の間に具体的な同型対応は、筆者の知る限り与えられていなかった。

〈α1, α2, α3, α4, α5 | α2
1α

2
2α

2
3α

2
4α

2
5〉

ただし、[1] で、Reidemeister-Schreier method を用いることにより、PJ4 が以下の表示
を持つことは示されていた。

〈α, β, γ, δ, ϵ|αγϵβϵα−1δ−1βγδ−1〉

本研究は日本大学文理学部の市原一裕氏との共同研究である。
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2 Main Results

本稿の主結果は以下である。

定理 2.1. PJ4 は以下の表示を持つ。〈
g1, · · · , g10

∣∣∣∣∣∣
g1g

−1
10 g

−1
2 , g9g

−1
5 g4, g5g1g

−1
6 ,

g8g10g
−1
7 , g8g

−1
3 g4,

g2g9g
−1
7 g6g

−1
3

〉

さらに、この表示は次の表示に変換できる。

〈g2, g4, g8, g9, g10 | g2g9g−1
10 g

−1
8 g4g9g2g10g

−1
8 g−1

4 〉

上の表示から具体的な同型対応を与えることで、次の系を得た。

系 2.2. PJ4 は以下の表示を持つ。

〈α1, α2, α3, α4, α5 | α2
1α

2
2α

2
3α

2
4α

2
5〉

また、PJ4 が [1] で得られていた次の表示を持つことも再確認した。

系 2.3. PJ4 は以下の表示を持つ。

〈α, β, γ, δ, ϵ|αγϵβϵα−1δ−1βγδ−1〉

本稿では、定理 2.1 と、系 2.2 の証明の概要を紹介する。

3 Sketch of proof

証明の概要に先立ち、主だって使用する定理と、証明に使う J4 のある部分群を紹介
する。

定理 3.1 (Poincaré の多角形定理 [7] (c.f. [6])). D を双曲平面 H2 上の、角度に関する
ある条件を満たす辺の張り合わせ付きの多角形とする。また、G を辺の張り合わせが生成
する群とする。このとき、以下が成り立つ。
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• G は不連続群である。
• D の内部は G が引き起こす H2 上の作用の基本領域である。また、サイクルリ
レーションと呼ばれる G の生成元の列たちは G の全ての関係式を与える。

次に、J4 の部分群 J
{2,3}
4 を以下で定義する。

J
{2,3}
4 =

〈
s12, s23, s34, s13, s24

∣∣∣∣∣∣
s2ij = e, s13s12 = s23s13,
s24s23 = s34s24,
s12s34 = s34s12

〉

さらに、J{2,3}
4 の Cayley 複体を C

{2,3}
4 と表記する。（Cayley 複体については [5] を参

照。）C{2,3}
4 は図 1 のような空間である。

注意 3.2. C2,3
4 は H2 と定数倍を許して等長である。この事実から、Poincaré の多角形

定理を C
{2,3}
4 上で適用する事ができる。

また、次の定理は、明示的ではないが [3]で示されている。

命題 3.3 ([3, Proof of Corollary 7.3]). 下記の写像 Γ0 から誘導される写像 Γ は PJ4 の
C4

{2,3} 上への作用を引き起こす。

Γ0 : PJ4 ×
(
C4

{2,3}
)(0)

−→
(
C4

{2,3}
)(0)

(g, h) 7−→

{
gh gh ∈ J{2,3}

4

ghs14 gh /∈ J{2,3}
4 ,

また、この作用は自由かつココンパクトである。

以上の準備のもと、定理 2.1の証明の概略を与える。

Sketch of proof 定理 2.1. まず、Poincaré の多角形定理を適用するための多角形 D を取
り出す。命題 3.3 で与えた作用に対して、J{2,3}

4 の単位元 e の軌道のうち、e からの距離
が最短である頂点をすべて書き出す。書き出した頂点と原点の等距離線を引く。その等距
離線によって定まる、 e を含む半空間の共通部分が D となる。図 2を参照。
またこの時、図 3 のように、辺の張り合わせを引き起こす PJ4 の生成元も与えられる。
図 3 は e を s13s24s13s24 へ移す生成元 g2 の引き起こす辺の張り合わせである。同様に
他の生成元と辺の張り合わせも与えられる。合計 20 本の辺に対し、10 個の生成元 g1,

. . . , g10 を得る。
サイクルリレーションは、頂点を一つ選び、その頂点を含む辺の張り合わせを追ってい
くことで得られる。図 4 では s13s34 の場合を考えている。これにより、6 個のサイクル
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s2ij = e
s13s12 = s23s13
s24s23 = s34s24
s12s34 = s34s12

s13s34 s13s24

s13s12 s13 s13s23
s23s12 s12s23

s23s34 s12s24

s23 e s12

s23s24 s24 s34 s34s12
s24s12 s24s23 s34s13

s24s13 s34s23

図 1 C
{2,3}
4

リレーション g3g
−1
8 g−1

4 、g5g−1
9 g−1

4 、g5g1g−1
6 、g8g10g−1

7 、g10g−1
1 g2、g3g−1

6 g7g
−1
9 g−1

2 を
得る。
よって、PJ4 は以下の表示を持つ。〈

g1, · · · , g10

∣∣∣∣∣∣
g1g

−1
10 g

−1
2 , g9g

−1
5 g4, g5g1g

−1
6 ,

g8g10g
−1
7 , g8g

−1
3 g4,

g2g9g
−1
7 g6g

−1
3

〉
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t s13s24s13s24 ∈ PJ4

s13s34 s13s24

s13s12 s13 s13s23
s23s12 s12s23

s23s34 s12s24

s23 e s12

D

s23s24 s24 s34 s34s12
s24s12 s24s23 s34s13

s24s13 s34s23

図 2 D

次に、系 2.2の証明の概要を記す。系 2.2は以下の同型対応を与える事で証明した。
f : 〈α1, α2, α3, α4, α5|α2

1α
2
2α

2
3α

2
4α

2
5〉

−→

〈
g1, · · · , g10

∣∣∣∣∣∣
g1g

−1
10 g

−1
2 , g9g

−1
5 g4, g5g1g

−1
6 ,

g8g10g
−1
7 , g8g

−1
3 g4,

g2g9g
−1
7 g6g

−1
3

〉
α1 7−→ g−1

1 = g−1
10 g

−1
2

α2 7−→ g2g10g
−1
5 g8g

−1
3 = g2g10g

−1
9 g−2

4

α3 7−→ g4
α4 7−→ g9g

−1
10

α5 7−→ g−1
8 g6 = g−1

8 g4g9g2g10
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g2

t s13s24s13s24 ∈ PJ4

s13s34 s13s24

s13s12 s13 s13s23
s23s12 s12s23

s23s34 s12s24

s23 e s12

D

s23s24 s24 s34 s34s12
s24s12 s24s23 s34s13

s24s13 s34s23

図 3

この同型対応は、PJ4 による作用に従って張り合わせを調べる事で得られた。具体的に
は、図 5のように、D から 5 つのメビウスの帯を切り取り、余った部分を張り合わせる。
図 6の左はメビウスの帯 5 つに囲まれていた中心部分の領域であり、右が残りの部分を
張り合わせたものである。これらを張り合わせる様子が図 7 である。各点線部分にメビ
ウスの帯を接着すれば RP2 5 つの連結和と同相な C

{2,3}
4 /PJ4 となる。そこで、基本群

の生成元として、C{2,3}
4 /PJ4 上の閉曲線を取る。これに対し閉曲線が通る辺の張り合わ

せを追っていく事で同型対応を与えた。図 7は α2 の場合である。
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g3

g−1
4

g−1
8

s13s34 s13s24

s13s12 s13
s13s23

s23s12 s12s23

s23s34 s12s24

s23 e s12

s23s24 s24 s34
s34s12

s24s12 s24s23 s34s13
s24s13 s34s23

図 4 サイクルリレーション
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向き付け不可能曲面のfine curve graphのGromov双
曲性

久野 恵理香 (大阪大学)∗

1. 導入と主結果
本稿では，N = Ng,pと S = Sg,pで，種数 g, パンクチャー p ≥ 0個付きの向き付け不
可能曲面と向き付け可能曲面をそれぞれ表すとする．また，F をN または Sとする．
Bowden–Hensel–Webb [1]が，以下で説明するファイン曲線グラフを導入した．
定義 1.1. 曲面Fのファイン曲線グラフC†(F )とは，F上の本質的な単純閉曲線を頂点
とし，2つの頂点はそれらに対応する2つの単純閉曲線がF上で交わらないときに辺で
結ばれる，と定めることによってできるグラフのことである (図 1)．ここで，曲面F上
の単純閉曲線 cが本質的であるとは，cは非分離的であるか，もしくは cは分離的であ
りF上の円板もメビウスの帯も囲まないことである．
定義 1.2. (X, d)を距離空間とする．X の3点x, y, wに対して，グロモフ積を

⟨x, y⟩w :=
1

2
(d(w, x) + d(w, y)− d(x, y)).

で定める．Xが δ-双曲的である（δ ≥ 0）とは，すべてのw, x, y, z ∈ Xに対して，次の
式が満たされることである:

⟨x, z⟩w ≥ min{⟨x, y⟩w, ⟨y, z⟩w} − δ.

さらに，XがGromov双曲的であるとは，ある δ ≥ 0が存在して，Xが δ-双曲的であ
ることである．
本稿において，グラフの各辺に長さ 1を与えることによって，グラフを距離空間と
見なす．Bowden–Hensel–Webb [1]は，Rasmussen [3]の結果「ある δ ≥ 0が存在して，
任意の有限型向き付け可能曲面Sの非分離曲線グラフNC(S) (曲線グラフC(S)のフル
部分グラフであって，S上の非分離曲線で代表される頂点のみからなるもの) は δ-双曲
的である（これを一様双曲的であると呼ぶ)」を応用して，向き付け可能閉曲面S = Sg
(g ≥ 1) に対して，そのファイン曲線グラフC†(S)が一様双曲的であることを証明した．
講演者たちは，Bowden–Hensel–Webbの議論をもとに以下を証明した．
定理 1.3. ある δ ≥ 0が存在して，種数 g ≥ 2の任意の向き付け不可能閉曲面N = Ng

に対して，そのファイン曲線グラフ C†(N)は δ-双曲的である．但し，g = 2の場合に，
C†(N)の辺の定義は次のように改変している: C†(N)の2つの頂点に対応する単純閉曲
線がN上で高々1回交わるとき，それら2頂点を辺で結ぶ．

本研究は，木村満晃氏（大阪歯科大学）との共同研究である．
∗〒 560-0043 大阪府豊中市待兼山町１-１　大阪大学大学院理学研究科数学専攻
e-mail: e-kuno@math.sci.osaka-u.ac.jp
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図 1: ファイン曲線グラフの例．

2. 証明の準備
本稿では，種数 g ≥ 3の向き付け不可能曲面N = Ng,pについて議論する．
定義 2.1. (cf. [1]) 曲面F の生存曲線グラフ Cs(F )とは，通常の曲線グラフ C(F )のフ
ル部分グラフであって，F 上のパンクチャーをすべて埋めてもなお本質的なままであ
る曲線のアイソトピー類全体からなるものである．
さらに，向き付け不可能曲面Nに対して以下のような曲線グラフを定める．双側曲
線グラフCtwo(N)とは，通常の曲線グラフ（各頂点が本質的単純閉曲線のアイソトピー
類であるもの）のフル部分グラフで双側曲線のアイソトピー類全体から構成されるも
のである．拡大曲線グラフC±(N)とは，本質的な単純閉曲線とメビウスの帯を囲む単
純閉曲線のアイソトピー類全体を頂点集合に対応させた曲線グラフである．同一の記
法を，Cs(N)とC†(N)に対しても使う．更に，これら2つの記法を同時に使用すること
もある．
定義 2.2. (X, d)と (X ′, d′)を 2つの距離空間とする．φをXからX ′への写像とする．
写像φが擬等長埋め込みであるとは，定数λ ≥ 1が存在して任意のx, y ∈ Xに対して
以下の不等式が成り立つことである:

1

λ
d(x, y)− λ ≤ d(φ(x), φ(y)) ≤ λd(x, y) + λ.

写像 φが quasi-denseであるとは，定数 λ′ ≥ 0が存在して任意の点 y ∈ X ′に対し
て x ∈ Xで d(φ(x), y) ≤ λ′を満たすものが存在する．本稿では，上記定数 λ, λ′を擬
等長定数と呼ぶ．さらに， 写像φが擬等長写像であるとは，φが擬等長埋め込みかつ
quasi-denseであることである．このときXとX ′は擬等長的であるという.

本稿では，2つの距離空間XとY が擬等長的であることを，X∼
q.i.
Y で表すこととす

る．以下の2つの補題が成り立つ．
補題 2.3. N = Ng,pを種数g ≥ 3でp ≥ 0個のパンクチャーの付いた向き付け不可能曲
面とする. このとき，Cs(N), C±s(N), とC±stwo(N)らは各々弧状連結で, さらに互いに擬
等長的である:

NC(N)∼
q.i.
Cs(N)∼

q.i.
C±s(N)∼

q.i.
C±stwo(N).

さらに，各擬等長写像の擬等長定数は曲面の位相型に依存しないものを選べる．
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補題 2.4. N = Ng,pを種数g ≥ 3でp ≥ 0個のパンクチャーの付いた向き付け不可能曲
面とする. このとき，C†(N), C±†(N), と C±†

two(N)らは各々弧状連結で，さらに互いに
擬等長的である:

C†(N)∼
q.i.
C±†(N)∼

q.i.
C±†
two(N).

さらに，各擬等長写像の擬等長定数は曲面の位相型に依存しないものを選べる．
講演者 [2]により，あるδ ≥ 0が存在して，種数g ≥ 1以上の任意の有限型向き付け不

可能曲面の非分離曲線グラフNC(N)は δ-双曲的であることがわかっている．補題 2.3

と合わせて以下の系を得る:

系 2.5. ある δ′ ≥ 0が存在して，任意の有限型向き付け不可能曲面N = Ng,pに対して，
C±stwo(N)は δ′-双曲的である．

3. 主結果の証明のアイディア
この節では定理 1.3の証明方法について解説する．補題 2.4よりC±†

two(N)の一様双曲性
を証明すれば十分である．
補題 3.1. (cf. [1, Lemma 3.4])C±†

two(N)の頂点aと bが横断的に交わり，かつN − Pに
おいて最小の位置にあるとする，ただし，P ⊂ Nは有限集合で aと bと交わらないと
する．このとき以下が成り立つ．ここで，2つの曲線 a′′と bが最小の位置にあるとは，
a′と b′の幾何学的交点数が，a′と b′のアイソトピー類の中で最小であることである．

dC±s
two(N−P )([a]N−P , [b]N−P ) = dC±†

two(N)(a, b).

ただし，[a]N−Pで曲線aのN − Pにおけるアイソトピー類を表すとする．
ここから，定理 1.3の証明のアイディアを説明する．ただし，向き付け不可能閉曲面

N = Ngの種数 gは g ≥ 3とする．
定理 1.3の証明のアイディア (ただし，種数 gは g ≥ 3とする．). N = Ng (g ≥ 3) と
する．すべてのu, a, b, c ∈ C±†

two(N)に対して，

⟨a, c⟩u ≥ min{⟨a, b⟩u, ⟨b, c⟩u} − δ′ − 4, (3.1)

を示していく．ただし δ′は系 2.5における双曲性定数（曲面の位相型に依らない定数で
あることに注意する）である．
頂点u, a, b, c ∈ C±†

two(N)を，

(i) dC±†
two(N)(a, a

′) ≤ 1, dC±†
two(N)(b, b

′) ≤ 1, かつ dC±†
two(N)(c, c

′) ≤ 1を満たし,

(ii) 頂点u′, a′, b′, c′は各々横断的に交わる.

を満たす頂点u′, a′, b′, c′ ∈ C±stwo(N − P )に以下のように対応させる．ただし，u′に関し
てはu′ = uとしている．
任意の頂点の組 d, e ∈ C±†

two(N) (d, e ∈ {a, b, c}) に対して，以下のようにして d,

eとそれぞれアイソトピックな 2頂点 d′, e′ を構成することを考える．任意の 2頂点
d, e ∈ C±†

two(N)に対して，d′, e′をそれぞれ，d, eと交わらないC±†
two(N)の頂点であって，

交わりがすべで横断的になるようにdとeをそれぞれアイソトピーで変形したものとす
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る（d′, e′がそれぞれd, eと交わらないようにアイソトピーで変形する際にd, eの双側
性が必要となる）．
さらに, 有限集合P ⊂ Nで，曲線u′, a′, b′, c′が形成する任意のバイゴンがPの点を

含むようなものを選ぶ. すると bigon criterionにより，u′, a′, b′, c′は互いにN − P に
おいて最小の位置にあることがわかる．すると，u′, a′, b′, c′は補題 3.1の仮定をみたす．
補題 3.1により，任意の組d, e ∈ {a, b, c}に対して

dC±†
two(N)(d

′, e′) = dC±s
two(N−P )([d

′]N−P , [e
′]N−P ) (3.2)

が成り立つ．また
|⟨d′, e′⟩u′ − ⟨d, e⟩u| ≤ 2 (3.3)

がわかる．
そして，式 (3.2)と式 (3.3)と系 2.5から目標の式 (3.1) を得ることができる．
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Cosmetic crossing conjectureを満たす結び目に対する generalized

cosmetic crossing conjectureへの拡張について
中島 拓巳（京都大学大学院理学研究科）

概要
結び目理論の古典的な予想である cosmetic crossing conjecture，および generalized cosmetic crossing conjectureは，

結び目のある交差における交差交換およびそれを一般化した操作 generalized crossing change により結び目が不変なら
ば，その交差が自明である事を主張している．先行研究により，様々な結び目が cosmetic crossing conjectureを満たす事
が示されているが，これらの結び目が generalized cosmetic crossing conjectureを満たすかについて，一般には直ちには
不明であり，2つの予想の間には興味深いギャップがある．本稿では，[LM17]および [Ito22]において cosmetic crossing

conjectureの成立が示されている結び目について，generalizedバージョンに拡張しても議論が成立するかを検討し，いく
つかの具体的な結び目が generalized cosmetic crossing conjecture を満たす事を示す．

1 準備
1.1 Cosmetic crossing conjecture

はじめに，本稿の主題である cosmetic crossing conjectureを正確に述べるために，[LM17]を参考に次の定義 1，定義 2，
定義 3を記述する．

定義 1 (crossing disk, crossing arc). S3 内の（向きづけられた）絡み目K の交点（crossing）cに付随する crossing disk

D とは，S3 内のディスクであって，int(D)とK が横断的に 2回，代数的交点数が 0になるように交わり，さらにK の図
式において cを含むようなもののことである．図 1を参照．∂D の事を crossing circleという．
また，K の交点 cにおける crossing arc γ とは，cに付随する crossing disk D 内の自明な arcであって，2つの端点

∂γ が K 上に存在するようなもののことである．単に K の crossing arcという時は，K の図式内のいずれかの交点におけ
る crossing arcの事を指す．

図 1 K の図式内で，交点 cの近傍だけを取り出した図

定義 2 ((generalized) crossing change). S3 内の絡み目 K の交点 cにおける crossing changeとは，図 2のように，図
式において cの交差の上下を入れ替えるような操作のことである．この操作は，DでK を切り，1回ねじった後にもう 1度
貼り合わせるような操作である．また，N-generalized crossing changeとは，図 3のように，cに 2N 個の交差を挿入
するような操作のことである．この操作は，D で K を切り，N 回ねじった後にもう 1度貼り合わせるような操作である．
N = 1のとき，この操作は通常の crossing changeに一致する．

定義 3 (cosmetic, nugatory). S3 内の絡み目K の交点 cが cosmeticな交点であるとは，交点 cにおいて crossing change

をして得られる絡み目 K ′ がK と同値であるようなものである事をいう．また，K の交点 cが N-cosmeticな交点である
とは，交点 cにおいてN -generalized crossing changeをして得られる絡み目KN がK と同値であるようなものである事を
いう．
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図 2 crossing change 図 3 N -generalized crossing change(N = 2の例)

S3 内の絡み目K の交点 c，または cに付随する crossing disk D が nugatoryであるとは，∂D がK の外部空間 E(K)

に含まれるディスクの境界となる事である．図 4のように，nugatoryな交点は cosmetic，または N -cosmeticになる．

Remark 4. N -generalized crossing change，N -cosmeticという表記は一般的ではなく，本稿において便宜上用いる．

図 4 nugatoryな交点は常に cosmetic，または N -cosmetic．

必要な概念が定義されたので，ここで，本稿の主題である cosmetic crossing conjectureについて述べる．

予想 5 (Cosmetic crossing conjecture，[Kir78, Problem 1.58]). S3 内の結び目K の交点 cが cosmeticであるとする．こ
のとき，cは nugatoryであるか．

上の予想は crossing change に対するものであるが，次のより強い，generalized crossing change に対する予想の事を
「cosmetic crossing conjecture」と称する事もある．なお，本稿では引き続き，以下の予想の事は「generalized cosmetic

crossing conjecture」と表記する．

予想 6 (Generalized cosmetic crossing conjecture). N ̸= 0を任意に定める．S3 内の結び目K の交点 cが N -cosmeticで
あるとする．このとき，cは nugatoryであるか.

1.2 スロープとデーン手術
結び目理論の基本事項については [Lic97]等を参照し，[Mot22]を元にデーン手術に関する基本事項の定義を確認する．

定義 7 (結び目のスロープ，スロープの距離). S3 または一般の 3次元多様体M 内の結び目K に対し，∂N(K)上の，向き
をもたない本質的な単純閉曲線のアイソトピー類の事を，K のスロープという．∂E(K)上の，∂N(K)のスロープに対応す
る単純閉曲線のアイソトピー類もスロープと呼ぶ．
特に S3 内の結び目K については，スロープに向きを与えた単純閉曲線のアイソトピー類は，K のメリディアン µK，ロ
ンジチュード λK のホモロジー類 [µK ], [λk] ∈ H1(∂N(K))と，互いに素な整数 p, qを用いて p[µK ] + q[λK ] ∈ H1(∂N(K))

と書ける．r = p/q は向きの取り方によらずスロープを一意的に定めるので，しばしばこの同一視により，スロープを
r = p/q ∈ Q ∪ {∞ = 1/0}と表示する．
K のスロープ η1, η2 の距離 ∆(η1, η2) を，η1, η2 により代表される単純閉曲線の交点数の最小値として定める．

H1(∂N(K))の基底 (m, `)について η1 = p1m+ q1`, η2 = p2m+ q2`のとき，∆(η1, η2) = |p1q2 − p2q1|である．
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定義 8 (デーン手術，デーンフィリング). 3次元多様体M 内の n成分絡み目，L = L1∪· · ·∪Ln について，N(L) =
n⋃
i=1

N(Li)

と E(L) = M − int(N(L)) を同相写像により貼り合わせる事を考える．M から N(L) を取り除き，Li のメリディアン
µi ∈ H1(∂N(Li)) がスロープ ri ∈ H1(∂E(Li)) と貼り合うような同相写像により E(L) に埋め戻す操作を，L に沿っ
た (r1, · · · , rn)-デーン手術といい，この操作で得られる 3 次元多様体を ML1∪···∪Ln

(r1, · · · , rn) で表す．本稿において，
M = S3 のとき，Lに沿った (r1, · · · , rn)-デーン手術をして得られる多様体を L(r1, · · · , rn)とも書く．
また，デーン手術において n個のソリッドトーラス N(L)を埋め戻す操作をデーンフィリングという．特に，境界がトー

ラスである 3次元多様体M に，∂M のスロープ η に沿ってソリッドトーラスをデーンフィリングして得られる多様体の事
を，M(η)と書く．

上記の定義より，ある絡み目の交点に付随する crossing disk を D としたとき，この交点での N -generalized crossing

changeは，S3 に crossing circle ∂D に沿った ±1/N -デーン手術をする事によっても達成できる．

定義 9 (rational longitude). M を，トーラスを境界にもち，H1(M ;Q) ∼= Qをみたす 3次元多様体とする．
∂M のスロープであって，包含写像 i : ∂M ↪→ M から誘導される準同型 i∗ : H1(∂M)→ H1(M)による像が H1(M)内

で有限のオーダーをもつようなものの事を，M の rational longitudeという．rational longitude は一意的に存在する．
証明は [Wat12, Section 3.1]を参照．

1.3 2重分岐被覆とMontesinos trick，L空間
絡み目の一部を取り出し，有理タングルを別の有理タングルに置き換えて別の絡み目を得る操作は，2重分岐被覆におい

てはある結び目に沿ったデーン手術に対応する．特に，(generalized) crossing changeは有理タングルの置き換えで実現で
きるため，以下に述べるMontesinos trickは (generalized) cosmetic crossing conjectureに対するアプローチとして重要で
ある．

定義 10 (2 重分岐被覆). S3 内の絡み目K に対し，3 次元多様体 Σ(K) が K に沿った S3 の 2 重分岐被覆 (double

branched cover) である，とは，Σ(K) 上の対合 ι : Σ(K) → Σ(K) が存在して，ι による Σ(K) の固定点集合を
Fix(ι) ⊂ Σ(K)とするとき，ιによる (Σ(K),Fix(ι))の商空間が (S3,K)となる事をいう．
p : (Σ(K),Fix(ι))→ (S3,K)を 2重分岐被覆写像とするとき，S3 の部分集合 F の pによる逆像 p−1(F )を F の liftと

よび，F̃ で表す．

定義 11 (有理タングル). 3次元球体 B とその中の 2本の自明な arc τ の組 (B, τ) であって，∂τ は B 上に固定した 4点
であり，B の同相写像によって，図 5で示した球体と arcの組 R(1/0)にうつす事ができるようなものを，有理タングルと
いう．

図 5 R(1/0) 図 6 R(0/1) 図 7 R(3) 図 8 R(−2,−2) = R(− 5
2
)

有理タングルは全て R(a1, . . . , an)＝ R(q/p)の形で表す事ができる．ここで，

q

p
= an +

1

an−1 +
1

· · ·+ 1

a2 +
1

a1

であり，有理タングル R(a1, . . . , an)は，
・nが奇数のとき，R(0/1)を水平方向に a1 回半ねじり，垂直方向に a2 回半ねじり，· · ·，水平方向に an 回半ねじりして得
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られる．
・nが偶数のとき，R(1/0)を垂直方向に a1 回半ねじり，水平方向に a2 回半ねじり，· · ·，水平方向に an 回半ねじりして得
られる．
（但し，ねじる方向はいずれも右回りを正とする．図 7，図 8を参照）
有理タングル (B, τ)の τ に沿った 2重分岐被覆写像 p : (B̃, τ̃) → (B, τ)について，B̃ は，2つの arc τ をつなぐ自明な

arc γ の lift γ̃ を中心線とするソリッドトーラスになっている．さらに，ねじり操作と 2重分岐被覆の対応を考える事で，次
を得る．詳細は [Mot22, Section 6.4]，[Mon75]を参照．

命題 12 (Montesinos trick). p : Σ(L)→ S3 を，L ⊂ S3 に沿った 2重分岐被覆写像とする．S3 内の 3次元球体 B を，L
との交わり B ∩ Lが有理タングルとなるようにとる．この有理タングルを R(p1/q1)とし，タングル内の 2つの arcをつな
ぐ自明な arcを γ とする．
このとき，R(p1/q1)を R(p2/q2)に入れ替える事によって Lから得られる絡み目 L′ に沿った S3 の 2重分岐被覆 Σ(L′)

について，Σ(L′)は Σ(L)内の結び目 γ̃ に沿ったデーン手術で得られ，さらに，

Σ(L)γ̃(α) ∼= Σ(L),Σ(L)γ̃(β) ∼= Σ(L′)

となる γ̃ のスロープ α, β について，∆(α, β) = |p1q2 − p2q1|が成り立つ．

[OS05]を参考に，3次元有理ホモロジー球面のクラスとして L空間を定義する．L空間はそれ自体深遠な研究対象である
（例えば，[Mot22, 14章]）が，本稿では，L空間におけるデーン手術の性質として定理 14が重要である．

定義 13 (L 空間). 3 次元有理ホモロジー球面 M が L 空間であるとは，ハットバージョンの Heegaard Floer Homol-

ogy ĤF (M)が，dim ĤF (M) = |H1(M ;Z)|を満たす事である．

次の [Gai18]内で示された定理は，L空間内の unknotをある種特徴付けるようなものである．
Y を L空間，K ⊂ Y を Y 内の null-homologousな結び目，U ⊂ Y を Y 内の unknotとする．
K は Y 内で null-homologousであるから，ロンジチュード λK が S3 内の結び目と同様に一意的にとれる．H1(∂N(K))

の基底として ([µK ], [λK ])をとり，S3 内の結び目と同様にスロープと Q ∪ {∞}を同一視するものとする．U についても同
様にスロープと Q ∪ {∞}を同一視する．

定理 14 ([Gai18, Theorem 8.2]). p
q ∈ Qに対し，YK(pq )と YU (

p
q )が向きを保って同相であるとき，K = U，即ち K は

unknotである.

また，2重分岐被覆が L空間になるような S3 内の絡み目のクラスとして，quasi-alternatingやKh homologically σ-thin

といったクラスが挙げられる．quasi-alternating の正確な定義については [OS05, Definition 3.1] を，Kh homologically

σ-thinについては [MO08]，[Wat12, Definition 2.3]等を参照．
quasi-alternating は交代性という性質の拡張であり，全ての非分離な交代絡み目を含む．さらに，絡み目が quasi-

alternating ならば，その 2 重分岐被覆は L 空間になる．（[OS05, Lemma 3.2，Proposition 3.3] を参照．）また，絡み目
がKh homologically σ-thinであってもその 2重分岐被覆は L空間になる．（[OS05, Theorem 1.2]，[Wat12, Proposition

4.2]を参照．）実は，[MO08, Theorem 1]で quasi-alternatingならばKh homologically σ-thinという事も示されている．
具体的な結び目が 2重分岐被覆が L空間になるという性質をもつかは，しばしば quasi-alternatingやKh homologically

σ-thinといった十分条件をもとに考えられる．

1.4 Casson-Walker不変量とその明示的な公式
2つ目の主結果の議論を述べるために必要な，有理ホモロジー球面に対して定義される Casson-Walker不変量について，

定義のみ確認する．S
(
p

q

)
は Dedekind symbolであり，Dedekind和 s(p, q)と q の符号 sign(q)を用いて，

S

(
p

q

)
= 12(sign(q))s(p, q), s(p, q) =

|q|−1∑
k=1

((
k

q

))((
kp

q

))
, ((x)) =

{
0 (x ∈ Z)
x− ⌊x⌋ − 1

2 (x /∈ Z)

と定義されるものとする．
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有理ホモロジー球面 M 内の結び目 K に対し，K のアレキサンダー多項式 ∆K;M (t) の 2 階微分を ∆′′
K;M (t) と書く．

H1(∂E(K);Z)の交叉形式を ⟨·, ·⟩とし，E(K)の（rationalでない）ロンジチュード `を，i∗ : H1(∂E(K);Z)→ H1(E(K);Z)
の ker を生成する H1(∂E(K);Z) のホモロジー類とする．また E(K) の rational longitude λE(K) を含む H1(∂E(K);Z)
の基底 (x, y) = (x, λE(K))を ⟨x, y⟩ = 1となるようとり，d ∈ Zは ` = dy を満たすものとする．
a, b ∈ H1(∂E(K);Z)を，⟨y, a⟩ ̸= 0, ⟨y, b⟩ ̸= 0を満たすスロープとする．さらに，a, b, `に対して τ(a, b; `)を

τ(a, b; `) =
1

12

{
−S

(
⟨x, a⟩
⟨y, a⟩

)
+ S

(
⟨x, b⟩
⟨y, b⟩

)
+

(
1− 1

d2

)(
⟨x, a⟩
⟨y, a⟩

− ⟨x, b⟩
⟨y, b⟩

)}
で定める．

定義 15 (Casson-Walker不変量，[Wal90]). 有理ホモロジー球面M のCasson-Walker不変量 λCW (M)とは，次によっ
て一意的に定義される（Qに値をもつ）不変量である．

·λCW (S3) = 0

·M 内の結び目K と上記の a, b, `に対し，

λCW (MK(b)) = λCW (MK(a)) + τ(a, b; `) +
⟨a, b⟩

⟨a, `⟩⟨b, `⟩
∆′′
K;M (1)

S3 内の 2 成分絡み目に沿ったデーン手術で得られる有理ホモロジー球面の Casson-Walker 不変量については，[Ito22,

Proposition 1.5]においてその明示的な公式が示されている．

2 2つの主結果に共通して用いる命題（N -cosmeticな交点の crossing arcの liftが L

空間内で null-homologousならば，交点は nugatoryである）
det L ̸= 0の絡み目について，次が成立する．特にこの補題 16より，crossing arcの liftが unknotになる場合について
は cosmetic crossing conjectureが正しい事が分かる．

補題 16 ([Bon23, Proposition A.1]). Lを S3 内の det L ̸= 0を満たす絡み目とする．γ を L内のある交点の crossing arc，
D を crossing diskとし，γ̃ ⊂ Σ(L)は unknotであるとする．この交点が cosmeticならば，D は nugatory．

補題 16は，[Bon23]と同様の議論により，次の generalized crossing changeに対する補題に拡張できる事を確認した．

補題 17. Lを S3 内の det L ̸= 0を満たす絡み目とする．γ を L内のある交点の crossing arc，D を crossing diskとし，
γ̃ ⊂ Σ(L)は unknotであるとする．ある N ̸= 0について，この交点が N -cosmeticならば，D は nugatory．

以下，証明の概略のみを述べる．
γ の近傍となる 3次元球体B を，B ∩D が int(D)内のディスクになり，(B,B ∩ L) が有理タングルとなるようにとる．

このとき B の Σ(L)への lift B̃ は，γ̃ を中心線とするソリッドトーラスである．
det L ̸= 0という仮定から，Σ(L)は有理ホモロジー球面である．従って，M = Σ(L) − int(B̃)とおくと，H2(M ;Q) ∼=

0,H1(M ;Q) ∼= Qが従う．∂M の rational longitudeを λM とする．
さらに，γ̃ は Σ(L)内の unknotであるので，Σ(L)内で γ̃ が境界となるディスクをとれる．それを Γ̃ ⊂ Σ(L)とすると，

Γ̃ ∩ ∂M は rational longitudeの定義より λM に一致する．
Σ(L) 上の対合 ι : Σ(L) → Σ(L) に対し，ι(γ̃) = γ̃ である．よって γ̃ を境界とする Γ̃ について，equivariant Dehn’s

Lemma[MY81]より，被覆変換群 {idΣ(L), ι}が Γ̃に自由に作用するとき ι(int(Γ̃)) ∩ int(Γ̃) = ∅であるから，

ι(int(Γ̃)) ∩ int(Γ̃) = ∅ または, ι(Γ̃) = Γ̃

のいずれかが成立するが，ι(Γ̃) = Γ̃ のときは起こりえないか，ι(int(Γ̃)) ∩ int(Γ̃) = ∅ のときに帰着される．よって，
ι(int(Γ̃)) ∩ int(Γ̃) = ∅ のときのみ考えればよい．
p : (Σ(L),Fix(ι))→ (S3, L)を 2重分岐被覆写像とする．p(Γ̃∩M) = Γは S3− int(B)内のディスクであり，Γ∩L = ∅.
図で示したタングルの組を入れ替える事により Lから得られる絡み目について考える．LN を，γ を crossing arcとする

Lの交点での N -generalized crossing change により Lから得られる絡み目とする．一般性を失わず，LN = LN,+ は，タ
ングル B = B0,+ を BN,+ に入れ替える事により得られるとしてよい．同様に，B を Bk,± に入れ替える事で Lから得られ
る絡み目を Lk,± とする．
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図より明らかに Bk,− と Bk−1,+ は同値な有理タングルであるから，Lk,− = Lk−1,+ である．さらに，B を
BN,0, BN−1,0, . . . , B1,0（これらは全て同値であり，B0 と記述する）に入れ替える事で得られる絡み目を L0 と書く．

図 9 Bk,+ 図 10 Bk,− = Bk−1,+ 図 11 Bk,0 = B0

アレキサンダー多項式 ∆について，スケイン関係式，および ∆Lk,−(x) = ∆Lk−1,+
(x)により，

∆LN,+
(x)−∆L0,+

(x) = N(x
1
2 − x− 1

2 )∆L0
(x)

が従うが，LがN -cosmeticである事から，LN = Lより∆L0
(x) = 0，特に，det L0 = ∆L0

(−1) = 0より，|H1(Σ(L0);Z)| =
∞であり，計算により |H2(Σ(L0);Z)| =∞も従う．特に，H2(Σ(L0);Z)は自明でない．
B0 の Σ(L0) への lift を B̃0 とし，M に B̃0 の中心線に沿って，∂B̃0 上のスロープ γ0 によってデーンフィリングする

事で Σ(L0)が得られる，即ちM(γ0) ∼= Σ(L0)であるとする．H2(Σ(L0);Z)の自明でない元を用いて，γ0 = λM であり，
D ∩ ∂B が λM に lift する事を示せる．これより，∂D が境界となる S3 − L 内のディスクが得られる．以上より，D は
nugatory．
特に，2つの主結果の証明に共通して用いる命題として，次が従う．

命題 18. S3 内の結び目K について，Σ(K)は L空間であるとする．
N ̸= 0を任意に 1つ固定する．K の交点 cは N -cosmeticであるとする．このとき，cに付随する crossing arc γ につい
て，γ̃ が Σ(K)で null-homologousであるとき，この cは nugatoryである．

命題 18の証明. 定理 14 と同様の記法を用いる．c での N -generalized crossing change により K から得られる結び目を
KN とすると，Montesinos trickより Σ(KN ) = Σ(K)γ̃

(
p

q

)
となるスロープ p

q
が存在し，KN = K より |H1(Σ(KN ))| ∼=

|H1(Σ(K))| ⊕ Z/|p|Z ∼= |H1(Σ(K))|，よって Σ(KN )は，Σ(K)内の γ̃ に沿った ±1

q
-デーン手術により得られる．

一方，Σ(KN ) = Σ(K)は Σ(K)内の unknotに沿った ±1

q
-デーン手術によっても得られる．従って，定理 14により，γ̃

は Σ(K)内の unknotである．
よって，補題 17により，γ̃ が Σ(K)で null-homologousであるとき，cは nugatoryである．

3 主結果
3.1 1つ目の主結果；[LM17]の拡張
次は，[LM17]の主定理である．

定理 19 ([LM17, Theorem 1.2]). S3 内の結び目K について，Σ(K)は L空間であり，H1(Σ(K);Z)が square-freeな，平
方因子をもたない成分の直和で表されるとする．即ち，

H1(Σ(K);Z) ∼= Z/d1Z⊕ · · · ⊕ Z/dnZ

と直和分解したとき，各 di は square-freeであるとする．このとき，K は cosmetic crossing conjecture を満たす．

本稿の 1つ目の主題として，定理 19の主張を generalized crossing changeに拡張する事を考える．
S3 内の結び目 K の交点 c が N -cosmetic であると仮定する．即ち，c で N -generalized crossing change をして得られ

る結び目 KN が K と同値であるとする．cに付随する crossing arc γ について，K に沿った S3 の 2重分岐被覆Σ(K)へ
の γ の lift γ̃ は，Σ(K)内の結び目である．M = Σ(K)− int(N(γ̃))とおく．Σ(K)が L空間ならば有理ホモロジー球面で
あるから，H1(∂M) には rational longitude λM が一意にとれる．Montesinos trick より，スロープ α, β ∈ H1(∂M) を，
M(α) ∼= Σ(K),M(β) ∼= Σ(KN )となるようにとる事ができ，さらに ∆(α, β) = 2N が従う．
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以下は，本稿の 1つ目の主結果である．

定理 20. S3 内の結び目K について，Σ(K)は L空間であり，H1(Σ(K);Z)が square-freeな，平方因子をもたない成分の
直和で表されるとする．即ち，

H1(Σ(K);Z) ∼= Z/d1Z⊕ · · · ⊕ Z/dnZ

と直和分解したとき，各 di は square-freeであるとする．
N ̸= 0 を任意に 1 つ固定する．K の交点 c は N -cosmetic であるとする．このとき，次の (1), (2) がともに成立する事
は，命題 18の十分条件である．

(1)包含写像 i : ∂M ↪→M から誘導される準同型 i∗ : H1(∂M ;Z)→ H1(M ;Z)について,
i∗(λM ) = 0 in H1(M ;Z)

(2)M(α) ∼= Σ(K)なる∂M 上のスロープαを，∆(α, λM ) = 1を満たすようにとれる.

さらに，(1)に対する十分条件として，次の (3)が与えられる．

(3) det K が square-free，または，det K の square 成分 (`′2 | det K なる `′)と N は互いに素である

さらに，(2)に対する十分条件として，次の (4)が与えられる．

(4) det K と N は互いに素である

特に，Σ(K)が L空間であり，H1(Σ(K);Z)が square-freeな成分の直和で表される S3 内の結び目 K，および，det K と
互いに素である N に対し，K が N -cosmeticな交点をもつならば，その交点は nugatoryである．

Remark 21. 一般の rational longitudeが定義できる多様体M に対し，(2)は自明な条件ではない．特に，有理ホモロジー
球面内の結び目K の外部空間M に対し，∆(µK , λM ) = 1であるとは限らない．

定理 20の証明の概略. (1),(2)がともに成立する事が命題 18の十分条件である事は，(1),(2)をともに仮定したとき，λM が
境界となるようなM 内の曲面と，N(γ̃) ⊂ M(α)内で，N(γ̃)の中心線 γ̃ と λM を境界とするアニュラスの和をとる事で，
γ̃ を境界とする Σ(K) =M(α)内の曲面が得られる事より従う．
(3)が (1)の十分条件である事，(4)が (2)の十分条件である事は，[LM17]と同様の技術的な計算から従う．なお，(3)が

(1) の十分条件である事を示す議論において，H1(Σ(K);Z) の各直和成分が square-free である事は本質的な仮定である．
[LM17, Theorem 2.4]を参照せよ．
(4)は (3)の十分条件でもある事から特に，det K と互いに素であるN に対し，K のN -cosmeticな交点は nugatory．

3.2 2つ目の主結果；[Ito22]の拡張（Casson-Walker不変量を用いたアプローチ）
[Ito22]においては，Casson-Walker不変量を cosmetic crossing conjectureに応用する事で，次が示されている．

定理 22 ([Ito22, Theorem 1.9]). K を S3 内の結び目とし，Σ(K)は S3 内のある結び目Ky に沿ったデーン手術で得られる
L空間であるとする．即ち，Σ(K)は L空間であって，Σ(K) ∼= Ky(

p
q )なる結び目Ky，スロープ p

q が存在するとする．さ
らに，detK = 9p′（3 ∤ p′ かつ p′ は square-free）であるとする．このとき，K は cosmetic crossing conjectureを満たす．

以下，上の結果の拡張として得られる 2つ目の主結果，定理 23について述べる．

定理 23. K を S3 内の結び目とし，Σ(K)は S3 内のある結び目 Ky に沿ったデーン手術で得られる L空間であるとする．
即ち，Σ(K)は L空間であって，Σ(K) ∼= Ky(

p
q )なる結び目Ky，スロープ p

q が存在するとする．さらに，detK = pと N

について，次のいずれかが成り立つとする．

· p = 3p′(3 ∤ p′かつ p′は square-free)であり，pと N は互いに素，または gcd(p,N) = 3，9 ∤ N
· p = 9p′(3 ∤ p′かつ p′は square-free)であり，pと N は互いに素，または gcd(p,N) = 3

このとき，K が N -cosmeticな交点をもつならば，その交点は nugatoryである．
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定理 23は，次の定理 24および命題 17の直接の帰結であり，定理 24は，[Ito22, Proposition 1.7]の議論と同様の計算に
より示されるが，証明は本稿では割愛する．

定理 24. S3 内の結び目Ky について，M = Ky(
p
q )が L空間であり，M 内の結び目 K は null-homologousでないとする．

K のスロープ sに対し，n = ∆(s, µK)とする．次のいずれかが成り立つとする．

· p = 3p′(3 ∤ p′かつ p′は square-free)であり，pと nは互いに素，または gcd(p, n) = 3，9 ∤ n
· p = 9p′(3 ∤ p′かつ p′は square-free)であり，pと nは互いに素，または gcd(p, n) = 3

このとき，MK(s) ∼=M とはならない．

定義 25. S3 内の結び目 Ky に沿った p
q -デーン手術をして得られる 3次元多様体M = Ky(

p
q )と，M 内の結び目 K に対

し，K を E(Ky) ⊂M 内に動かして，i : E(Ky) ↪→ S3 = Ky(∞)によるK の像となる，S3 内の結び目Kx を，K に対応
する結び目と記述する．

M = Ky(
p
q )内の結び目K に対し，S3 内のK に対応する結び目をKx とする．M からK に沿ったデーン手術で得られ

る多様体は，S3 内の絡み目 Kx ∪Ky に沿ったデーン手術でも記述する事ができる．実際，K のスロープ s によるデーン
手術で得られる多様体MK(s) について，MK(s) は Kx のあるスロープ m

n を用いてMK(s) = Kx ∪Ky(
m
n ,

p
q ) と記述で

きる．（但し，K のメリディアン µK に対し n = ∆(s, µK)であり，m ∈ Zは nと互いに素）よって特にMK(s)が有理ホ
モロジー球面であるとき，その Casson-Walker不変量について，[Ito22, Proposition 1.5] を適用できる．MK(s)とM の
Casson-Walker不変量を比較し，定理 24を得る．

定理 23の証明. K の N -cosmeticな交点に付随する crossing arcを γ，Σ(K)への γ の liftを γ̃ とし，Σ(K)内の結び目 γ̃

に対応する S3 内の結び目をKx とする．また，M = Σ(K)− int(N(γ̃))とする．
Montesinos trick より，∆(s, µγ̃) = 2N となる γ̃ のスロープ s が存在し，Σ(K) ∼= M(µγ̃) ∼= M(s) が成立する．また，

M(s) ∼= Kx ∪Ky(
m
2N ,

p
q )なるKx のスロープ m

2N が存在する．
このとき，̃γがΣ(K)において null-homologousならば，Σ(K)が L空間である事から，命題 18より crossingは nugatory．
γ̃ が null-homologousでないならば，定理 24よりM(s) ∼= Σ(K)とはなりえない．以上により示された．

4 Generalized cosmetic crossing conjectureを満たす具体的な結び目の例
上記の主結果はいずれも，特定のタイプの結び目が generalized cosmetic crossing conjectureを満たす，といった事を主
張できている訳ではない．（N に，det K と互いに素，または最大公約数が 3，などの制約がついており，一般の N につい
てN -cosmeticなら nugatoryが示せている訳ではないため．）特に 1つ目の主結果に関連して，次は重要な検討課題である．

検討課題 26. K は Σ(K) が L 空間であり，H1(Σ(K);Z) が square-free な成分の直和で表される S3 内の結び目とする．
N が必ずしも det K と互いに素でないとき，K の N -cosmeticな交点は自明であるか．即ち，定理 19は何の制約もなく，
generalized cosmetic crossing conjectureに拡張できるか．

この検討課題に関連して，[Bon24] においては K に [LM17] より少し強い制約をつけた状態での generalized cosmetic

crossing conjectureの成立が示されている．

定理 27 ([Bon24, Theorem 1.2]). S3 内の結び目K について，Σ(K)は L空間であり，K が nugatoryでないN -cosmetic

な交点をもつとき，K のアレキサンダー多項式 ∆K(t)は

f(t)f(t−1)

（f は f ∈ Z[t, t−1], f(−1) ̸= ±1を満たす）という形の因子をもつ．
特に，Σ(K) が L 空間であり det K が square-free であるとき，K は generalized cosmetic crossing conjecture を満
たす．

上述の検討課題は，この定理 27が，必ずしも det K が square-freeとは限らないが，H1(Σ(K))の直和成分は square-free

になるような場合にも成り立つか，と言い換える事もできる．
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最後に，2つの主結果の系として，特に 2重分岐被覆がスモールザイフェルト多様体というある種の多様体になるような
いくつかの具体的な結び目が，generalized cosmetic crossing conjectureを満たす事を紹介する．定理 28，定理 29で言及
している具体的な結び目について，いずれも detが square-freeでない事は，特に [Bon24]の結果との比較という観点にお
いては注目すべき事項であると考える．
3次元多様体内の結び目が双曲である，とは，外部空間の内部に有限体積の完備双曲構造が入る事をいう．2重分岐被覆

がスモールザイフェルト多様体になる結び目K について，Montesinos trickと [Mat10, Theorem 1.3]および例外手術（双
曲結び目に沿った，完備双曲でない多様体を得る手術）に関する定理（[LM13, Theorem 1.2]）より，K が N -cosmeticな，
crossing arcの liftが unknotでないような交点を持つならば，2N ≤ 8である事が N の制約として得られる．
Montesinos 絡み目 M( q1p1 , · · · ,

qn
pn

) は，図 12 で示したように有理タングル R( q1p1 ), · · · , R(
qn
pn

) を並べ，繋げる事に
より得られる絡み目であるとする．Montesinos 結び目 K = M( q1p1 ,

q2
p2
, q3p3 ) に沿った S3 の 2 重分岐被覆 Σ(K) は，

|H1(Σ(K))| = detK <∞よりスモールザイフェルト多様体になる．
以上の事実と，本稿の主結果である定理 20，定理 23を組み合わせる事で，それぞれ次の定理 28，定理 29を得る．

定理 28. K = M( q1p1 ,
q2
p2
, q3p3 )(|p1|, |p2|, |p3| ≥ 2)を S3 内のMontesinos結び目とし，Σ(K)は L空間であるとする．さら

に，det K = |p1p2q3 + p1q2p3 + q1p2p3|は 3と互いに素であり，gcd(p1, p2, p3),
det K

gcd(p1,p2,p3)
はともに square-freeである

とする．このとき，K は generalized cosmetic crossing conjectureを満たす．
特に，pを 5以上の 3と互いに素，かつ square-freeな奇数とし，正の偶数 a，正の奇数 b, cは，

· a > min(b, c)

· ab+ ac− bcは 3および pと互いに素，かつ square-free

を満たすとする．このとき，プレッツェル結び目 P (−ap, bp, cp) = M(−1
ap ,

1
bp ,

1
cp ) は generalized cosmetic crossing

conjectureを満たす．
また，Kn を次の図 13 で示される，2 つの結び目 52 の symmetric union であるとする．14 | n, n ̸= 0 のとき，Kn は

generalized cosmetic crossing conjectureを満たす．

図 12 Montesinos絡み目M( q1
p1
, · · · , qn

pn
)

図 13 図に示した Kn は，14 | n, n ̸= 0 のとき generalized cosmetic

crossing conjectureを満たす．

定理 29. K を S3 内の結び目とし，Σ(K)は S3 内のある結び目 Ky に沿ったデーン手術で得られる L空間であるとする．
さらに，detK = 9p′(3 ∤ p′かつ p′は square-free)であり，K はMontesinos結び目でありM( q1p1 ,

q2
p2
, q3p3 )(|p1|, |p2|, |p3| ≥ 2)

という表示をもつとする．このとき，K は generalized cosmetic crossing conjectureを満たす．
特に，結び目 1065, 1067, 1077 は generalized cosmetic crossing conjectureを満たす．

なお，[LM17, Example 4.3]では，定理 28とは異なる形で記述される，（det 自体が square-freeになる）ある種のプレッ
ツェル結び目が cosmetic crossing conjecture を満たす事が紹介されている．また，14 | n, n ̸= 0 のとき Kn は cosmetic

crossing conjectureを満たす事が [Moo16]にて示され，[LM17, Example 4.5]でも紹介されている．
さらに，[Ito22, Corollary 1.11]では，定理 22を用いて 1065, 1067, 1077, 10108, 10164が cosmetic crossing conjectureを満
たす事が示されているが，10108, 10164 はMontesinos結び目としての表示をもたないため，定理 29から直ちに generalized

cosmetic crossing conjectureを満たすかは不明である．
[LM17]においては交点数が少ない結び目に対し，cosmetic crossing conjectureを満たすかについてのテーブルが作られ
ている．本稿においては generalized cosmetic crossing conjectureを満たすかについて，交点数が少ない結び目に対し網羅

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

107



的に調べ，同様のテーブルを作る事はかなわなかった．こちらについても今後の検討課題といえる．
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レンズ空間内の双曲結び目でレンズ空間の連結和を得るデーン
手術

祝井 堅太朗（京都大学大学院理学研究科）

1 イントロダクション
デーン手術においてよく知られている問題のケーブリング予想 [9] では，S3 内の双曲結び目でのデーン手
術で可約な多様体は得られないと予想されている．ケーブリング予想は未解決だが，レンズ空間ふたつの連
結和は S3 内の双曲結び目でのデーン手術で得られないことが示されている [10]．一方でレンズ空間内の双
曲結び目でのデーン手術でレンズ空間の連結和を得るものは存在し，Baker によるレンズ空間のケーブリン
グ予想で，そのようなデーン手術で得られる多様体は L(r, 1)#L(s, 1)の形だと予想されていた [1]．しかし，
Gainullin によりレンズ空間のケーブリング予想の反例にあたる，L(15, 4) 内の双曲結び目でのデーン手術
で L(3, 2)#L(5, 3)を得るものが構成された [8]．Gainullinの構成では，ザイフェルト手術についての研究で
Deruelle,Miyazaki,Motegiにより導入されたザイフェルター [3]のアイデアが使われている．今回はザイフェ
ルターをより詳しく扱うことで Gainullinの構成を一般化し，レンズ空間のケーブリング予想の反例を無限個
構成する．

2 準備
2.1 ザイフェルター
この章では [3]で導入されたザイフェルターについて [3], [11]を参考に確認する．デーン手術やザイフェル

ト多様体の基本的な内容も [11]を参照する．

2.1.1 退化したザイフェルトファイブレーション
M をザイフェルト多様体とし，t1, · · · , tk をファイバーとする．M ′ を，各ファイバーについてメリディア

ンが正則ファイバーとなるようにデーン手術した多様体とする．このとき，M −⋃k
i=1 intN(ti)に制限された

M のファイブレーションはM ′ に拡張できないが，各 N(ti) の中心線を指数 0の特異ファイバーとみなし，
退化したザイフェルトファイブレーションを持つと考える．退化したザイフェルトファイブレーションを持つ
多様体として以下がある．

補題 1. 底曲面が S2 であって，退化したファイバーが 1本，ザイフェルト不変量 (a1, b1), (a2, b2)を持つ特
異ファイバーが 2本の退化したザイフェルトファイバー構造を持つ多様体は L(a1,−b1)#L(a2,−b2)である．
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2.1.2 ザイフェルト手術のザイフェルター
S3 内の結び目K のmデーン手術を組 (K,m)で表す．(K,m)と (K ′,m′)は，K とK ′ がアイソトピック
かつm=m′ のとき同じデーン手術であるといい，(K,m) = (K ′,m′)と書く．

定義 2. K(m)がザイフェルトファイブレーション，または退化したザイフェルトファイブレーションを持つ
とき，(K,m)をザイフェルト手術とよぶ．

定義 3. (K,m)をザイフェルト手術とし，cをK と交わらない結び目とする．以下の条件を満たすとき，cを
ザイフェルト手術 (K,m)のザイフェルターとよぶ．

(i) cは S3 で自明な結び目である．
(ii) cはK(m)の，ある（退化した）ザイフェルトファイブレーションにおいて正則ファイバー，例外ファ
イバーあるいは退化したファイバーになる．

ザイフェルターの重要な性質として，遺伝性がある．

補題 4 ([3, Proposition 2.6]). (K,m) をザイフェルター c を持つザイフェルト手術とする．(K,m) を c で
n回ツイストして得られる (Kn,mn)はザイフェルト手術であり，cは (Kn,mn)のザイフェルターになって
いる．

cの像も cと書いていることに注意する．ザイフェルターの定義より cは自明な結び目なので cでの −1/n
手術が cに沿った nツイストに対応する．一方で cは K(m)のあるファイブレーションにおいてファイバー
になっている．よって cのファイバー近傍を取り除き，埋め戻して得られる Kn(mn)はザイフェルトファイ
ブレーションまたは退化したザイフェルトファイブレーションを持つので (Kn,mn)もザイフェルター cを持
つザイフェルト手術である．このことは図式を用いると以下のように表される．

K ⊂ S3 n−twist along c−−−−−−−−−−→ Kn ⊂ S3

m−surgery on K

y ymn−surgery on Kn

K(m) −−−−−−−−→
surgery on c

Kn(mn)

ザイフェルト手術の遺伝性は，今紹介したザイフェルターに沿ったツイストだけではなく，ふたつのザイ
フェルターが張るアニュラスに沿ったツイストでも考えられる．

定義 5. (K,m)をザイフェルト手術とし，c1 と c2 を (K,m)のザイフェルターとする．c1 と c2 がK(m)の
１つの（退化した）ザイフェルトファイブレーションで同時にファイバーになるとき，組 {c1, c2}を (K,m)

のザイフェルター対とよぶ．特に c1 と c2 が S3 内のアニュラスの境界になっているとき，順序対 (c1, c2)を
ザイフェルターのアニュラス対とよぶ．

補題 6 ([3, Proposition 2.33]). (K,m)をザイフェルターのアニュラス対 (c1, c2)を持つザイフェルト手術と
する．(K,m)を c1, c2 が張るアニュラスで n回ツイストして得られる (Kn,mn)はザイフェルト手術であり，
(c1, c2)は (Kn,mn)のザイフェルターのアニュラス対になっている．

c1, c2 の像も c1, c2 と書いていることに注意する．ザイフェルターのアニュラス対の定義より，c1 ∪ c2 が
(2l, 2) トーラス絡み目とすると手術 c1 ∪ c2(l − 1/n, l + 1/n) が c1, c2 が張るアニュラスに沿った n ツイス
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図 1

トに対応する．一方で c1, c2 は K(m) のあるファイブレーションにおいて同時にファイバーになっている．
よって c1, c2 のファイバー近傍を取り除き，埋め戻して得られる Kn(mn)はザイフェルトファイブレーショ
ンまたは退化したザイフェルトファイブレーションを持つので (Kn,mn) もザイフェルターのアニュラス対
(c1, c2)を持つザイフェルト手術である．このことは図式を用いると以下のように表される．

K ⊂ S3 n−twist along (c1,c2)−−−−−−−−−−−−−−→ Kn ⊂ S3

m−surgery on K

y ymn−surgery on Kn

K(m) −−−−−−−−−−−−→
surgery on (c1,c2)

Kn(mn)

以上の遺伝性により，ザイフェルト手術がザイフェルターを持つとき，ザイフェルターを介して別のザイフェ
ルト手術が得られる．これまで知られているほとんどのザイフェルト手術がザイフェルターを介して自明な結
び目でのザイフェルト手術につながっていることがわかっている [3, 4, 5, 6, 7]．

2.2 主結果に用いるザイフェルト手術とそのザイフェルター
図 1 左にあるのはザイフェルト手術 (O, 1) とそのザイフェルターのアニュラス対 (c1, c2) である（[11] 図

12.13）．c1, c2 でバウンドされるアニュラスで O を 1-twistすると，右のプレッツェル結び目 P (−3, 3, 5)と
なりザイフェルト手術 (P (−3, 3, 5), 1) を得る．Gainullin の構成では右のザイフェルト手術 (P (−3, 3, 5), 1)
とそのザイフェルター c1 が使われている．今回の構成では左のザイフェルト手術 (O, 1) とそのザイフェル
ターのアニュラス対 (c1, c2)を使う（(O, 1)と (P (−3, 3, 5), 1)のどちらを使っても構成できるデーン手術は変
わらないが，計算の都合で (O, 1)を選ぶ）．
ザイフェルト手術 (K,m)のザイフェルター cに対して H1(∂N(c))の生成系をふたつ考える．ひとつ目は

K での手術前の S3 において一意に定まるメリディアン µとロンジチュード λによる {µ, λ}．ふたつ目は K

での手術後のザイフェルト多様体K(m)において断面 Sを選ぶごとに定まる s = S∩∂N(c)と正則ファイバー
hによる {s, h}（向きの選び方は [11]に従う）．図 1左の c1, c2 についてそれぞれ µi, λi, si, hi ∈ H1(∂N(ci))

には，断面の選び方や途中の計算を省略するが以下の関係が成り立つ．

c1 :

(
µ1

λ1

)
=

(
1 0
−6 −1

)(
s1
h1

)
c2 :

(
µ2

λ2

)
=

(
2 −1
−3 1

)(
s2
h2

)

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

111



そして，O(1) = S3 のもう一本の特異ファイバー cについて µ, s, h ∈ H1(∂N(c))には以下の関係が成り立つ．

µ = 3s+ h

以上の情報をもとに次の章ではデーン手術の構成をする．

3 デーン手術の構成
定理 7. 整数 nに対して，L(9n+ 6, 3n+ 1)内の結び目Kn でのデーン手術で L(3, 2)#L(3n+ 2, 2n+ 1)を
得るものが存在する．

（証明の概略）
デーン手術の構成は次の図式で表される．

O ⊂ S3 6 surgery on c1−−−−−−−−−−−−→
3+ 1

n surgery on c2
Kn ⊂ L(9n+ 6, 3n+ 1)y y

O(1)

= S2((1, 0), (2,−1), (3, 1)) degenerated surgery on c1−−−−−−−−−−−−−−−−−→
surgery on c2

L(3, 2)#L(3n+ 2, 2n+ 1)

• 左上から右上について
O でデーン手術する前の S3 において c1 ∪ c2 はトーラス絡み目 T2,6 であるので，c1 で 6手術をし c2

で 3 + 1/n手術をすると L(9n+ 6, 3n+ 1)を得る．

• 左下から右下について
O(1) = S3 において前の章にあるとおり

c1 :

(
µ1

λ1

)
=

(
1 0
−6 −1

)(
s1
h1

)
c2 :

(
µ2

λ2

)
=

(
2 −1
−3 1

)(
s2
h2

)
c : µ = 3s+ h

である．よって c1 での 6手術はファイブレーションを退化させ，c2 での 3 + 1/n手術により新たなメ
リディアン µ2

′ は
µ2

′ = (3n+ 2)s− (2n+ 1)h

をみたす．補題 1より得られる多様体は L(3n+ 2, 2n+ 1)である．

今構成したデーン手術のうち n ̸= −1のものは双曲結び目での可約手術である（証明略）．n ̸= −2,−1, 0のも
のはレンズ空間のケーブリング予想の反例になっていて，n = 1のものは Gainullinにより構成された最初の
反例に相当する．
このほかにも図 2にあるザイフェルト手術とそのザイフェルターのアニュラス対を用いて同様の構成をする
ことで，レンズ空間のケーブリング予想の反例が無限個得られることを確認している．

定理 8. 整数 nに対して以下のデーン手術が存在する．

(i) L(9n+ 6, 3n+ 1) −→ L(3, 2)#L(3n+ 2,−3)
(ii) L(8n+ 6, 4n+ 1) −→ L(2, 1)#L(4n+ 3,−4)
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(iii) L(21n− 2, 7n− 3) −→ L(3, 2)#L(3n+ 2,−3)
(iv) L(9n+ 3, 3n+ 2) −→ L(3, 2)#L(7n− 3,−7)
(v) L(18n+ 1, 9n− 4) −→ L(2, 1)#L(4n+ 3,−4)
(vi) L(8n+ 2, 4n+ 3) −→ L(2, 1)#L(9n− 4,−9)

そして，
(i) n ̸= −1，(ii) n ̸= −1は双曲結び目での手術．
(iv)，(vi)は有限個の整数 nを除いて双曲結び目での手術．
(iii)，(v)は SnapPy[2]による計算を認めると，有限個の整数 nを除いて双曲結び目での手術．
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[9] F. J. González-Acuña and H. Short, Knot surgery and primeness, Math. Proc. Cambridge Philos.

Soc. 99 (1986)

[10] J. E. Greene, L-space surgeries, genus bounds, and the cabling conjecture, J. Differential Geom. 100

(2015)

[11] 茂手木 公彦, デーン手術, 共立出版 (2022).

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

114



素数べきを周期としてもつ結び目の
HOMFLY多項式について

松嶋 柚希
（東京都立大学大学院 理学研究科 数理科学専攻）

概要
結び目 K が周期 r をもつとは，S3 上の周期 r の向きを保つ同相写像 f で，f(K) = K,

Fix(f) ∼= S1 かつ Fix(f) ∩ K = ∅ をみたすものが存在するときのことを言う．ここで，
Fix(f)は f の固定点を表す．また，周期的結び目の定義について，Smith予想の肯定的な解決
により，f は，Fix(f)が自明な結び目である，S3 内の単純な回転であることが分かっている．
結び目のもつ周期性の研究には，Jones多項式に代表される多項式不変量が非常に有効であ

り，1980年後半から 1990年後半まで，村杉 [3] ，Przytycki [4, 5] ，Traczyk [7, 6] ，横田
[8] 等の研究が知られている．本論文は，奇素数周期をもつ結び目に対する [8]の結果を素数べ
き周期をもつ結び目の HOMFLY多項式 [1]に拡張する試みであり，9周期をもつ結び目に対
して [8]の拡張となる結果を得た．

1 結び目の周期性と HOMFLY多項式
はじめに，結び目の周期性と，向き付けられた絡み目の HOMFLY多項式 [1]を定義する．

定義 1.1 (周期性). 結び目 K が周期 r をもつとは，S3 上の周期 r の向きを保つ同相写像 f で，
f(K) = K, Fix(f) ∼= S1 かつ Fix(f) ∩K = ∅をみたすものが存在するときのことを言う．

例 1.2. 以下は 3周期をもつ結び目の図式である．
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定義 1.3 (HOMFLY多項式). S3 内の向き付けられた絡み目 Lに対して，以下の (1),(2)をみた
す関数

PL : { S3内の向き付けられた絡み目 } → Z[v±1, z±1]

が一意的に存在する．この PL(v, z)を，向き付けられた絡み目の HOMFLY多項式と言う．

(1) PO(v, z) = 1である．ここで，O は自明な結び目を指す．
(2) 以下の図で表されるような L+, L−, L0 に対して，次の関係式が成り立つ．

v−1PL+
(v, z)− vPL−(v, z) = zPL0

(v, z)

注意 1.4. 絡み目 Lに対して，Lの成分数を #Lとすると，ある多項式 P2i(v;L) ∈ Z[v±1]が存
在して，

PL(v, z) =
∑
i≥0

P2i(v;L)z
2i+1−#L

と表されることが知られている．

2 HOMFLY多項式を用いた周期性の判定法
ここでは，Traczyk と横田による，周期性に関する HOMFLY 多項式を用いた先行研究を述べ

る．詳細は，[7, 8]を参照されたい．
以下では，奇素数 r に対し，K は周期 r の結び目とし，回転軸との絡み数は k とする．

定理 2.1 ([7, Theorem 1.1]). P0(v;K) =
∑
a2iv

2i とすると，2i + 1 ̸≡ ±k (mod r) のとき，
a2i ≡ a2i+2 (mod r)が成立する．

定理 2.2 ([8, Main Theorem]). 　2i < r − 1 に対して，r と k により定まる整数 b2i が存在し，
P2i(v;K) ≡ b2iP0(v;K) (mod r)が成立する．
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例 2.3. 以下の 7周期の結び目 K を考える．下図のように向きを定めると，回転軸との絡み数は
2となる．

この結び目の HOMFLY多項式 PK(v, z)は，

4v−8 − 10v−6 + 7v−4

+ (10v−8 − 74v−6 + 147v−4 − 119v−2 + 35)z2

+ (6v−8 − 106v−6 + 455v−4 − 735v−2 + 560− 196v2 + 21v4)z4

+ (v−8 − 49v−6 + 448v−4 − 1351v−2 + 1750− 1141v2 + 364v4 − 43v6 + v8)z6 + · · ·
≡ 4v−8 + 4v−6 + (3v−8 + 3v−6)z2 + (6v−8 + 6v−6)z4 + (v−8 + 6v6 + v8)z6 + · · · (mod 7)

となり，定理 2.1(k = 2)，定理 2.2が成立していることが確かめられる．

3 主結果
先行研究を受けて，奇素数周期に限らず，他の周期，特に，素数べきを周期としてもつ結び目の

HOMFLY多項式がもつ代数的性質を調べた．本論文では，9周期の結果を述べる．これが今回の
主結果である．

3.1 主結果
定理 3.1. K を 9周期をもつ結び目とする．このとき，0 ≤ 2i ≤ 4に対して，回転軸との絡み数
により定まる整数 b2i が存在し，P2i(v;K) ≡ b2iP0(v;K) (mod 3) が成立する．
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例 3.2. 以下の 9周期の結び目 K を考える．下図のように向きを定めると，この結び目と回転軸
との絡み数は 2となる．

この結び目の HOMFLY多項式 PK(v, z)は，

5v−10 − 13v−8 + 9v−6

+ (20v−10 − 145v−8 + 306v−6 − 264v−4 + 84v−2)z2

+ (21v−10 − 321v−8 + 1395v−6 − 2484v−4 + 2142v−2 − 882 + 126v2)z4

+ (v−10 − 253v−8 + 2079v−6 − 6636v−4 + 9996v−2 − 7938 + 3318v2 − 624v4 + 366)z6 + · · ·
≡ 2v−10 + 2v−8 + (2v−10 + 2v−8)z2 + (v−10 + 2v−8)z6 + · · · (mod 3)

となり，
P0(v;K) ≡ P2(v;K), P0(v;K) ≡ 3P4(v;K) (mod 3)

が確かめられる．

3.2 主結果の証明の概略
ここでは，主結果の証明の概略を述べる．この証明は Traczykが行ったものを参考にしている．

詳しくは，[6, 7]を参照されたい．
9周期をもつ結び目 K の 9周期をもつ図式を D とする．n2 ∈ Z, n1 ∈ {0, 1, 2}, n0 ∈ {1, 2}を

用いて，K と回転軸との絡み数を 9n2 + 3n1 + n0 と表す．証明には，以下の命題 3.3を用いる．

命題 3.3. Tn2 を (9, 9n2 + 3n1 + n0) トーラス結び目とする．このとき，0 ≤ 2i ≤ 4 に対して，
P2i(v;Tn2) ≡ b2iP0(v;Tn2) (mod 3) が成立する．ここで，b2i は 3と n0 で定まる整数である．
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下図のように，図式 D のある交点の軌道上にある 9個の交点をすべて交差交換または平滑化し
た図式をそれぞれ D′，D′′ とする．

このとき，[8, Lemma 4.1]のと同様に，

v∓9PD(v, z)− v±9PD′(v, z) ≡ ±z9PD′′(v, z) (mod 3)

を得る．ここで，D′′ の成分数は，2，4，10のいずれかであることに注意する．D′′ の成分数が 2

のとき，右辺の z の次数は 8以上なので，0 ≤ 2i ≤ 6に対して，

v∓9P2i(v;D)− v±9P2i(v;D
′) ≡ 0 (mod 3)

が成立する．同様に，D′′ の成分数が 4のときは，0 ≤ 2i ≤ 4に対して，

v∓9P2i(v;D)− v±9P2i(v;D
′) ≡ 0 (mod 3)

が成立する．また，D′′ の成分数が 10のときは，すべての 2iに対して，

v∓9P2i(v;D)− v±9P2i(v;D
′) ≡ ±P2i(v;D

′′) (mod 3)

が成立する．
Case.1　 D が closed (9n2 + 3n1 + n0) braidのとき

n2 に関する帰納法により主張を示す．D は，有限回の同時交差交換により (9, 9n2 + 3n1 + n0)

トーラス結び目の図式に変形できるので，命題 3.3より，D′ が主張をみたすならば D も主張をみ
たすことを示せばよい．D′′ が 2成分または 4成分のときは，P2i(v;D

′′) = 0より明らかである．
D′′ が 10成分のときは，D′′ は 9周期をもつ結び目の図式D1 と，どの成分も 9周期写像で固定さ
れない 9周期の 9成分絡み目の図式 D2 により構成されている．D1 と D2 の間の交点の軌道上の
9個の交点を平滑化して得られる図式は 1成分，すなわち結び目の図式になるので，0 ≤ 2i ≤ 4に
対して，

P2i(v;D
′′) ≡ v18ν(v−1 − v)

i∑
j=0

P2j(v;D1)P2i−2j(v;D2) (mod 3)

が成立する．ただし，18ν は D1 と D2 の絡み数である．ここで，以下の補題を用いる．

補題 3.4. 2 ≤ 2i ≤ 6に対して，P2i(v;D2) ≡ 0 (mod 3)が成立する．
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補題 3.4と帰納法の仮定より，0 ≤ 2i ≤ 4に対して，

P2i(v;D
′′) ≡ v18ν(v−1 − v)P0(v;D2) · b2iP0(v;D1)

≡ b2iP0(v;D
′′) (mod 3)

が成立する．これにより，D′ が主張をみたすならば D も主張をみたす．
Case.2　それ以外のとき

有限回の同時交差交換により，Case.1 に帰着できる．

4 命題 3.3と補題 3.4の証明の方針
上の補題 3.4の証明には以下の命題を用いる．

命題 4.1. Ln を (9, 9n)トーラス絡み目とすると，2 ≤ 2i ≤ 6に対して，P2i(v;Ln) ≡ 0 (mod 3)

が成立する．

また，命題 3.3，命題 4.1の証明は，[2, Theorem 9.6]と [8, Proposition 3.2]を用いる．

定理 4.2 ([2, Theorem 9.6]). n,mを互いに素な正の整数，K を (n,m)トーラス結び目とする．
このとき，

PK((λq)
1
2 , q

1
2 − q− 1

2 ) =
λ

(n−1)(m−1)
2

(1− λq)[n]

∑
γ+β+1=n

(−1)βq
βm+γ(γ+1)

2

β∏
i=−γ

(qi − λq)

[β]![γ]!

が成立する．

命題 4.3 ([8, Proposition 3.2]).

∑
γ+β+1=n

(−1)βq
βm+γ(γ+1)

2

β∏
i=−γ

(qi − λq)

[β]![γ]!
= 1− λnqn

5 今後の展望
今回は，9周期をもつ結び目の HOMFLY多項式の代数的性質を得られた．25周期のトーラス

結び目については，命題 3.3となる結果をすでに得ていることと，いくつかの r2 周期のトーラス
結び目の HOMFLY多項式の計算結果から，以下が予想できる．

予想. K を r2 周期をもつ結び目とする．このとき，0 ≤ 2i ≤ r2 − r − 2に対して，周期数と回転
軸との絡み数により定まる整数 b2i が存在し，P2i(v;K) ≡ b2iP0(v;K) (mod r) が成立する．
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概単純線形グラフを持つ Brieskorn球面に対する
Ozsváth-Szabóの d不変量

鈴木 龍正 (明治大学 研究・知財戦略機構) ∗

概要
Karakurt 氏とŞavk 氏は, 3次元 Brieskorn ホモロジー球面の中で, 3次元閉多様体を枠付き絡み目図式
で表現する手術図式が概単純線形グラフで表現できる場合に焦点を当てた. そして, これらのホモロジー球
面が既知の例とは独立に 3次元ホモロジー同境群の Z直和因子を生成することを, Ozsváth氏と Szabó氏
の d不変量の計算公式を考案することで明らかにした. 本稿では, この公式を精密化することで新たに判明
した, ホモロジー同境にならない 3次元 Brieskorn ホモロジー球面の対を紹介する. 特に, この精密化で現
れる不等式において等号が成立するためのいくつかの十分条件と, この等号が成立しない無限個の例につい
て紹介する.

1 導入
n次元ホモロジー同境群 ΘnZ は, Kervaire氏とMilnor氏 [KM63]の n次元ホモトピー同境群 Θn に対する

研究を基に, González–Acuña氏 [GAn70]により導入された. 松本 堯生氏 [Mat78]と Galewski氏と Stern氏
[GS80]により, 三角形分割予想と Rokhlin不変量, ホモロジー同境群とを関連付けることで, 三角形分割予想
はホモロジー同境の差を除いた 3次元多様体と 4次元多様体との相互作用に関する問題に帰着された. その後,

Manolescu氏 [Man16]は [Mat78], [GS80]を基に三角分割予想を否定的に解決することで, Θ3
Z は低次元位相

幾何学の研究において, より一層興味深い対象となった.

Rokhlin 氏 [Rok52] は Θ3
Z が非自明群であることを示した. その後, Θ3

Z は Fintushel 氏と Stern 氏 [FS85]

により Z 部分群, 古田 幹雄氏 [Fur90] により Z∞ 部分群を持つことが判明した. 一方, Frøyshov 氏 [Frø02]

により Z 直和因子を持つことが判明した. そして, Dai 氏, Hom 氏, Stoffregen 氏, Truong 氏 [DHST23] は
Ozsváth氏と Szabó氏 [OS03]により構成された d不変量と呼ばれる 3次元ホモロジー球面に対する 3次元ホ
モロジー同境の一種を用いて Θ3

Z が Z∞ 直和因子を含むことを示した. その後, Karakurt氏とŞavk氏 [KŞ22]

により Θ3
Z に複数の Z∞ 直和因子が存在することを, [KŞ20] の d不変量の計算結果を用いて示された. また,

Θ3
Z は結び目コンコーダンス群 C との相互作用により低次元位相幾何学と結び目理論双方の観点から進展して
いる. 例えば [Fur90]のゲージ理論を用いた手法で, 遠藤 久顕氏 [End95]は C の位相的にスライスな結び目で
生成されるコンコーダンス部分群 CTS が Z∞ 部分群を持つことを示し, Hom氏 [Hom15]による CTS が Z∞ 直
和因子の存在を示すことに繋がった概念の類似で, [DHST23]で Z∞ 直和因子を含むことを示している. 一方,

[DHST23], [KŞ22]で提示された Θ3
Z が Z∞ 直和因子を持つ無限系列は全て概単純線形グラフを持つ pが奇数

かつ Σ(p, q, r)で構成されているが, そのクラスの d不変量の計算結果は [KŞ22]にある 6種類のみである.

本研究では, [KŞ20]で得られた公式の精密化 (定理 3.1)から, いくつかの pが奇数で概単純線形グラフを持
つ Σ(p, q, r)の無限系列に対して d不変量の計算を行った (命題 3.2, 3.3). そして, 定理 3.1の下から評価する
値に対する不等式関係を紹介する (定理 3.4). また, 定理 3.1の不等式において等号が不成立になるための十分

∗ e-mail: suzukit519@meiji.ac.jp

本研究は, JST次世代研究者挑戦的研究プログラム JPMJSP2106の支援を部分的に受けたものです.
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条件を構成 (定理 3.6)することで, 3次元ホモロジー同境群の構造に新たな情報を提示し得る具体的な無限種
類の無限系列を発見した (例 3.8, 3.9). 更に, 結び目コンコーダンス群への応用についても紹介する (定理 4.8).

また, Levine 氏と Lidman 氏 [LL19] により, 単連結な 4 次元スパインレス多様体 X (つまり, 全ての
piecewise linear に X 内に埋め込まれた S2 は X とホモトピー同値にならない) を検出する際に, d 不変量
d(Σ(2, q, r))の計算が用いられている. Σ(p, q, r)が任意の結び目K の Dehn手術 S3

r (K) (r ∈ Q∪ {∞})に微
分同相になるかが不明で p > 5を満たす d(Σ(p, q, r))の計算結果は [KŞ20]を除いてほとんど存在しない. 概
単純線形グラフを持つ d(Σ(p, q, r))の計算を推進することは, 4次元多様体の研究に対する貢献も期待できる.

本稿では特に断りがない場合は多様体は全て滑らか, 連結かつ向き付けられているとし, 写像は全て滑らかで
あるとする. また, 2つの群 G, H が同型であることを G ∼= H, 2つの多様体X, Y がホモトピー同値であるこ
とをX ≃ Y , 2つの多様体X, Y が微分同相であることをX ≈ Y と表記する. 2つの多様体X と Y との連結
和を X#Y , 向きづけられた多様体 Z に対し，その逆の向きが与えられた多様体を −Z で表す．

1.1 3次元 Brieskornホモロジー球面
(p, q, r)を 1 ≤ p < q < r, gcd(p, q) = gcd(q, r) = gcd(r, p) = 1を満たす Z3 の元とし, S5

ε を中心が原点で
半径が εの 5次元球面とする (0 < ε≪ 1).

定義 1.1（3次元 Brieskornホモロジー球面） 3次元位相多様体
Σ(p, q, r) := {(x, y, z) ∈ C3 | xp + yq + zr = 0} ∩ S5

ε

を 3次元 Brieskornホモロジー球面と呼ぶ.

注意 1.2 0 < δ ≪ ε ≪ 1とし, D6
ε を中心が原点で半径が εの 6次元球体であるとする. Σ(p, q, r)を平滑化

(smoothing)すると, MilnorファイバーM(p, q, r) := {(x, y, z) ∈ C3 | xp + yq + zr = δ} ∩D6
ε の境界にな

る. このことから, 以降では 3次元 Brieskornホモロジー球面を滑らかな多様体と見做すことにする.

注意 1.3 多様体 Σ(p, q, r)は 3次元ホモロジー球面であることから, Diophantine方程式
e0pqr + p′qr + pq′r + pqr′ = −1, 0 < p′ < p, 0 < q′ < q, 0 < r′ < r

を満たす唯一の整数の組 (e0, p
′, q′, r′)が存在する.

p, q, r, p′, q′, r′ をそれぞれ p1, p2, p3, p
′
1, p

′
2, p

′
3 と表記すると,

−pi
p′i

= ti1 −
1

ti2 −
1

. . . −
1

timi

, timi ̸= −1 (i = 1, 2, 3)

のように一意的に連分数展開される.

t ∈ Z, s ∈ Qとする. 3次元閉多様体の微分同相類を変えない手術図式上の操作として, slam-dunkと呼ば
れる操作がある (図 1). Σ(p, q, r)の手術図式は図 2に示される頂点に数字が付いたグラフで表現される. 特に
Σ(1, q, r) = S3 である. また, Σ(2, 3, 5)は Poincaréホモロジー球面に微分同相である. Poincaréホモロジー
球面は 3次元球面 S3 に同相ではない 3次元ホモロジー球面の最初の例として, よく知られている.

1.2 Ozsváth–Szabóの d不変量とその性質
定義 1.4（Ozsváth–Szabóの d不変量 [OS03]） Y を 3次元有理ホモロジー球面, s(Y )を Y 上の spinc 構造
とする. Ozsváth–Szabóの d不変量 (または Ozsváth–Szabóの correction term) d(Y, s(Y ))とは, +
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図 1 Slam-dunk.
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=
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t32
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t3m3

t2m2
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図 2 Σ(p, q, r)の手術図式. 右は Σ(p, q, r)に特異点解消 (resolution) を行うことで得られる 3次元多様
体の手術図式に相当し, Milnorファイバーを用いた手法とは別に Σ(p, q, r)の特異点を解消している.

版の Heegaard Floerホモロジー HF+(Y, s(Y ))内の∞版の Heegaard Floerホモロジー HF∞(Y, s(Y ))の
像内の捩れの無い元全体の中での最小の absolute gradingのことである.

注意 1.5 [OS03]の Proposition 4.2により, 一般に d(−Y, s(Y )) = −d(Y, s(Y ))が成り立つ. Y が 3次元ホ
モロジー球面であるとき, spinc 構造はただ一つであることから, この場合 d(Y, s(Y ))を d(Y )と略記する. 更
に d(Y )は偶数である. また, d(Y )はホモロジー同境不変量である. つまり, 任意の 3次元ホモロジー球面に対
して, d(Y1) ̸= d(Y2)であるならば, Y1 と Y2 はホモロジー同境ではないことが言える. ここでは, d(Y ) ≥ 0を
満たすように 3次元ホモロジー球面 Y に向きを入れることにする.

例 1.6 S3 に対する d 不変量は自明である: d(S3) = 0. L(p, q) を (p, q) 型レンズ空間とする. こ
こでは, L(p, q) の向きを d(L(p, q), 0) ≥ 0 を満たすように入れる. s(L(p, q)) は Zp の元と見做せる.

L(1, q)＝ L(1, 0) = S3 より d(L(1, q)) = 0, L(2, 2m + 1) = L(2, 1)と [OS03]の Proposition 4.2, Proposi-

tion 4.8により,

d(L(2, 2m+ 1), n) = d(L(2, 1), n) =

−(2− (−2)2)/8− d(L(1, 2)) = 1/4 (n = 0),

−(2− 02)/8− d(L(1, 2)) = −1/4 (n = 1).

g(p, q) := (p − 1)(q − 1)/2, S(p, q) := {ap + bq | (a, b) ∈ Z2
≥0}, T (p, q) を (p, q) 型トーラス

結び目とする. S3
r (K) を結び目 K に沿う S3 上の係数 r の Dehn 手術とする (r ∈ Q ∪ {∞}).
S3
−1/n(T (p, q)) = Σ(p, q, pqn− 1), S3

−1/n(−T (p, q)) = Σ(p, q, pqn+ 1)

であることを利用することで, 次が示されている.

定理 1.7（Tweedy [Twe13]） d(Σ(p, q, pqn− 1)) = 2|{s ̸∈ S(p, q) | s ≥ g(p, q)}|, d(Σ(p, q, pqn+ 1)) = 0.

2 背景
2.1 Kirby氏の低次元トポロジーの問題集の Problem 4.2

Kirby氏の問題集の更新版 [Kir78]の Problem 4.2に以下の未解決問題がある:

問題 2.1 どのような 3次元ホモロジー球面が, ある可縮な 4次元多様体の境界になるか.
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注意 2.2 可縮な 4次元多様体は 4次元ホモトピー球体である. このことから d不変量は, この未解決の分類
問題の否定的解決を推進する手段になる: 3次元ホモロジー球面 Y に対して d(Y ) ̸= 0であるとき, Y は任意
の 4次元ホモトピー球体の境界にならない. つまり, Y は任意の可縮な 4次元多様体の境界にならない.

注意 2.3 この未解決の分類問題を肯定的に解決する際には, Kirby計算が有効である: Y がある可縮な 4次元
多様体の境界になることは, Y の手術図式が, ある 3, 4ハンドルを持たない可縮な 4次元多様体のハンドル図
式 (の点付き円周を 0-framed knotに変更した図式)と同一であることを, Kirby計算で証明できる.

2.2 3次元ホモロジー同境群
Şavk氏の survey [Şav24]を基に 3次元ホモロジー同境群についての定義と背景について紹介する.

定義 2.4（h同境） M0, M1 を n次元ホモトピー球面とする.

ある n+ 1次元多様体W が存在して,

・∂W = −M0 ∪M1,

・包含写像M0 ↪→W ←↩ M1 がM0 ≃W ≃M1 を誘導する
が成り立つときに, M0 とM1 が h同境であるといい, M0 ∼M1 と表す.

∼は n次元ホモトピー球面全体上の同値関係である. n次元ホモトピー球面M の ∼による同値類を [M ]∼ と
表す.

定義 2.5（n次元ホモトピー同境群） M0, M1 を n次元ホモトピー球面とする.

Θn := {n次元ホモトピー球面 }/ ∼ は加法の演算 [M0]∼ + [M1]∼ := [M0#M1]∼ により可換群になる
(Θn の単位元は [S3]∼, Θ

n の [M ]∼ に対する逆元は [−M ]∼ である).

Θn を n次元ホモトピー同境群という.

定義 2.6（ホモロジー同境） M0, M1 を n次元ホモロジー球面とする.

ある n+ 1次元多様体W が存在して,

・∂W = −M0 ∪M1,

・包含写像M0 ↪→W ←↩ M1 が Hk(M0;Z) ∼= Hk(W ;Z) ∼= Hk(M1;Z) for any k ∈ Z を誘導する
が成り立つときに, M0 とM1 がホモロジー同境であるといい, M0 ∼Z M1 と表す.

∼Z は n次元ホモトピー球面全体上の同値関係である. n次元ホモロジー球面M の ∼Z による同値類を [M ]∼Z

と表す.

定義 2.7（n次元ホモロジー同境群） M0, M1 を n次元ホモロジー球面とする.

ΘnZ := {n次元ホモロジー球面 }/ ∼ は加法の演算 [M0]∼Z + [M1]∼Z := [M0#M1]∼Z により可換群になる
(ΘnZ の単位元は [S3]∼Z , Θ

n
Z の [M ]∼Z に対する逆元は [−M ]∼Z である).

ΘnZ を n次元ホモロジー同境群という.

n ̸= 3の場合は, [KM63]の Theorem 1.2より Θn は有限群であり, [GAn70]の Theorem I.2より Θn ∼= ΘnZ

であることが知られている. Poinceré 予想を解決した Perelman 氏による 3 本の論文により, 3 次元ホモロ
ジー同境群 Θ3 は自明である. 一方, 3次元ホモロジー同境群 Θ3

Z は非自明な群であることが判明していた:

定理 2.8（Rokhlin [Rok52]） 全射準同型 µ : Θ3
Z → Z2 が存在する.

その後, 3次元ホモロジー同境群は無限群であることが判明した:
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定理 2.9（Fintushel–Stern [FS85]） Θ3
Z は Z部分群を持つ: Θ3

Z > Z[Σ(2, 3, 5)]∼Z = Z[S3
−1(T (2, 3))]∼Z .

更に, 3次元ホモロジー同境群は Z∞ 部分群を持つことが判明した:

定理 2.10（Furuta [Fur90]） Θ3
Z >

∞⊕
n=1

Z[Σ(2, 3, 6n− 1)]∼Z =
∞⊕
n=1

Z[S3
−1/n(T (2, 3))]∼Z .

一方, 3次元ホモロジー同境群は Z直和因子をもつことも判明した:

定理 2.11（Frøyshov [Frø02]） ある非自明な Θ3
Z の Z部分加群 Aが存在して, Θ3

Z = A⊕ Z[Σ(2, 3, 5)]∼Z .

更に, 3次元ホモロジー同境群は Z∞ 直和因子をもつことが判明した:

定理 2.12（Dai–Hom–Stoffregen–Truong [DHST23]） ある非自明な Θ3
Z の Z部分加群 Aが存在して,

Θ3
Z = A⊕

∞⊕
n=1

Z[Σ(2n+ 1, 4n+ 1, 4n+ 3)]∼Z .

その後, [DHST23]より簡便な手法が考案され, 3次元ホモロジー同境群は複数種類の Z∞ 直和因子を持つこと
が示された:

定理 2.13（Karakurt–Şavk [KŞ22]） ある非自明な Θ3
Z の Z部分加群 Aが存在して,

Θ3
Z = A⊕

∞⊕
n=1

Z[Σ(2n+ 1, 4n+ 1, 4n+ 3)]∼Z

⊕
∞⊕
n=2

Z[Σ(2n+ 1, 3n+ 2, 6n+ 1)]∼Z ⊕
∞⊕
n=1

Z[Σ(2n+ 1, 3n+ 1, 6n+ 5)]∼Z .

3次元ホモロジー同境群 Θ3
Z に対して以下の未解決問題がある:

問題 2.14 Θ3
Z は Z∞ と同型であるか?

もし問題 2.14が否定的に解決される, つまり Θ3
Z に捩じれ元が存在することが判明した場合は, Θ3

Z はより興味
深い対象になると言える. 現時点では Θ3

Z の捩じれ元の候補は Z2 型のみが [BC23]で構成されている.

2.3 概単純線形グラフを持つ (pq + pr − qr = 1を満たす) Σ(p, q, r)

pq + pr − qr = 1を満たす場合は, Σ(p, q, r)の手術図式は図 3のようになる:

−2

−p
1

− q

q − 1
− r

r − 1

slam-dunk

−2

−2

−2

−p

· · ·

· · ·

r − 1

q − 1
−2

−2
=

−2 −2 −2 −2 −2
· · · · · ·
q − 1 r − 1

−p
図 3 pq + pr − qr = 1を満たす Σ(p, q, r)の手術図式.

図 3の右のグラフは, 単純線形グラフに 1個の頂点と 1個の辺を枝分かれになるように繋ぐことで構成される
ことから, 概単純線形グラフ (almost simple linear graph)と呼ばれる. pq+ pr− qr = 1を満たす最も代
表的な 3次元 Brieskornホモロジー球面は Σ(2, 3, 5)であり, その概単純線形グラフは E8 グラフである.

命題 2.15（Karakurt–Şavk [KŞ20]） pが偶数かつ pq + pr − qr = 1であるとき, d(Σ(p, q, r)) = (q + r)/4.

注意 2.16 pが偶数かつ pq + pr − qr = 1であるとき, 命題 2.15により d(Σ(p, q, r)) = −2µ(Σ(p, q, r))が分
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かる. ここで, µ(Y )は 3次元ホモロジー球面 Y に対する Neumann–Siebenmannの µ不変量である. これに
より, Σ(p, q, r) の connected Heegaard Floer ホモロジーは自明になるから, Θ3

Z に新たな情報を提示できな
い. よって, pq + pr − qr = 1であるときは pが奇数の場合のみが Θ3

Z に対する重要な対象である.

pq + pr − qr = 1とする. このとき, r は p, q のみからただ一つに決まる.

pが奇数である場合に, np := (p− 1)/2, Fp,q(x, y) := (−(q + r)x2 + 4qxy − 4(q − p)y2 − 4y + q + r)/4,

Lp := {±1,±3, . . . ,±p} × {0, 1, . . . , n}, Rp,q := {(a,m) ∈ Lp | Fp,q(a,m) ≥ Fp,q(1, 1)}とする.

定理 2.17（Karakurt–Şavk [KŞ20]） pが奇数かつ pq + pr − qr = 1であるとき,

d(Σ(p, q, r)) = max
(a,m)∈Rp,q

Fp,q(a,m).

注意 2.18 pq+ pr− qr = 1であるとき, 命題 2.15と定理 2.17により d(Σ(p, q, r)) ̸= 0である. よって, 概単
純線形グラフを持つ 3次元ホモロジー球面の範囲では, 分類問題 2.1は解決している.

3 主結果
3.1 pが奇数の場合の精密化
tp,q, αp,q をそれぞれ np = (p− 1)/2を q − pで割ったときの商, 剰余とする.

M′
p := {(a,m) ∈ Z2 | a ∈ 2N+ 1, a < m ≤ np} (Nは正の整数全体), Mp,q := {(1, tp,q + 1)} ⊔M′

p,

Sp,q := {(a,m) ∈Mp,q | Fp,q(a,m) ≥ Fp,q(1, 1)}とする.

定理 3.1（S. [Suz23]） pが奇数かつ pq + pr − qr = 1であるとき,

d(Σ(p, q, r)) = max
(a,m)∈Sp,q

Fp,q(a,m) ≥ Fp,q(1, tp,q + 1) = (tp,q + 1)(np + αp,q).

定理 2.17で用いられた Lp の点全体と定理 3.1で用いられたMp,q の点の候補全体の様子は図 4で表される.

O
a

m

1 3 5 · · · p− 1 p−1−3−5· · ·−(p− 1)−p
1

2
3

··
·np

O
a

m
m = a

1 3 · · · np

1
2

3

··
·

np

図 4 Lp の点全体 (上)とMp,q の点の候補全体 (下).

定理 3.1より, 以下の命題が成り立つ:

命題 3.2（S.） αp,q = 0の場合, d(Σ(p, q, r)) = (tp,q + 1)np.

命題 3.3（S.） 1 ≤ lp,q ≤ 19の場合, d(Σ(p, q, r)) = (tp,q + 1)(np + αp,q).
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3.2 pq + pr − qr = 1の場合の不等式関係

D(p, q, r) :=

{
(t+ 1)(n+ α) (p ∈ 2N+ 1),

d(Σ(p, q, r)) (p ∈ 2N).

とし, (pi, qi, ri)を 1 < pi < qi < ri, gcd(pi, qi) = gcd(qi, ri) = gcd(ri, pi) = 1, piqi + piri − qiri = 1を満
たす Z3 の元とする (i = 1, 2). [KŞ20]にある Σ(p, q, r)の具体的な計算結果は全て D(p, q, r) = d(Σ(p, q, r))

になる. D(p, q, r)は以下の不等式関係を満たす:

定理 3.4（S. [Suz23]） p1 = p2 = pかつ q1 ≥ q2 であるとき

2
⌊p
2

⌋
≤ D(p1, q1, r1) ≤ D(p2, q2, r2) ≤

⌊p
2

⌋2
+

⌊p
2

⌋
.

定理 3.1と定理 3.4の証明は [Suz23]に記載されている.

注意 3.5 pが奇数かつ lp,q ≥ np である場合は, D(p, q, r) = p− 1である.

sp,q := lp,q/np とする.

定理 3.6（S. [Suz23]） 十分大きい pに対して,

sp,q ∈ (1, 2)かつ sp,q ̸= 2u/(u+ 1) for any u ∈ Z>1 になる場合は, d(Σ(p, q, r)) > Fp,q(1, tp,q + 1) = p− 1.

[証明] Fp,q(a,m) =
(2(a+ 1)− (2m− a− 1)sp,q)(((2m− a+ 1)sp,q − 2(a− 1))np − 2(a− 1))

4sp,q
が成立する. 十分大きな p に対しては, 2sp,qm ≥ (sp,q + 2)(a + 1) を満たす (a,m) が存在する. 更に,

sp,q ̸= 2u/(u+ 1) for any u ∈ Nを満たす場合は, b := m− aとすると
2− sp,q
sp,q

a− 1

2
< b <

2− sp,q
sp,q

a+ 1

2

を満たす整数 bが存在する.

(2(a+ 1)− (2m− a− 1)sp,q)((2m− a+ 1)sp,q − 2(a− 1))

4sp,q
> 2 ⇐⇒ 2− sp,q

sp,q

a− 1

2
< b <

2− sp,q
sp,q

a+ 1

2

に注意すると, sp,q ∈ (1, 2)であるならば Fp,q(a,m) > Fp,q(1, tp,q + 1) = p− 1が成立する. □

注意 3.7 sp,q = 2u/(u + 1) (u ∈ N)であるならば, (2 − sp,q)/sp,q = 1/u. このとき, (a − 1)/2 ∈ Nである
ことに注意すると, (a− 1)/(2u) < b < (a+ 1)/(2u)を満たす整数 bは存在しない.

定理 3.6により, 定理 3.4の不等式関係を満たさない無限種類のクラスの例を構成できる:

例 3.8（S.） (p, q, r) = (4t(2t+ 1)k + 4t+ 1, (2t+ 1)(6t+ 1)k + 6t+ 2, 4t(6t+ 1)k + 12t+ 1)

((t, k) ̸= (2, 1))のとき, d(Σ(p, q, r)) > p− 1.

例 3.9（S.） (p, q, r) = (t(2t− 1)k + 4t− 1, t(3t− 1)k + 6t− 1, (2t− 1)(3t− 1)k + 12t− 5)

(tk ∈ 2Z, (t, k) ̸= (3, 2), (4, 1))のとき, d(Σ(p, q, r)) > p− 1.

3.3 d(Σ(F2k+1, F2k+2, F2k+3))の評価
Karakurt氏とŞavk氏により構成された Σ(p, q, r)の具体例の中で, 現状唯一 d不変量の値が完全には明ら

かではないクラスに {Σ(F2k+1, F2k+2, F2k+3)}∞k=1 がある (Fj は j 番目の Fibonacci 数). これらの一部に対
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し, 非自明な不等式評価を可能にした:

命題 3.10（S.） k ≥ 5かつ F2k+1 が奇数の場合に対して,

d(Σ(F2k+1, F2k+2, F2k+3)) ≥ FF2k+1,F2k+2
(3, 4) > FF2k+1,F2k+2

(1, tF2k+1,F2k+2
+ 1) = F2k+1 − 1.

[証明] F2k+1 ∈ 2Z+ 1 ⇐⇒ 2k + 1 = 6j − 1または 6j + 1 (j ∈ Z)が成立することに注意する.

lp,q = F2k, sF2k+1,F2k+2
= 2F2k/(F2k+1 − 1)であるから,

FF2k+1,F2k+2
(3, 4) =

(2− sF2k+1,F2k+2
)((3sF2k+1,F2k+2

− 2)nF2k+1
− 2)

sF2k+1,F2k+2

=
2(F2k−1 − 1)(F2k + F2k−2 − 1)

F2k
.

よって, F2k(FF2k+1,F2k+2
(3, 4)−FF2k+1,F2k+2

(1, 1)) = F2k−3F2k−2−3F2k+2である. k ≥ 5より 2k+1 ≥ 11

である. 2k + 1 = 11 のときは, F10(FF11,F12(3, 4) − FF11,F12(1, 1)) = 110 > 0 より主張が成立する.

2k + 1 ≥ 13 のとき, F2k−2 − 24 ≥ F10 − 24 = 31 > 0. Fj = Fj−1 + Fj−2 < 2Fj−1 (j > 3) を用いると
F2k(FF2k+1,F2k+2

(3, 4)−FF2k+1,F2k+2
(1, 1)) = F2k−3F2k−2− 3F2k+2 > F2k−3F2k−2− 24F2k−3+2 > 0. □

注意 3.11 k < 5かつ F2k+1 が奇数の場合は, lF2k+1,F2k+2
≤ F6 = 8より命題 3.3から

d(Σ(F2k+1, F2k+2, F2k+3)) = F2k+1 − 1.

系 3.12（S.） k ≥ 5かつ F2k+1 が奇数の場合に対して, Σ(F2k+1, F2k+2, F2k+3)は
Σ(F2k+1, (3F2k+1 − 1)/2, 3F2k+1 + 2)や Σ(F2k+1, 2F2k+1 − 1, 2F2k+1 + 1)とホモロジー同境ではない.

3.4 先行研究と本研究で得られた d(Σ(p, q, r))に対する結果
ここでは, pが奇数かつ概単純線形グラフを持つ d(Σ(p, q, r))に対する先行研究 [KŞ20]と本研究の結果を図

5にまとめる: lp,q = q − p ∈ [1, p− 1] ∩ Z であることに注意する.

1 2 19

(p+ 1)/4

(p+ 3)/4

(p− 1)/2

(p+ 1)/2

(p+ 3)/2

p− 2

p− 1
lp,q

図 5 青色が [KŞ20], 赤色が命題 3.3 で d(Σ(p, q, r)) が計算できた範囲である. 緑色は本研究で不等式関
係を満たさない例が得られた範囲である. 緑色と桃色の範囲は αp,q = 0 である場合 (命題 3.2) を除いて,

現時点で未解明の範囲である. 系 3.12以外にもホモロジー同境にならない 3次元 Brieskornホモロジー球
面の対が本研究で新たに得られていることが, この図から分かる.

4 結び目コンコーダンス群への応用
4.1 結び目コンコーダンス群の定義と背景
K0, K1 を有向結び目 (S1 から S3 への滑らかな埋め込みの像), K0#K1 をK0 とK1 との連結和とする.

定義 4.1（結び目のコンコーダンス性） あるシリンダー C (≃ S1 × [0, 1])が存在して,

・C ⊂ S3 × [0, 1],

・∂C = −(K0) ∪K1 が成り立つときに, K0 とK1 がコンコーダンスの関係にあるといい, K0 ∼c K1 と表す.

∼c は有向結び目全体上の同値関係である. 有向結び目K の ∼c による同値類を [K]∼c と表す.

定義 4.2（結び目コンコーダンス群） C := {有向結び目 }/(isotopy, ∼c)は加法の演算
[K0]∼c

+ [K1]∼c
:= [K0#K1]∼c

により可換群になる ([O]∼c
: C の単位元 (O: 自明な結び目), [−K]∼c

: C の
[K]∼c

に対する逆元). C を結び目コンコーダンス群という.
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CTS を位相的にスライスな結び目で生成される C のコンコーダンス部分群とする.

p, q, r が全て奇数であるとき, プレッツェル結び目 K(−p, q, r) 上で分岐される S3 の 2 重分岐被覆が
Σ(p, q, r)である. 定理 2.10の証明で使われたゲージ理論の手法により以下が示された:

定理 4.3（Endo [End95]） Kn がプレッツェル結び目K(−2n− 1, 4n+ 1, 4n+ 3),

K(−2n− 1, 2n+ 3, 2n2 + 4n+ 1), K(−2n− 1, 2n+ 5, n2 + 3n+ 1),

K(−4n− 1, 6n+ 1, 12n+ 5), K(−4n− 3, 6n+ 5, 12n+ 7)のいずれかなら,

CTS >
∞⊕
n=1

Z[Kn].

注意 4.4 [Hom15]での研究が基になって, CTS が Z∞ 直和因子を持つことが示されている. また, C は Z∞
2 直

和因子を持つことが保証されている. 問題 2.14と同様に「C が Z∞ ⊕ Z∞
2 と同型になるか」も未解決である.

注意 4.5 定理 4.3にあるK(−p, q, r)に対応する Σ(p, q, r)の d不変量は [KŞ20]の Theorem 1.3または命題
3.3により d(Σ(p, q, r)) = (tp,q + 1)(np + αp,q)である.

定理 2.13で Θ3
Z の Z∞ 直和因子を構成することにより, 定理 4.3で構成された CTS で Z∞ 部分群を生成する

プレッツェル結び目の無限系列の一部が, CTS で Z∞ 直和因子を生成することが判明した:

系 4.6（Karakurt–Şavk [KŞ22]） ある非自明な CTS の Z部分加群 A1, A2 が存在して,

CTS = A1 ⊕
∞⊕
n=1

Z[K(−4n− 1, 6n+ 1, 12n+ 5)] = A2 ⊕
∞⊕
n=2

Z[K(−4n− 3, 6n+ 5, 12n+ 7)].

4.2 結び目コンコーダンス群 C に対する結果
n を正の整数とし, (pn, qn, rn) を 1 < pn < qn < rn, gcd(pn, qn) = gcd(qn, rn) = gcd(rn, pn) = 1,

pnqn + pnrn − qnrn = 1を満たす Z3 の元とする (n ∈ N). pn, qn, rn が全て奇数であるとき, K(−pn, qn, rn)
は Alexander 多項式が ∆K(−pn,qn,rn)(t) = ((−pnqn + qnrn − rnpn)(t − 1)2 + (t + 1)2)/(4t) = 1 になるプ
レッツェル結び目である. また, この場合は常に Fintushel–Stern不変量 R(pn, qn, rn)は 1になり, 特に 0よ
り大きいことから, 定理 4.3の証明を紐解くと実際には次が成立する:

定理 4.7（Endo [End95]） pn, qn, rn を奇数とする. 全ての正の整数 nに対して,

pnqn + pnrn − qnrn = 1かつ pnqnrn < pn+1qn+1rn+1 を満たすとき
CTS >

∞⊕
n=1

Z[K(−pn, qn, rn)].

例 3.8と例 3.9を参考にすると, 定理 4.7から次が成り立つ:

定理 4.8（S.） (pt,k,1, qt,k,1, rt,k,1) = (4t(2t+ 1)(2k + 1) + 4t+ 1, (2t+ 1)(6t+ 1)(2k + 1) + 6t+ 2,

4t(6t+ 1)(2k + 1) + 12t+ 1),

(pt,k,2, qt,k,2, rt,k,2) = (2t(2t − 1)k + 4t − 1, 2t(3t − 1)k + 6t − 1, 2(2t − 1)(3t − 1)k + 12t − 5) のとき,

CTS >
∞⊕
k=0

Z[K(−pt,k,1, qt,k,1, rt,k,1)], CTS >
∞⊕
t=1

Z[K(−pt,k,2, qt,k,2, rt,k,2)].

注意 4.9 (t1, k1, i1) ̸= (t2, k2, i2) =⇒ (pt1,k1,i1 , qt1,k1,i1) ̸= (pt2,k2,i2 , qt2,k2,i2)が成り立つことは,

(t1, i1) ̸= (t2, i2) =⇒ spt1,k1,i1
,qt1,k1,i1

̸= spt2,k2,i2
,qt2,k2,i2

と (t1, i1) = (t2, i2)かつ k1 ̸= k2

=⇒ pt1,k1,i1 ̸= pt2,k2,i2 であることから従う. t, k の固定の仕方は無限通りあるので, 定理 4.8は CTS の具体
的な Z∞ 部分群を可算無限通り検出している.
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結び目ホモロジーとシンプレクティック・コンタクト幾何学

飯田暢生

2025年 1月 30日

概要

種々の結び目ホモロジーのサーベイを行い, さらに 筆者らの共同研究で Z2 同変 Seiberg–Witten理論を用いて新しく導

入した結び目コホモロジー理論およびそれから構成されるスライス-トーラス不変量 qM について概説する.

3次元多様体 Y 内の成分数 l の絡み目とは, l 個の S1 の非交和の S3 への埋め込み L : qlS1 ↪→ Y のことをいい, その中
でも成分数 lが 1であるものを Y 内の結び目という. 例えば, l枚の D2 の滑らかな埋め込み qlD2 ↪→ Y の境界である絡み
目を Y 内の l 成分の自明絡み目 (unlink)といい Ul ⊂ Y と書く. 特に成分数 l が 1であるものを自明結び目 (unknot)とい
い, U ⊂ Y と書く. 結び目を (up toアイソトピーで)分類すること, 結び目の不変量を構成したりそれらの代数的性質や幾
何との関係を調べることは結び目理論における基本的な問題であり, 組み合わせ的アプローチ, 幾何的なアプローチなどさま
ざまな研究方法がある. また, 結び目は, 低次元トポロジーにおいて, 分岐被覆やさまざまな手術 (例えば, 3 次元多様体の
Dehn手術, T 2 ×D2 が埋め込まれた 4次元多様体の Fintushel-Stern手術はその代表例である)を通して, 豊富な具体例や
問を提供する. 本稿では 4次元の視点および, シンプレクティック・コンタクト幾何の視点で結び目理論を論じたい.

*1

1 結び目理論のサーベイ: 4次元& シンプレクティック・コンタクト幾何の視点から

1.1 Seifert曲面/種数 (絡み目の種数)と, Murasugi曲面/種数 (4-ball種数, スライス種数), その古典的アプローチ

最も基本的で盛んに研究されているのは Y = S3 内の絡み目であり, 以下これを考える. 与えられた有向絡み目 L ⊂ S3 の
Seifert曲面とは, S3 に滑らかに埋め込まれた有向曲面 S であって, ∂S = Lであるもののことをいい, LのMurasugi曲面
とは, D4 に滑らかかつ properに埋め込まれた有向曲面 S であって, ∂S = Lであるものをいう.
結び目 K の連結 Seifert 曲面の種数の最小値は Seifert 種数 (あるいは単に結び目/絡み目の種数) とよばれ, ここではこ

れを g3(K)と書く. 結び目 K の連結Murasugi曲面の最小値は 4-ball種数 (あるいはスライス種数, Murasugi種数)とよ
ばれ, ここではこれを g4(K) と書く. g3, g4 の有向絡み目への拡張を考えるとき, 連結な曲面に限る場合もあれば (closed
component を持たない) 非連結な曲面を許して考える場合もあり, 種数概念にもさまざまな可能性があり得る. 連結な
Seifert/Murasugi曲面を考える際には, 同様に種数の最小値を g3(L), g4(L)のように書くことにする. 非連結な曲面を許し,
Euler数 χ(S)の最大値 χ3(L), χ4(L)を考えるというのはまた一つの立場である. 後述する locally flatなものに対しても
同様である. Murasugi曲面の定義で, 滑らかな埋め込みの代わりに, locally flatな埋め込み*2 を考えたバージョンは位相的
4-ball種数とよばれ, ここでは gtop4 (K)と書く. これらは向き付き絡み目のアイソトピー不変量であり, 全ての成分の向きを
一斉に逆にしても不変であるが, 個々の成分の向きには依存することに注意する. Seifertのアルゴリズムにより, Seifert曲
面は少なくとも一つは存在する. また, Seifert曲面が一つあったとき, それに T 2 を連結和することで, 種数が 1だけ大きな
ものを作ることができるので, Seifert種数の最小値 g3(K)を知ることは, 種数のとりうる値の全体を知ることと等価である.

g4(K), gtop4 (K)についても同様である.
任意の結び目K(あるいは有向絡み目)に対し不等式

gtop4 (K) ≤ g4(K) ≤ g3(K)

が成り立つことは容易にわかる. 実際, 一つ目の不等式は定義から明らかであり, 二つ目の不等式は Seifert曲面が与えられ
たとき, それを D4 の内部に押し出して, 同じ種数を持つMurasugi曲面が作れることからわかる.

♠ 1.1.1 曲面コボルディズムとコンコーダンス群, スライス結び目
L0, L1 ⊂ S3 を二つの有向絡み目とする. 曲面コボルディズム S : L0 → L1 とは, 滑らかかつ properに埋め込まれた曲面
S ⊂ [0, 1] × S3 であって, S ∩ {i} × S3 = Li, (i = 0, 1)かつ向き込みで ∂S = −L0 q L1 となっているもののことをいう.

*1 謝辞: 議論やコメント, 指摘, 質問への回答をしてくださった, 谷口正樹さん, 佐藤光樹さん, 佐野岳人さん, 磯島司さん, 鈴木龍正さん, 古田幹雄先
生に感謝を申し上げる.

*2 曲面の位相的 4 次元多様体への proper な C0 埋め込み Σ ↪→ X が locally flat であるとは, Σ の各点が X におけるある近傍 U であって,

(U,U ∩ Σ) が (R4,R2) に同相な (境界の点では (R4
+,R2

+) に同相な) 近傍を持つことをいう. locally flat な部分多様体の法束とは, ベクトル束
E → Σ と埋め込み E → M であって, ゼロ切断が Σ の埋め込みに一致しかつ, E は拡大可能 (extendable), すなわち, E が別のベクトル束
F → Σ に open unit disk bundle として埋め込まれているならば, E → X は埋め込み F → M に拡張できることをいう. 位相的 4 次元多様体
の locally flat proper 部分多様体は, 法束をもち, それは ambient アイソトピーを除いて一意であることが知られている. [15] の 1.6.1 節や [40]

の 9.3節を参照. なお, 単にMurasugi曲面の定義において, D4 への埋め込みを (locally flatを課さずに)C0 に変えただけでは, 結び目K のコー
ンをとることで種数の最小値は常にゼロとなってしまい, 興味深いものではなくなってしまう.
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ここで, 絡み目 L ⊂ S3 に対し, その向きを逆向きにしたものを Lr, Lの鏡像を m(L)とかき, −L = m(Lr)(これはしばし
ば Lのコンコーダンス逆とよばれる)と書いた. 有向結び目 K0,K1 ⊂ S3 に対し, 連結な種数 0の (i.e. アニュラスに同相
な)曲面コボルディズム A : K0 → K1 が存在するとき, K0 と K1 はコンコーダントであるという. *3 これは同値関係であ
り, K0 とK1 がコンコーダントであることと g4(K0#−K1) = 0であることは同値であることが確かめられる. また, g4 は
明らかにコンコーダンス不変である. 集合

C = {S3内の有向結び目 }/コンコーダント

は, 連結和を加法, コンコーダンス逆を逆元とするアーベル群の構造を持つ. これをコンコーダンス群という.
結び目 K ⊂ S3 であって, g4(K) = 0を満たす, すなわち, 種数 0の連結Murasugi曲面 (スライス円版)を持つものは豊
富に存在する. *4 そのような結び目をスライス結び目とよぶ. 例えば, 任意の有向結び目 K に対し K#(−K)はスライス結
び目である.　同様に gtop4 (K) = 0である結び目K ⊂ S3 を位相的スライス結び目とよぶ. 「スライス結び目=自明結び目に
コンコーダントな結び目=コンコーダンス群の単位元を代表する結び目」である.
コンコーダンス群やスライス結び目は Fox-Milnorが 1960年台に導入した [39].

♠ 1.1.2 絡み目解消数 (Goridan数)

l 成分絡み目 L ⊂ S3 に対し, それを crossing change により unlink Ul にするために必要な crossing change の最小数は
絡み目/結び目解消数 (あるいは, Gordian数)とよばれ, これを u(L)と書く. これは, 向きによらないアイソトピー不変量
である. 結び目 K ⊂ S3 に対し, u(K) の定義に出てくるような crossing change の列は, [0, 1] × S3 内に U から K への
immersed コボルディズムを定め, これを改変することで, 種数 u(K)の有向Murasugi曲面を構成できる. よって,

g4(K) ≤ u(K)

が成り立つ. *5

与えられた結び目 K ⊂ S3 に対し g3(K), g4(K), u(K)などを決定することは古典的問題である. 現在では, KnotInfoな
どで, 多くの結び目に対するこれらの値を知ることができる.

♠ 1.1.3 例: 代数的絡み目, 特にトーラス絡み目/結び目

絡み目の例として, 代数的絡み目というクラスを説明する. f(x, y) : (C2, 0)→ (C, 0)を既約多項式あるいは異なる既約多項
式の積であって, 原点での微分がゼロであるものとする.*6 S3

δ ⊂ C2 を半径 δ > 0を持つ球面とする. このとき, 部分空間

Lf = {(x, y) ∈ C2|f(x, y) = ε} ∩ S3
δ

は十分小さな ε ≥ 0, δ > 0に対し絡み目をなし, そのアイソトピー類が一意に定まる. このような絡み目を代数的絡み目とい
う. *7 さらに,

Mf = {(x, y) ∈ C2|f(x, y) = ε} ∩D4
δ

は ε = 0 では特異点を持つが, 十分小さな ε > 0 に対しては連結かつ滑らかとなり, Murasugi 曲面を与える. これを f の
Milnorファイバーという. Lf にはMf の複素構造から定まる向きの境界としての向きを与える. 特に, 正の整数 p, q に対
し, f(x, y) = xp − yq の場合の Lf を Tp,q とかき, トーラス絡み目とよぶ. これは成分数 l = gcd(p, q)を持つ絡み目であり,
特に, pと q が互いに素ならば結び目であり, トーラス結び目とよばれる. Tp,q は 2次元トーラス内で, メリディアン方向に
p周する間にロンジチュード方向に q 周する軌跡として描くこともできる.
Boileau–Weberによる, Milnor予想と Thom予想に関するフランス語のサーベイ [19]が書かれた 1984年の時点では代
数的絡み目 Lf に対し,

g4(Lf ) ≤ u(Lf ) ≤ g(Mf )

g4(Lf ) ≤ g3(Lf ) = g(Mf )

がわかっていた. 前者はブレイド表示から具体的に解消手順を与えることで確かめられる. 後者は, Milnor のファイブ
レーション定理により (トーラス絡み目を含む)代数的絡み目はファイバー絡み目であり, さらに Stallingsのファイブレー
ション定理により g3 はそのファイバーの種数に等しいという事実から従う. しかし, この時代には, これより種数の小さ
な Murasugi 曲面が存在するか, あるいは, これより少ない crosssing change で絡み目を解消できるか, という問いに答え
ることはできなかった. 後述するが, 代数的絡み目の 4-ball 種数の下からの評価 g(Mf ) ≤ g4(Lf ) を初めて示したのは
Kronheimer–Mrowkaであり, その証明はゲージ理論に基づく. 特に, トーラス絡み目に対し

g4(Tp,q) =
(p− 1)(q − 1) + 1− l

2

*3 有向絡み目に対してはコンコーダントの概念が複数ある. ここでは有向結び目に限って考える.
*4 なお, 結び目 K ⊂ S3 であって, g3(K) = 0 であるもの, すなわち種数 0 の Seifert 曲面を持つものは unknot のみである. 絡み目 L に対しては
g3(L) = 0である絡み目のアイソトピー類は一意ではない. 例えば, Hopf linkは種数 0の連結 Seifert曲面を持つ.

*5 絡み目に対しては一般にこうしてできるMurasugi 曲面は連結とは限らないのでここでは除いて考えた. [19] ではラージMurasugi 種数という概
念を用いて不等式 g4(K) ≤ u(K)の有向絡み目への拡張を考察している.

*6 これにより原点が孤立特異点であることが保証される. Milnorの教科書　 [115]の 10章を見よ.
*7 代数的結び目の up to isotopyでの分類は Bonahon–Siebenmann の unpublished work である「The classification of algebraic links」で与
えられ, Eisenbud–Neumannの本 [34]」に載っている. 全ての代数的結び目はある iterated torus knotにアイソトピックである. iterated torus

knot とは, 結び目 K に対して Cp,q(K) を, K の管状近傍の境界上, メリディアン方向に p 周する間にロンジチュード方向に q 周するときの軌跡
として得られる結び目とする, という操作を unknotから繰り返していって得られる結び目のことである.
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が成り立つ. トーラス結び目, すなわち成分数 l = gcd(p, q)が 1である場合のこの等式はしばしばMilnor予想とよばれる.
*8

♠ 1.1.4 古典的アプローチ 1. Alexander多項式
結び目 K ⊂ S3 の Alexander多項式 ∆K(t) ∈ Z[t±1](これは Z[t±1]の単元倍 (±tk 倍)の不定性を除いて定まり, ここでは
規格化は t↔ t−1 について対称かつ∆K(1) = 1という規格化を採用する)は, 1920年代に Alexanderにより発見された, 結
び目の多項式不変量である. 定義の仕方にはいくつかあり, 例えば, Seifert行列を用いるものやスケイン関係式を用いるもの
がある. 結び目に対しては, M をK の一つの Seifert行列として

∆K(t) =
(
Mt1/2 −MT t−1/2

)
で与えられる. Alexander多項式の次数 deg(∆(t))を最大次数と最小次数の差として定義する. 不等式

2gtop4 (K) ≤ deg(∆(t)) ≤ 2g3(K)

が知られている. 二つ目の不等式は古典的に知られていた. 一つ目の不等式は比較的新しく 2015 年に Feller[37] により
示されたもので, 「Alexander 多項式が自明 (i.e. ∆K(t) = ±1) な結び目は位相的スライスである」という 1980 年代の
Freedmanの結果*9の拡張である. *10 *11

Fox–Milnor[39]は スライス結び目K ⊂ S3 の Alexander多項式は, ある f(t) ∈ Z[t±1]に対して ∆K(t) = f(t)f(t−1)と
書くことができることを示した. 特に, 結び目行列式 detK = ∆K(−1) は平方数となる. 例えば, 8 の字結び目 41 に対し
ては det41 = 5 でありこれは平方数でないので, g4(41) ≥ 1 である. 絵から明らかに u(41) ≤ 1 であるから, g4 ≤ u より,
g4(41) = u(41) = 1がわかる.

*12

♠ 1.1.5 古典的アプローチ 2. 絡み目符号数 (Murasugi–Trotter符号数)

ゲージ理論以前に g4(L), g
top
4 (L)を下から評価するやり方としてよく知られていたのは絡み目符号数 (Murasugi–Trotter符

号数)σ(L)である. その一つの定義と, その種数評価の導出を説明する. 有向絡み目 L ⊂ S3(成分数を |L|と書く)の locally
flatな連結有向Murasugi曲面 S ⊂ D4 に対し, その Z2 分岐被覆

Σ2(S) = S ×D2 ∪h E2(S)

を考える. ここで, E2(S)→ E(S)は S の外部空間D4−
◦
N(S)の Z2被覆であり, 貼り合わせ写像 h : ∂S×D2∪S×∂D2 →

∂E2(S)は ∗×∂D2が S のメリディアンのリフトに写るようなものである. 4次元多様体 Σ2(S)の境界は, 同様に構成される
Lの Z2 分岐被覆 Σ2(L)であり, det(L) = |∆L(−1)| 6= 0ならばこれは QHS3 になることが知られている. (ちなみに結び
目は det(L) > 0を常に満たす.) 有向絡み目 Lの符号数 σ(L)は Σ2(S)の 4次元多様体としての符号数 σ(L) := σ(Σ2(S))

*8 Milnorが教科書 [115]の 10章において, 原点に孤立特異点を持つ多項式函数 f(x, y) : (C2, 0) → (C, 0)に対し, 「二重点の個数」とよばれる δf
という量を導入, それが f に付随する代数的絡み目 L = f−1(0) ∩ S3

δ の絡み目解消数 u(L)に等しいかを問うたのがMilnor予想の由来である.

Milnorはその教科書中で δf =
µ+|L|−1

2
を示した. ここで, µ = b1(Mf )であり, |L|は絡み目 Lの成分数である. Boileau–Weberのサーベイ

[19]によると, 一方, Pinkhamは u(L) ≤ δf を示した. Boileau–Weberは Bennequinとの議論に基づき, この Pinkhamの定理にブレイドを用
いた初等的な証明を与えた. なお, Kronheimer–Mrowkaの議論は, Milnorの元の問いにも肯定的に答えるものである. 一方で, トーラス結び目に
対する

g4(Tp,q) =
(p− 1)(q − 1)

2

だけから, より一般の slice-Bennequin 不等式を導くことができ, 特に代数的絡み目に対する g4(Lf ) = g(Mf ) が従うことが, Rudolph [141] に
より示された. なので, トーラス結び目の 4-ball種数の公式をMilnor予想とよぶことも, Kronheimer–MrowkaがMilnor予想を解決したという
ことも妥当であるといえよう.

*9 Freedman のこの結果に関する議論が修正されていった経緯や証明については Garoufalids–Teichner の [45][15] を参照. 証明には 4 次元位相多
様体論の深い結果である disk embedding theorem を用いる.

*10 Gompf [48] は, Alexander 多項式が自明な結び目のうち, 三葉結び目 T2,3 のWhitehead ダブルや (−3, 5, 7) プレッツェル結び目を含むいくつ
かの結び目はスライスでないことをゲージ理論を用いて示した (これは後述する Rasmussen不変量を使って組み合わせ的な別証明を与えることが
できる). さらに彼は, 位相的にスライスかつスライスでない結び目の存在からエキゾチック R4 の存在を従うことも示した. これは, (トレース埋め
込み定理「結び目 K ⊂ S3 がスライス (resp. 位相的スライス)であること, 0-trace X0(K)K = D4 ∪K,0 (2ハンドル)が R4 に滑らかな (resp.

位相的) 埋め込みを持つことは同値」の帰結である. R4 への X0(K) の位相的埋め込みの像の補空間 (これは非コンパクトなので微分構造を持つ)

とX0(K)を貼り合わせてエキゾチック R4 が構成される. 詳細は例えば Gompf–Stipsicz の教科書 [49]の 522ページを見よ.)も示した. (例えば
[42]やMathoverflowの「Slice knots and exotic R4」を見よ.)

*11 一方で, 位相的スライスであるが, Alexander 多項式が非自明な (より強く Alexander 多項式が非自明な結び目に smoothly コンコーダントです
らない)結び目が豊富に存在することが 2012年に Hedden–Livingstone–Ruberman[57]により示された.

*12 なお, 41#41 はスライス結び目であることが確かめられる. すなわち, 41 はコンコーダンス群において位数 2 である. この例は, g4 が結び目の連
結和に対して一般には加法的でないことを意味している. 一方で, 結び目の連結和に対する劣加法性 g4(K#K′) ≤ g4(K) + g4(K′)は容易に確か
められる. 一般に, 結び目の Seifert 種数 g3 は連結和に対して加法的である (i.e. g3(K#K′) = g3(K) + g3(K′)) ことが知られている. (証明は
例えば Lickorishの教科書 [102]の定理 2.4をみよ) このことは, 直ちに, 連結和について加法的逆が存在する結び目は unknotのみであることを意
味する.

結び目の Gordian数 uが加法的であるかは未解決問題である (u(K#K′) ≤ u(K) + u(K′)は明らかである).

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

134



として定義される. *13 b2(Σ2(S)) = b1(S) = 2g(S) + |L| − 1が Euler数のMayer–Vietoris propertyにより計算でき, 定
義から σ(Σ2(S)) = σ(L)であるから

b±(Σ2(S)) =
b1(S)± σ(L)

2
= g(S) +

|L| − 1± σ(L)
2

が成り立つ. これはゼロ以上であるから

g(S) ≥ |σ(L)|+ 1− |L|
2

が成り立つ. よって,

(g4(L) ≥)gtop4 (L) ≥ |σ(L)|+ 1− |L|
2

を得る.
結び目の符号数は, 結び目の射影図Dから定まる Goeritz行列 GD と正負の交点数 n± を用いて Gordon–Litherandの公
式 σ(K) = σ(GD) + n+ − n− により組み合わせ的に計算できる. 例えば [114]の 3章を見よ. 符号数は連結和に対して加法
的である. 計算例として, σ(T2,3) = ±2, σ(#nT2,3) = ±2nである. このことから n ≥ 1に対し #nT2,3 はスライスではな
い (すなわち T2,3 のコンコーダンス群における位数は無限大である)ことがわかる. 結び目の符号数を用いて, T2,q を含むい
くつかのトーラス結び目に対しMilnor予想を証明することができたが, 全てのトーラス結び目について最善の下界が得られ
たわけではなかった. また, Murasugi–Trotter符号数には, Tristram–Levine符号数という一般化があるがここでは紹介し
ない.

1.2 ゲージ理論: Milnor予想と Thom予想の解決

1982年, Donaldsonが ASD(インスタントン)方程式という物理学に由来する非線形偏微分方程式の 4次元トポロジーへの
最初の応用を見出した (対角化定理). それ以来, ASD 方程式が 4 次元トポロジーに盛んに応用されるようになった. これ
を Donaldson理論とよぶ. Donaldsonは後に Donaldson不変量とよばれる微分同相不変量を導入した. ここでは, 少し後
の時代になって U(N) 束に一般化されたバージョンの Donaldson 不変量を説明する. b+ ≥ 2 である有向閉 4 次元多様体
X の U(N)Donaldson 不変量は, X 上の U(N) 束 P と, ASD モジュライ空間上のコホモロジー類を指定するデータとし
て A(X) = Sym∗(H0(X;Q)⊕H2(X;Q))⊗ Λ∗H1(X;Q)の N − 1回テンソル積の元 (と N が偶数のときには homology
orientationという符号を決めるためのデータ)を固定するごとに有理数が定まるという不変量である. すなわち,

DN
X,P : A(X)⊗(N−1) → Q

という関数である. そのようなバンドルと A(X)⊗(N−1) の元の選び方は無限個あるが, N = 2 では Kronheimer–Mrowka
が, 多くの 4次元多様体X に対してはそれらが有限個のデータ*14で決定されるという, Donaldson不変量の構造定理を証明
し, その副産物として, 随伴不等式という, X 内の有向閉曲面に対する種数評価を得た. [86][89][88] これは特にK3曲面に対
しては次の結果を与える. 「滑らかに埋め込まれた種数 g ≥ 1の連結有向閉曲面 Σ ⊂ X であって, [Σ] · [Σ] ≥ 0であるもの
に対し, [Σ] · [Σ] ≤ 2g − 2が成り立つ.」この K3曲面に対する随伴不等式と, K3曲面が CP 2 の分岐被覆であるという事実
を用いて, 代数的絡み目の 4-ball種数の下からの評価 g(Mf ) ≤ g4(Lf )が得られ, Minor予想 g(Mf ) = g4(Lf ) = u(Lf )は
解決した. *15 *16

1994 年, 物理学者 Witten [152] は, N = 2 超対称ゲージ理論に関する Seiberg との共同研究に基づき, Seiberg–
Witten(SW) 方程式とよばれる新しい非線形偏微分方程式を導入し, その解のモジュライ空間を用いて SW 不変量を導入
した. Seiberg–Witten 方程式の解析は ASD 方程式の解析よりずっと簡単であり, その上 Donaldson 不変量やそれまで
Donaldson理論で得られてきた 4次元トポロジーの結果の多くが, より簡単にあるいはより強力な形で証明できることが明
らかになっていった. その代表例として, SW理論が登場するとすぐに, Kronheimer–Mrowkaにより Thom予想が証明さ
れた [87]. Thom予想は, CP 2 内のホモロジー類 d[CP 1] , (d ≥ 1)を代表する滑らかに埋め込まれた種数 g ≥ 1の連結有向
閉曲面 Σは

g ≤ (d− 1)(d− 2)

2
= g(Sd)

を満たすという主張である. ここで, Sd ⊂ CP 2 は d次の斉次方程式 xd + yd = 0で表される複素曲線である. Thom予想か
らMilnor予想が従うことは古典的に知られていた (例えば [19]参照)ので, Milnor予想の再証明を与えたことにもなる. *17

これで, Milnor予想は解決したのであるが, この手法は代数的絡み目の複素代数幾何的な特殊性に依存するものであった.
Milnor予想や Thom予想が重要視されてきたのは, 代数幾何学と低次元トポロジーにまたがる問題であるというのが一つの
理由であろう. 従って, その先の自然な発展の方向性としては,

*13 これが Murasugi 曲面 S の選び方によらないことは次のように確かめられる. 二通りの Murasugi 曲面 S1, S2 があったとき, 埋め込まれ
た曲面 S1 ∪L −S2 ⊂ S4 はある 3 次元多様体 H ⊂ D5 の境界となり, 符号数の同境不変性と Novikov 加法性より 0 = σ(∂Σ2(H)) =

σ(Σ2(S1))− σ(Σ2(S2))である.
*14 後に, Wittenはこれらは本質的に後述する SW理論から定まるデータ (SW不変量と SW基本類)であると予想した (Witten予想).
*15 最近 Daemi–筆者–Scaduto [27]は N = 3の場合の構造定理を証明し, やはり同様にMilnor予想の証明が得られることを確認した.
*16 歴史的により正確に述べるならば, 特異インスタントンを使った構造定理の元の証明で用いられる一部だけの議論で K3 曲面に対しては随伴不等式
を証明することができ, それを用いてMilnor予想が証明された (この時点では basic classの概念は見出されていなかった). その後で, その議論を
拡張することで単純型 4次元多様体に対する構造定理および随伴不等式が証明された.

*17 なお, Donaldson 理論で Thom 予想を証明することは現在でもなされていない. これは b+ = 1 である 4 次元多様体の Donaldson 不変量が難し
いためであると考えられる.
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• シンプレクティック, コンタクト幾何学は, 複素代数幾何学のカテゴリーよりも広く, 複素幾何的な硬さと可微分のカ
テゴリーのような手術で扱える柔らかさの両面を持つ. これらの幾何構造の低次元トポロジーにおける位置付けはど
のようなものであるか?
• 代数的絡み目に限らないより広いクラスの絡み目を系統的に, (特に, 組み合わせ的に)調べる手法を開発せよ.

ということが挙げられる. 例えば前者については, Taubes によるシンプレクティック多様体上の SW 不変量の研究や,
Ozsváth–Szabóが Thom予想の一般化として, シンプレクティック Thom予想, すなわち 「シンプレクティック閉 4次元
多様体内の連結シンプレクティック曲面はそのホモロジー類を代表する滑らかに埋め込まれた連結有向曲面の中で種数を最
小化する」主張を SW理論を用いて証明したこと [123]や, Rudolphによる slice-Bennequin不等式の証明, 種々の Floerホ
モロジーに値を取るコンタクト構造の不変量が導入されたことが挙げられる. 後者についてはこれから見るように, 種々の結
び目ホモロジー理論の研究は現在まで続く低次元トポロジーにおける大きな流れになっている.

1.3 シンプレクティック構造とコンタクト構造

Rudolph が証明した, slice-Bennequin 不等式は, コンタクト構造を用いて 4-ball 種数の下からの評価を与えるもので,
Milnor予想の一般化である. これを説明するために, ここではシンプレクティック・コンタクト構造を, 4次元と 3次元を中
心に説明する.

定義 1.1. 1. X を偶数次元 2nを持つ可微分多様体とする. X 上のシンプレクティック構造とは, X 上の閉 2形式 ω で
あって, ωn がどの点でもゼロでないもののことをいう. ωをシンプレクティック形式とよぶ. このとき, ωn はX の多
様体としての向きを定めることに注意する.

2. Y を奇数次元 2n+1を持つ可微分多様体とする. Y 上のコンタクト構造とは, ランク 2n部分束 ξ ⊂ TY (すなわち, Y
上の余次元 1接分布)であって, ある 1形式 λであって, λ ∧ (dλ)2n がどの点でもゼロでないもののことをいう. λを
コンタクト形式とよぶ. 商直線束 TY/ξ の向きを ξ の coorientationとよぶ. ここでは, coorientationを固定し, λの
取り方に対する条件として, λが与える自明化 TY/ξ → Rが向きを保つことを課す. これにより, λの取り方の不定性
は, ちょうど正の関数倍で尽くされる. また, λ ∧ (dλ)2n の向きは Y の多様体としての向きを定めることに注意する.

シンプレクティック構造の由来は物理の古典力学や Kähler 幾何にある. コンタクト構造のさまざまな由来は例えば
Geigesの教科書 [46]を参照するとよい. シンプレクティック多様体同士の連結和は一般にはシンプレクティック構造を持た
ない. シンプレクティック 2n次元多様体を, 余次元 1部分多様体に沿って切りはりする操作を, シンプレクティック構造込
みで行うとき, その切り口の 2n− 1次元のコンタクト構造を考察することが, 便利であることが多い. しかし, 本稿ではこの
側面は重要でないので詳細は説明しない. また, 境界付きシンプレクティック 2n次元多様体 (X,ω)の境界には勝手にコン
タクト構造が誘導されるというわけではないのだが, 境界上にコンタクト構造 ξ が与えられているとき, ω と ξ にはいくつか
のクラスの整合性条件が定義される. この意味で, コンタクト多様体はシンプレクティック多様体の境界条件的な役割を果た
す. 本稿で用いる整合性条件は, 3, 4次元における次の定義である.

定義 1.2. (Y, ξ)を閉コンタクト 3次元多様体, (X,ω)を ∂X = Y であるシンプレクティック 4次元多様体とする. (X,ω)
が (Y, ξ)の弱シンプレクティック充填であるとは, ω|ξ > 0であることをいう. (X,ω)が (Y, ξ)の強シンプレクティック充
填であるとは, Y のカラー近傍上定義され, Y 上外向きである Liouvilleベクトル場 v (i.e. Lvω = ω)であって, λ = ιvω が
ξ のコンタクト形式になっているようなものが存在することをいう.

強シンプレクティック充填ならば弱シンプレクティック充填であることが確かめられる.
次に, シンプレクティック, コンタクト多様体の部分多様体には, いくつかの特別なクラスがあることを説明する. ここで

は, この予稿に関係する 3, 4次元での定義に限って書く.

定義 1.3. • (X,ω)をシンプレクティック 4次元多様体とする. S ⊂ X を properかつ滑らかに埋め込まれた 2次元部
分多様体とする. S がシンプレクティック曲面であるとは, ω|S が S 上シンプレクティック形式であることをいい, S
が Lagrange曲面であるとは, ω|S = 0であることをいう.
• (Y, ξ)をコンタクト 3次元多様体とする. L ⊂ Y を滑らかに埋め込まれた絡み目とする. Lが transverse linkである
とは, K のすべての点で接ベクトル L̇が ξ に横断的に交わることをいい, Lが Legendrian linkであるとはK のすべ
ての点で L̇が ξ に接する (i.e. L̇ ⊂ ξ である)ことをいう.

ξ の coorientationは, 条件 λ(Ṫ ) > 0により, transverse link T に向きを定める. この向きを与えた transverse link
を正の transverse linkとよぶ. 以下では, 断らない限り, transverse linkといったら正のもののことを指す.

♠ 1.3.1 transverse knotの古典的不変量 slと, Legendrian knot の古典的不変量 tb, rot

ここでの解説は Etnyre のサーベイ [35] や Ozsvath–Szabo–Thurston の [131] 2 節に従う. (Y, ξ) を閉コンタクト 3 次元
多様体, T ,L ⊂ (Y, ξ = Kerλ) をそれぞれ, positive transverse knot, 有向 Legendrian knot とする. これらの knot には
Seifert曲面 Σ ⊂ Y (向きが与えられていて, 結び目を向きこみで境界に持つようなもの)が与えられているとする (特に, ヌ
ルホモロガスな結び目であることが仮定されている).
positive transverse knot T に対し, self-linking numberとよばれる不変量 slΣ(T )が, 相対 Chern数

slΣ(T ) = −〈c1(ξ, ~n), [Σ, ∂Σ]〉
として定義される. ここで, ~nは Σの外向き法ベクトルであって ξ ∩ TΣに含まれるものである.
有向 Legendrian knot L に対し, 二つの不変量, Thurston–Bennequin 不変量 tbΣ(L)(L の向きに非依存) と, rotation

number rotΣ(L)(L の向きに応じて符号が変わる) が定義され, これら二つの不変量は, Legendrian knot の古典的不変量
(classical invariant)とよばれる. Thurston–Bennequin不変量は, Lに定まる二つの framingの差

tbΣ(L) := (ξが定める contact framing)− (Σが定める surface framing)

として定義され, rotation numberは, 相対 Chern数

rotΣ(L) := 〈c1(ξ, L̇), [Σ, ∂Σ]〉

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

136



として定義される. *18 classical invariantの定義は, Legendrian/transverse linkにも自然に拡張できる.

♠ 1.3.2 transverse-push off

与えられた有向 Legendrian knot Lに対し, それを「管状近傍において少しずらす」ことで C∞ 位相においていくらでも近
い positive transverse knot T+(L)が構成でき, この構成により写像

T+ :
{(Y, ξ)内の Legendrian knot}

Legdenrian isotopy
→ {(Y, ξ)内の transverse knot}

transverse isotopy

が well-definedに定まる. T+(L)は Lの transverse-push offとよばれる. また, Legendrian knotの negative stabilisation
という改変操作があり,

T+ :
{(Y, ξ)内の有向 Legendrian knot}

Legdenrian isotopy&negative stabilisation
→ {(Y, ξ)内の positive transverse knot}

transverse isotopy

は well-defined かつ全単射となる. 逆写像は, Legendrian approimation とよばれる構成で与えられる. このことは,
transverse アイソトピーで不変な transverse knot 不変量は, Legdenrian isotopy と negative stabilisation で不変な
Legendrian knot不変量と等価であることを主張している.
有向 Legendrian knotLが Seifert曲面 Σを持つとき, transverse push-offの下で, 古典的不変量には

slΣ(T+(L)) = tbΣ(L)− rotΣ(L)

という関係式が成り立つ.

♠ 1.3.3 front projectionと sl, tb, rotの計算公式
S3(あるいは R3) 上の標準的コンタクト構造を ξstd と書く. この 2-平面場は, R3 ⊂ S3 上, Ker(dz − ydx) で与えられる.
(Y, ξ) = (S3, ξstd)の場合, これら三つの古典的不変量は Σのとり方にはよらず, sl(T ), tb(L), rot(L)と書かれる. このとき
(ただし T ,Lは S3 = R3 ∪ {∞}の無限遠に交わらないとする)には, front projectionを用いた公式がある. ここで, front
projectionとは射影 Π : R3 → R2, (x, y, z) 7→ (x, z)のことをいう. transverse knotの front projectionは, 垂直方向下
向き −∂z と平行になることはなく, genericな場合, 特異点は二重点のみである. self-linking numberは writhe

sl(T ) = writhe(Π)

で与えられる. Legendrian knotの front projectionは, 垂直方向 ±∂z と平行になることはなく, genericな場合, 特異点は
二重点とカスプのみである. 古典的不変量は

tb(L) = writhe(Π)− 1

2
#{Π内のカスプ }

rot(L) = 1

2
(#{Π内の下向きカスプ } −#{Π内の上向きカスプ })

= #{Π内の下向き左カスプ } −#{Π内の上向き右カスプ }

で与えられる. front projectionにおいて stabilizationや transverse push-offは, 射影図に対する具体的な改変操作として
書くことができる. 例えば Enyreのサーベイ [35]を参照.

♠ 1.3.4 transverse Markov 定理: transverse linkと braidの対応
Bn を n-ストランドブレイド群とし, Braids =

∐
≥1Bn と書く. S3 内の任意の絡み目があるブレイドのブレイド閉包とし

て表示できることは, Alexanderの定理としてよく知られ, さらに, ブレイド閉包をとる操作が

•̂ : Braids

conjugate, positive stabilization/destabilization, negative stabilization/destabilization
→ {S

3内の絡み目 }
isotopy

という全単射を与えることはMarkovの定理としてよく知られている. 左辺の分母の同値関係がいわゆるMarkovムーブで
ある. positive (resp. negative) stabilizationとは, Bm−1 → Bm, β 7→ βσm(resp. Bm−1 → Bm, β 7→ βσ−1

m )という
操作であり, destabilizationは, βσmβ

′(resp. βσ−1
m β′) (ここで β, β′ ∈ Bm−1)という形の Bm の元に対し, ββ′ ∈ Bm−1 を

対応させる操作である. 例えばトーラス絡み目 Tp,q はブレイド (σ1σ2 · · ·σp−1)
q の閉包である.

このような絡み目とブレイドの対応には, transverse link版がある. Bennequinは,任意のブレイドは,自然な閉包の取り方
があって, R3 内の transverse linkを与えることができ, 逆に, 任意の transverse linkはあるブレイド閉包にアイソトピック
であることを示した. さらに, 2002年, Orevkov–Shevchishin[122]とWrinkle[154]は独立に,二つのブレイドが transversely
isotopicな transverse linkを representすることは, それらのブレイドが, 共役と positive stabilization/destabilizationで
関係し合うことと同値であるということを証明した. すなわち, 全単射

Braids

conjugation, positive stabilization/destabilization
∼=
{transverse links in(S3, ξstd)}

transverse isotopy

*18 古典的不変量について, 閉 3次元多様体上のコンタクト構造が tightであることを特徴づける Eliashberg–Bennequinの不等式が有名であるが, こ
こでは割愛する.
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がある. この対応の下でブレイド β に対し, その閉包として得られる transverse link の self-linking number は, 次の
Bennequinの公式で与えられる:

sl(β̂) = writhe(β)− n(β)

ここで, n(β)は β のストランドの本数である.
この, transverse link とブレイドの対応は, Pavalescu により, 一般の閉コンタクト 3 次元多様体内の transverse link と
オープンブック内のブレイドの対応として拡張された [132]. これにより, 任意の閉コンタクト 3次元多様体内の transverse
linkを pointed open bookという diagramにより表示できるようになった. これは後述する, Heegaard knot Floerホモロ
ジーの transverse knot元である Braid不変量の定義に用いられた.

♠ 1.3.5 絡み目の positivityと fillability

Heddenの [56]に従い, S3 内の有向絡み目 (up to アイソトピー)に対し,

positive braid ( positive ( strongly quasi positive ( quasi positive = transvers C-link

というクラスを説明する.
1. S3 内の絡み目が positive braidであるとは, 正のブレイド (=writheが負の交点を持たないブレイド)の閉包にアイ
ソトピックであることをいう. Stallingsの古典的な結果「Stallings, Constructions of fibered knots and links」によ
れば, positive braid 絡み目はファイバー絡み目である. すなわち, 絡み目の補集合が S1 上のファイバー束の全空間
の構造を持つ絡み目にアイソトピックである.
なお, 代数的ならば positive braidであることは, Weierstrass予備定理の帰結である. [19]

2. S3 内の絡み目が positiveであるとは, writheが負の交点を持たない射影図を持つ結び目にアイソトピックであるこ
とをいう. 「positive braid ⊂ positive」は by definition である. 「positive braid 6= positive」は (KnotInfo で検
索すればたくさん見つかるが)例えば 52, 72, 73, 74, 75 が例を与える. これらが positive braidでないことは, ファイ
バー結び目でないことから確かめられる.

3. S3 内の絡み目が strongly quasipositiveであるとは, i ≤ j − 2に対する

(σi · · ·σj−2)σj−1(σi · · ·σj−2)
−1

の形の因子 (positive embedded band) の積であるブレイドの閉包にアイソトピックであることをいう. 「positive
⊂strongly quasipositive 」は Rudolph[142]が示した. 「positive 6=strongly quasipositive 」は, KnotInfoによると
12n148, 12n149 が例を与える.

4. S3 内の絡み目が quasipositiveであるとは,

wiσjiw
−1
i , wi ∈ Bn

という形の因子 (positive band) の積でかけるブレイドの閉包にアイソトピックであることをいう. 「strongly
quasipositive⊂quasipositive」は by definitionである. 「strongly quasipositive6=quasipositive」は, 820 が例えば例
である. これが strongly quasipositiveでないことは, [56]によると, strongly quasipositive knotは g3 = g4 = τ を
満たすが, g3(820) = 2 6= 0 = g4(820)であることからわかる.

5. S3 内の絡み目が transverse C-linkであるとは単位球面 S3 ⊂ C2 と滑らかな複素曲線の横断的交わりにアイソトピッ
クであることをいう. *19 「quasi positive ⊂ transverse C link」は Rudolph が示した [140]. 「quasi positive ⊃
transverse C link」は Boileau–Orekovが擬正則曲線を用いて証明した [18]. *20 quasipositiveでない結び目は豊富
にある. 例えば 8の字結び目はそうである.

Hayden により, quasipositive link の概念は S3 とは限らない任意の閉コンタクト 3 次元多様体へ拡張された [54]. そこ
では, Boileau–Orekov の結果「quasi positive ⊃ transverse C link」の擬正則曲線によらない証明が与えられた. さら
に, この論文で扱われた ascending surface の概念は, 後に, Heegaard knot Floer ホモロジー, Khovanov ホモロジーの
transverse knot 不変量の naturality およびそれを用いた, 4-ball 内のエキゾチック曲面の存在証明に用いられた (前者は
Juhasz–Miller–Zemke[73]による. 後者は Hayden–Sundbergによる [55]による).

♠ 1.3.6 Rudolphによる slice–Bennequin不等式
Kronheimer–MrowkaによるMilnor予想の解決の帰結として, Rudolphは, 次の slice–Bennequin不等式を証明した. これ
は, Milnor予想の一般化と見ることができる.

定理 1.4. (slice–Bennequin不等式, Rudolph[141])

1. β をブレイドとする. このとき, ブレイド閉包である絡み目 β̂ の任意のMurasugi曲面 (β̂ = ∂Σを満たす properか
つ C∞ に埋め込まれたコンパクト有向曲面)に対し

writhe(β)− n(β) ≤ χ(Σ)

が成り立つ.

*19 このときこの滑らかな複素曲線と D4 との共通部分 S ⊂ (D4, ωstd, Jstd, gstd) はシンプレクティック曲面であり, K = ∂S は標準的コンタクト
構造 ξstd = TS3 ∩ JstdTS3 について transverse link である. 実際, S は複素部分多様体であることより, v ̸= 0 ∈ TxS ならば Jv ∈ TxS で
あり, ωstd(v, Jv) = gstd(v, v) > 0 であるから, ω|S はシンプレクティックである. さらに, S と S3 が横断的に交わっているという仮定より,

TS|K ∩ TS3|K = TK である. もし TK ⊂ ξ = TS3 ∩ JstdTS3 であったとすると, 特に TK ⊂ JstdTS
3 すなわち JTK ⊂ TS3 となってい

なくてはならないが, すると TS|K = TK + JTK ⊂ TS3|K となり, S と S3 が横断的に交わることに反する.
*20 定数ではないある f(z, w) ∈ C[z, w] に対し, Vf := f−1(0) ⊂ C2 のことを 平面複素曲線という. Vf は有限個の特異点の集合を除いて滑らかな
有向 2 次元多様体である. [141] は, 絡み目が quasipositive であることは, S3 ⊂ C2 とある C2 内の平面複素曲線の交わり S3 ∩ Vf にアイソト
ピックな絡み目であることと同値であることを示した. さらに, transverse C-link は quasi positive であることを予想した. つまり, この予想は,

Boileau–Orekovが擬正則曲線を用いて証明した.[18]. ([54]も参照.)
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2. T ,L ⊂ (S3, ξstd = Ker(dz − ydx))をそれぞれ, transverse knot, Legendrian knotとする. このとき, 不等式

sl(T ) ≤ 2g4(T )− 1

tb(L) + |rot(L)| ≤ 2g4(L)− 1

が成り立つ.
*21 さらに, quasipositive knotに対しては, 等号が成り立つ transverse/Legendrian representativeが存在する.

証明. ブレイドに対する主張は, crossing changeにより positive braidの場合に帰着され, positive braidの場合はトー
ラス結び目に対する Milnor 予想に帰着される. transverse knot に対する主張は, ブレイドに対する主張と, transverse
Markov 定理から従う. trasnverse push-off により, Legendrian knot に対する主張は transverse knot に対する主張
から従う. quasi positive knot に対する主張は, quasi positive knot に対しては transverse C-knot との同値性から,
symplectic surface S ⊂ (D4, ωstd)であって, その境界 ∂S ⊂ (S3, ξstd)が transverse representativeになっているものがと
れ, sl(∂S) = 2g(S)− 1が成り立つことからわかる ([36]の補題 2.13の帰結 (2)をみよ. *22).
どんな結び目であっても, その Legendrian approximation の front projection を手で描いて古典的不変量を計算するこ

とで, (最善である保証はないにせよ)g4 の下からの評価を与えることができるのである.
上の定理は, symplectic surface S ⊂ (D4, ωstd)であって, その境界 ∂S ⊂ (S3, ξstd)が transverse knotであるものは, 種
数を最小化しているということをいっている. D4 を strong symplectic fillingに一般化した結果があり, 相対版シンプレク
ティック Thom予想とよばれる.

定理 1.5. (Gadgil–Kulkarni [44] ([36]定理 1.20も見よ) (Y, ξ)を閉コンタクト 3次元多様体, (X,ω)を (Y, ξ)の強シンプ
レクティック充填とする. S ⊂ X を properに埋め込まれた連結シンプレクティック曲面であって, ∂S が trasnverse linkで
あるものとする. このとき, S はその相対ホモロジー類において種数最小である.

証明. 証明には 2 通りある. Mrowka–Rollin の一般化された Benequin 不等式を使うものと Relative symplectic
cap(symplectic hat)を使って, 閉のシンプレクティック Thom予想に帰着させるものである.
他にも, Akbulut–Matveyev による Stein 多様体内の閉曲面に対する adjunction 不等式 [3] も知られており, これは閉

Kähler多様体への埋め込みを利用する証明がある. 他にも, H-slice種数の評価など, S3 や D4 以外の多様体に境界付き種
数評価を拡張するというのは今後発展していく可能性のある方向性であると言える.

1.4 2000年以降: 結び目ホモロジー理論

2000年代になると, いくつかの結び目ホモロジー理論が導入されたことで, 結び目理論の研究は大きく発展した. 特に, 複素
幾何や解析に依拠しないトポロジカルな, あるいは, 組み合わせ的なアプローチにより, これまで得られてきた成果が復元,
拡大されていき, その傾向は今後も続いていくと思われる.

♠ 1.4.1 結び目ホモロジーの序章としての Floerホモロジー: 「圏化」と「TQFT」
結び目ホモロジー理論は, 結び目の多項式不変量の「圏化」を与える「TQFT」として発見された. その元祖が Khovanovホ
モロジーである. これは普通の意味では Floerホモロジーではない. しかし, 「圏化」や「TQFT」の思想的由来は Floerホ
モロジー理論にあり, Floer理論の変種としての結び目ホモロジー理論ものちに導入されていったので, ここではまず Floer
ホモロジーについて説明する. 「Floer ホモロジーは無限次元版の Morse ホモロジーである」というのはよく言われる標
語である. Morse ホモロジーのアイディアは, 与えられた有限次元可微分多様体 B に対し, その上の「よい」Morse 関数
f : B → Rをとり, Morse指数 iの臨界点全体の生成する加群 Ci(B, f)に, 適切に微分 ∂i : Ci(B, f)→ Ci−1(B, f)を定義
し, そのホモロジーが B のホモロジーを復元するようにするというものである. Morseホモロジーは, Morse関数 f により
B をハンドル分解し, そのハンドルの太さの方向を潰して得られる胞対複体の cellularホモロジーと実質同じものである. こ
れは例えば 1960年代, Smaleが h同境定理, 高次元 Poincaré予想を解いた際に用いられた. 物理学者Wittenは [150]にお
いて, 微分 ∂i を f の負の gradientフローの本数の数え上げとして解釈できるという見方を提示した. それに触発され, Floer
は, 無限次元版Morseホモロジーと称される,「Floerホモロジー」を導入した. Floerホモロジーは大きく分けて, シンプレ
クティック幾何における Floerホモロジー (Hamilnon Floerホモロジーと Lagrangian intersection Floerホモロジー)と,
ゲージ理論における Floerホモロジー (インスタントン Floerホモロジーと SWモノポール Floerホモロジー)に大別され
る. Y インスタントン Floerホモロジーは, 技術的なことに目を瞑れば, 有限次元多様体 B の代わりに閉 3次元多様体 Y 上
の SU(2)/SO(3)接続のゲージ同値類の空間を, Morse関数の代わりに Chern-Simons汎関数を用いて, Morseホモロジー
を真似て作られる. 微分を与える負の gradientフローは R× Y 上の ASD解のゲージ同値類に他ならない. インスタントン
Floerホモロジーは Casson不変量 λ(Y )とよばれる ZHS3 に対する整数値不変量の「圏化」であり, 同時に Donaldson不
変量の「(3 + 1)TQFT化」でもある. 「圏化」は, インスタントン Floerホモロジーは Euler数をとると Casson不変量が

*21 なお,Legendre版で g4 を g3 に置き換えたより弱い主張は Bennequinが最初に発見した. これを用いて S3 上に ξstd とアイソトピックでないコ
ンタクト構造 (これは overtwistedなコンタクト構造である. overtwisted diskは Bennequin不等式を破る!)が見出されたことはコンタクトトポ
ロジー初期の重要な結果である.

*22 そこでの sl(∂S) = 2g(S)− 1の証明は次のとおり. −K の Seifert曲面 Σ ⊂ S3 を一つとる.　 TD4|S∪Σ = (TS ∪ ξ⊥)⊕ (νS ∪ ξ)であり,

0 = c1(TD
4|S∪Σ)[S ∪ Σ] = c1(TS ∪ ξ⊥)[S ∪ Σ] + c1(νS ∪ ξ)[S ∪ Σ]

であり, 境界付き版の Poincaré–Hopfの定理 (境界上外向きなら ok)より第一項は

c1(TS ∪ ξ⊥)[S ∪ Σ] = χ(S)

である. 第二項 c1(νS ∪ ξ)[S ∪ Σ] を切断のゼロ点の個数の数え上げとして数えたい. まず, Σ上には切断を ξ ∩ TΣで与える. 今 S の境界は空で
ないので, νS は自明束であり, 同一視 νS |K = ξ|K の下で, νS → S は境界K 上に nowhere vanishing sectionが与えられたことになる. これは
写像度 0であるから, nowhere vanishingに S 上に拡張する. よって, ゼロ点は S 上にはなく, −Σが K の Seifert曲面であることに注意すると
よって, c1(νS ∪ ξ)[S ∪ Σ] = sl(K)である. よって, sl(K) = −χ(S) = 2g(S)− 1を得る.
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得られるという意味で, Casson不変量を精密化しているということを指す. 「(3 + 1)TQFT化」は, インスタントン Floer
ホモロジーは Donaldson不変量を境界つき 4次元多様体や (3 + 1)次元コボルディズムに拡張する枠組みであって, コボル
ディズムの合成についてしかるべき合成則を持つことを指している. すなわち, しかるべき (3+1)コボルディズム圏から加
群の圏への関手にしたということである. Kronheimer–Mrowkaの構造定理の証明でもインスタントン Floerホモロジーの
あるバージョンが用いられた. インスタントン Floerホモロジーは, reducible平坦接続が出てくる理論と出てこない理論の
二つに大別できる. Floerの時代よりも後になって一般化された形のものを説明する.
• reducible平坦接続が出てくる理論 (SU(2)束を用いる SO(3)同変理論). これは, Floerが定義した整ホモロジー球
面の場合に, 自明接続を無視して既約接続のみで Floerホモロジーを定義するということがなされていた. 比較的最
近, Daemi–Miller [26]により次のように拡張された定式化がなされた. 任意の PID Rおよび有理ホモロジー球面 Y
に対し, 3種類の Z/8次数づけられた H−∗(BSO(3);R)加群であって, 長い完全列

· · · [−4]−−−→ I+∗ (Y ;R)
[3]−→ I−∗ (Y ;R)→ I∞∗ (Y ;R)

[−4]−−−→ · · ·

をなすものが定義される. さらに, これらは 1/2 ∈ Rであるという条件のもとで, 次のような関手を与える. *23

I+, I−, I∞ : (3 + 1)CobQ∗ → grZ/8H−∗(BSO(3);R)-Mod

*24 また, signature dataとよばれるデータ σ(摂動のデータ)を選ぶごとに, irreducible Floer homology groupとよ
ばれる Z/8次数づけられた加群 I∗(Y, σ)が定まり, σ を取り替えたときにどう変化するかを記述する exact triangle
がある. また, nearly goodとよばれるクラスのコボルディズムに対し関手性がある. I∗(Y, σ)は, Casson–Walker不
変量を圏化すると予想されている. 整ホモロジー球面の場合には, σ の選び方はなく, Floerが元々定義した Floerホ
モロジー I∗(Y )に一致し, これは Casson不変量を圏化する.
• reducible 平坦接続が出てこない理論 (N -admissible な U(N) 束上の PU(N) 接続を用いる). これは, 有向閉 3 次
元多様体 Y と, その上の N -admissible バンドル, すなわち, U(N) 束 P であって, ある σ ∈ H2(Y ;Z) であって
〈c1(P ), σ〉が N と互いに素であるもの, および単位的可換環 Rに対し, 相対 Z/4NZ-次数を持つ加群 IN∗ (Y, P ;R)を
与える.
さらにこれは,

IN∗ : (3 + 1)CobN−adm → grrel.Z/4NZ-Mod

という関手を与える. また, 係数が例えば R = Cのときには, IN∗ (Y, P ;C)は A(Y )⊗(N−1) 加群の構造を持つ. ここ
で, A(Y ) := Sym∗(H0(Y ;C)⊕H2(Y ;C))⊗ Λ∗H1(Y ;C)であり, A(Y )⊗(N−1) の第 i因子 (2 ≤ i ≤ N)の作用は

µi : A(Y ;C)→ End(IN∗ (Y, P ;C)), 2 ≤ i ≤ N

と書かれ, 第 i µ-mapとよばれる.*25

U(N)束は 3次元多様体上では 1サイクル, 4次元多様体上で 2サイクルで指定できるので, そうすることが多い. さ
らに, 有向閉 3次元多様体 Y に対し, 加群 I#,N∗ (Y ) := IN∗ (Y#T 3, S1×pt)∩Ker(µ2(pt)−N)が定義される. 最もよ
く研究されているのが N = 2の場合でありこの時は N を省略して書く. I#,N∗ (Y )は, Euler数が |H1(Y ;Z)|N−1(有
理ホモロジー球面でなければゼロ)であり, 連結和に対する Kunneth性, コボルディズム写像に対する関手性などが
成り立つことを, Daemi–筆者–Scadutoは示した [27].

♠ 1.4.2 Jones多項式, 量子不変量, Crane–Frenkelのプログラム, そしてKhovanovホモロジー
1980年代, Jonesによって Jones多項式とよばれる結び目の多項式不変量が発見された [69]. これは S3 内の結び目に対し
て, 射影図を用いて組み合わせ的に計算できるものである. Jonesは元々作用素環論の研究から Jones多項式を見出したが,
作用素環論の理解を要するものでもなければ, ゲージ理論のように PDEの解析を要するようなものでもない. Jones多項式
の発見を受けて, 複数の数学者により同時期に独立にその一般化である HOMFLY-PT多項式が発見された [41]. *26 これは
特殊化として Rehetikhin–Turaev sln 多項式 (n = 2が元の Jones多項式)を含む.
具体的には, 有向絡み目 L ⊂ S3 に対し, normalized HOMFLY-PT多項式 P∞(a, q) ∈ Z[a±1, q±1]が

aP∞(σ−1)− a−1P∞(σ) = (q−1 − q)P∞(⇈), P∞(U) = 1

により定まる (σ, σ−1 はブレイド群の生成元と同じもの, ⇈はブレイドに平行な方向への smoothingである). 特に, a = qn

とおいたものが normalized Rehetikhin–Turaev sln 多項式 Pn(q) = P∞(a = qn, q) ∈ Z[q±1]であり,

qnPn(σ
−1)− q−nPn(σ) = (q−1 − q)Pn(⇈), Pn(U) = 1

を満たす. n = 0(ただし P 0(U) = 1とする)の場合 P 0 が Alexander多項式である. n = 1に対しては全ての絡み目に対し
P 1 = 1となってしまう. n = 2が (normalized)Jones多項式である. sln 多項式不変量が, 量子群 Uq(sln)のベクトル表現

*23 1/2 ∈ Rであるという条件なしでも関手性を持つかは未解決である. 負定値コボルディズムに対しては, 1/2 ∈ Rであるという条件なしでも関手性
を持つことが示されている.

*24 (3 + 1)CobQ∗ の object は基点付き (連結)QHS3 であり, morphism はホモロジー orientation と基点を結ぶ path が与えられた滑らかな連結有
向コボルディズムである.

*25 universal bundle が PU(N) 束であり, その PU(N) 特性類に対応する µ-map がある. 今の場合 H∗(BPU(N);C) = K[2, . . . ,N ] で
あり, U(N) 束 E に対して i(E) ∈ H2i(BPU(N);Q) は, 有理 K 理論類 E ⊗ (detE)−1/N の第 iChern 類として定義される. 例えば

2(E)) = c2(E)− N−1
2N

c21(E)である.
*26 [41] の最初のページの Editer’s note によると 1984 年 9 月末から 10 月初めあたりの数日間において, ほぼ同じ結果を述べた 4 つの独立のリサー
チアナウンスメントがあった. それらが 1つの共著論文として統合されることになりこの論文が書かれた.
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C2 に対応する R 行列を使って解釈できることを最初に示したのは Turaev[148]である. sln 多項式という名前の一つの由
来はこのことにある. Murakami–Ohtsuki–Yamada [119]は sln 多項式に対し, 今日MOYグラフとよばれている trivalent
planarダイアグラムを用いた state sum表示を与えた. *27

量子群は Hopf代数の例であり, Drinfeldと神保により独立に導入され, Lie代数 gの普遍包絡環 U(g)のある 1パラメタ
変形 Uq(g)として定義される. その出自は, 量子可積分系に分類されるいくつかの統計力学模型が持つ普遍的な構造として
見出された Yang–Baxter方程式にある. Yang–Baxter方程式の解を R 行列というが, これは, ブレイド群の表現の構成に
用いることができ, 量子群を用いて系統的に R行列, 結び目不変量が得られるようになった. その後, 量子群は共形場理論の
持つ対称性としても研究されていった.
後に, Witten は, 3 次元 Chern–Simons 汎関数を Lagrangian とする 3 次元 TQFT と, 2 次元共形場理論であるWess–

Zumino–Witten理論の間のある種の等価性と, これらの理論により Jones多項式が (1の冪根において)記述でき, さらに一
般の閉 3 次元多様体に拡張できることを提唱した [151]. Witten の提案は Rehetkhin–Turaev により数学的に定式化され
[138], Witten–Reshetkhin–Turaev(WRT)不変量という閉 3次元多様体の不変量が定式化された. WRT不変量の定式化で
も量子群が用いられた.
Crane–Frenkel [25]は, インスタントン Floerホモロジーを含む種々の TQFTが構成されていたことや, Lusztigにより,

量子群の基底であって, 構造定数が正値性, 整数性を満たすようなもの (標準基底)が見出されていた (正の整数でなければ何
かのベクトル空間の次元になっていることは期待できない!)ことを背景に, WRT不変量を圏化した 4次元 TQFTを構成す
るプログラムを提唱した.*28 彼らは Hopf圏という概念を導入した. Frebenius代数が 2次元 TQFTを与え, Hopf代数が 3
次元 TQFTを与えるように, Hopf圏が 4次元 TQFTを与えるはずであるということが彼らの構想である. WRT不変量の
圏化は現在でもまだ構成されていないが, この構想は, Khovanovが Jones多項式の圏化である Khovanovホモロジー [78]
を定式化する動機の一つとなった. *29

Khovanov–Rozanskyにより, sln-Khovanov–RozanskyホモロジーKhRn(n = 2が KhovanovホモロジーKh = KhR2

である)およびその reduced 版 KhRn が定義された [80]. KhRn の構成方法は, MOYグラフに, あるやり方で行列因子化
(matrix factorization)を付随させ, それに基づいて絡み目図式に対してチェイン複体を構成するというものである.
KhRn はMaslov(あるいはホモロジカル)次数と Alexander次数とよばれる二重次数をもち, sln 多項式を圏化する. すな

わち, unreduced版の graded Euler数は unknormalized sln 多項式に等しいという等式∑
i,j

(−1)iqjdimCKhRn(K) =
qn − q−n

q − q−1
Pn(q) =: Pn(q)

(最右辺を unnormalized Rehetikhin–Turaev sln 多項式とよぶ) および, reduced 版の graded Euler 数は normalized sln
多項式に等しいという等式 ∑

i,j

(−1)iqjdimCKhRn(K) = Pn(q)

が成り立つ.
さらに, 曲面コボルディズム写像が定義され, 関手

KhRn : Link → grZ×ZAbGrp

を与える ([117] 定理 4.9) . 　ここで, Link は S3 内の有向絡み目を objectとし, [0, 1] × S3 内の曲面コボルディズム (up
to　境界を固定するアイソトピー)を射とする圏であり, grZ×ZAbGrpは Z× Z次数を持つアーベル群を objectとし, 斉次
な準同型を morphismとする圏である. *30 *31

sln-Khovanov–Rozansky ホモロジーの変種として, ポテンシャル関数 ∂w ∈ C[x] とよばれる次数 n の monic 多項式の
データを入れて変形したもの KhR∂w(∂w = xn の場合が元の KhR∗∗

n ) がある (例えば, [100] を見よ). また, Z × Z × Z
3 重次数を持つ HOMFLY-PT-Khovanov–Rozansky ホモロジー KhR∗∗∗

∞ およびその reduced 版 KhR
∗∗∗
∞ も定式化され,

*27 Reshetikin–Turaev [139] は単純 Lie 代数 g に対し, 絡み目の各成分に量子群 Uq(g) のある既約表現 (いわゆる「色」) を付与したものに対す
る多項式不変量を定義した. 例えば, g = sl2 の場合に表現 Vn = Symn(C2) 上の表現を全ての絡み目成分に与えたものに対して定まるのが
n-colored Jones 多項式 Jn(K, q) であり, n = 1 の場合が通常の Jones 多項式である. 　絡み目 L = K1 ∪ · · · ∪ Ll の成分 Li に表現 Vni を
与えたものに対して定まるのがより一般的な colored Jones 多項式 J(Ln, q) 多項式である. g = sln の場合に, 絡み目 L = L1 ∪ · · ·Ll の
第 i 成分 Li に Vki

= ΛkiCn 上の表現 (基本表現) を与えたものは colored Rehetikhin–Turaev sln 多項式 Pn(Lk, q) とよばれ, 全ての絡み
目成分に対して表現 V1 を与えた場合が元の Rehetikhin–Turaev sln 多項式である. 　 Murakami–Ohtsuki–Yamada [119] は, colored 版の
Rehetikhin–Turaevsln 多項式にも state sum 表示を与えていた. colored Rehetikhin–Turaev sln 多項式の圏化については, 例えばWedrich

のスライド「Some differentials on colored Khovanov–Rozansky link homology」や, [33]とそこから辿れる文献などを参照.
*28 Wikipediaによると「圏化」は Craneによる造語である.
*29 Khovanov ホモロジーを定式化した動機については Khovanov の元論文 [78] や Lauda –Sissan によるサーベイ [97] Khovanov–Lipshitz によ
るサーベイ [79]で説明されている.

*30 Rasmussenの [136] 2.9節」によると, reduced版KhR
∗∗
n の方は, 絡み目に対しては, marked componentに依存することが知られている.

*31 sln-Khovanov–Rozansky ホモロジーには, いくつかの別構成が知られている. 一つは, シンプレクティック Khovanov ホモロジーで, ある種の
Lagrangian intersection Floer ホモロジーとして構成される. sl2 版を Seidel–Smith[145] が構成し, Manolescu[111] がそれを sln に拡張し
た. 　 sl2 のとき, 標数 0 の体上では, Abouzaid–Smith により元の Khovanov ホモロジーと同型であることが証明されている [1]. また一つの
構成は, シンプレクティック Khovanov ホモロジーのホモロジカルミラーとされている, Cautis–Kamnitzer の導来代数幾何的 slnKhovanov–

Rozansky ホモロジー [20] [21] である. 現在 C 係数上定義されており, これも n = 2 の場合は元の Khovanov ホモロジーと同型であること
が証明されている. また一つの構成は, Webster [149] が任意の複素単純 Lie 代数 g に対して構成した絡み目ホモロジーである. これは higher

representation theory(量子群 Uq(g) の 2 圏類似) を用いるもので, sl(2) の場合に元の Khovanov ホモロジーを復元することが示されてい
る. 他にも数学的に厳密ではないが, 物理学者たちが Khovanov–Rozansky ホモロジーの構成についていくつかのアプローチを提唱している.

Gukov–Schwarz–Vafa([53]), Witten([153]), Aganagic([2]とその続編)などが挙げられる.
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HOMFLY-PT 多項式を圏化する [81]. すなわち全ての絡み目 L ⊂ S3 に対し, unreduced版に対しては,

∑
i,j,k

(−1)
k−j
2 ajqidimKhRi,j,k∞ (L) =

a− a−1

q − q−1
P∞(a, q)

が成り立ち, 右辺を unnormalized sln 多項式とよぶ. reduced版に対しては,∑
i,j,k

(−1)
k−j
2 ajqidimKhR

i,j,k

∞ (L) = P∞(a, q)

が成り立つ.

♠ 1.4.3 Heegaard/モノポール/ インスタントン Floerホモロジーとその knot版, sutured版
ここまでは 2000 年ごろからの Khovanov ホモロジーの発展の話を振り返ったが, 今度はそれとほぼ同時期のゲージ理論,
Heegaard Floer 理論の展開をみよう. 1994 年に Seiberg–Witten 方程式が発見されて以来, インスタントン Floer ホモロ
ジーの SW版, すなわち, モノポール Floerホモロジーを定式化する試みはいくつかなされてきた. 2007年に本として出版
された, Kronheimer–Mrowkaによる SW方程式の実 blow upを用いた定式化 [94]が, 一つの完成形であると広く認識され
ている. *32 モノポール Floerホモロジーが持つ U(1)対称性についての同変理論として, 長い完全列で結ばれる 3つの Z[U ]
加群

· · · p−→ ¯HM•(Y )
i−→ ˇHM•(Y )

j−→ ˆHM•(Y )
p−→ · · ·

*33 および, reduced フレーバー HMred
• (Y ) = Imj *34, そして, Bloom[17] が定式化 U(1) 対称性を無視した非同変理論

H̃M•(Y )*35があり, 「Thom–Gysin完全列」

→ ˇHM•+2(Y )
U−→ ˇHM•(Y )→ H̃M•(Y )→

をなす. これらの Floerホモロジー群は, 関手

¯HM•(Y ), ˇHM•, ˆHM• : (3 + 1)Cob→ Z[U ]-Mod

をなす.*36 また, これら 5 種類のモノポール Floer ホモロジー群は Spinc 構造の同型類に応じた分解
◦

HM(Y ) =

⊕s∈Spinc(Y )

◦
HM(Y, s) および, 有向 2 平面場のホモトピー類の集合 π0(Ξ(Y )) =

∐
s∈Spinc(Y ) π0(Ξ(Y, s))

*37による次

数付けを持つ. c1(s)がトージョンである Spinc 構造に対しては, (特に QHS3 ならばいつでも)有理数 Qによる絶対次数も
定まる. Floerコホモロジー群, 局所係数付き版なども定義される.
Heegaard Floer ホモロジー [127] は, SW 版の Atiyah–Floer 予想におけるモノポール Floer ホモロジーの Lagrangian

intersection Floer的対応物であり, モノポール Floerホモロジーよりもトポロジカル, 組み合わせ的計算に適したものを意
図して Ozsváth–Szabó が構成した理論である. モノポール Floerホモロジーとの同型

HF∞(Y, s) ∼= ¯HM(Y, s), HF+(Y, s) ∼= ˇHM(Y, s), HF−(Y, s) ∼= ˆHM(Y, s)

ĤF (Y, s) ∼= H̃M(Y, s), HF red(Y, s) ∼= HMred(Y, s)

*38 が証明されており, コボルディズム写像, (i, j, p)長完全列, コホモロジー群などもモノポール Floer理論と同様に存在す
る.*39

Ozsváth–Szabó[125]と Rasmussen [137] は独立に, Heegaard Floer理論の結び目入り版として, knot Floerホモロジー
を導入した.

ˆHFK(Y,K), HFK+(Y,K), HFK−(Y,K), HFK∞(Y,K),

*32 モノポール Floerホモロジーよりも, それに触発されて構成されたであろう SW Floer安定ホモトピー型, Heegaard Floerホモロジーの方が時系
列としては先に発表されたことになっており, 時系列が一見奇妙に見えるが, Kronheimer–Mrowkaは 1996年の講演で, QHS3 に対しては U(1)

同変モノポール Floerホモロジーの構成を実 blow upなしで行えることを説明していた. [126] の 4.1節を参照. Kronheimer–Mrowkaが b1 = 0

とは限らない場合まで含めて扱えるように実 blow upを定式化とし, 境界付き多様体のMorseホモロジーの無限次元版という描像を精巧に実現す
ることに, 時間と労力をかけたことが想像される.

*33 それぞれ HMバー, from, toとよばれ, 境界付き多様体 B の全体と境界との対の完全列

· · · p−→ H∗(∂B)
i−→ H∗(B)

j−→ H∗(B, ∂B)
p−→ · · ·

のMorseホモロジーとしての実現の無限次元版と解釈される.
*34 QHS3 に対し, これがゼロであることは Z係数で L-spaceであることと同値である
*35 QHS3 に対し, どの Spinc 構造に対してもこれのランクが対しても 1であることは Z係数で L-spaceであることと同値である
*36 (3+1) コボルディズム圏の object としては連結有向閉 3 次元多様体のみを考える. また, 射には, homology orientation のデータを付与するか,

さもなくば ±1 倍を除いてしかコボルディズム写像が定まらない, 終域を射影的 Z[U ] 加群の圏にする. また, 閉 4 次元多様体の SW 不変量を再現
するには, もう一つのコボルディズム写像 ~HM(W )を用いる必要がある.

*37 π0(Ξ(Y, s))には Z/div(c1(s))が freeかつ transitiveに作用する. ここで, div(c1(s) ∈ Zは c1(s) : H2(Y ) → Zの像である.
*38 正確には HM側では balanced perturbationをとる.
*39 ただし, コボルディズム写像の合成則は Z係数では証明されていない.
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さらに, Ozsváth–Szabóはそれの有向絡み目への拡張として, link Floerホモロジー

ˆHFL(Y,K), HFK−(Y, L)

も導入した [130]. Y = S3 のときには, ˆHFK(K)は Alexander多項式を圏化し, ˆHFL(K)は多変数 Alexander多項式を
復元する. Heegaard knot Floerホモロジーの元々の定義には, 擬正則曲線 (非線形 Cauchy–Riemann方程式)の解析が使
われていたが, S3 内の結び目に対しては, Manolescu–Ozsváth–Sarkar[113]により, grid diagramを用いた組み合わせ的構
成が与えられた. これは grid homologyとよばれる.
Juhászにより導入された, Heegaard sutured Floerホモロジー [70]は, balanced sutured 3-manifold (M,γ) *40 に対し

て, 加群 SHF (M,γ)を与える Heegaard Floerホモロジー群の変種である. M = Y − Int(D3)に γ = (赤道) ⊂ ∂M = S2

を sutureとして与えると閉 3次元多様体の ĤF (Y )を復元し, knot exterior M = Y − Int(NK)にメリディアンとそれを
平行にずらして向きを逆にしたもの γ = µq−µを sutureとして与えると Heegaard ˆHFK(Y,K)を復元する. これらの 3
次元での関手性 (すなわちホモロジー群が群の同型類としてだけでなく, その間のカノニカルな同型射を与えた)については,
Juhász–Thurston–Zemke [75]で確立された.

ĤF ,HF−,HF+,HF∞ : 3Man∗ → F2[U ]-Mod

SFH : Sutbal → F2-V ect

ˆHFL,HFL− : Link∗ → F2[U ]-Mod

ただし ĤF , ˆHFLの F2[U ]加群作用は自明である. 3Man∗ は基点付き有向閉 3次元多様体を object とし, 基点と向きを
を保つ微分同相を射とする圏であり, Sutbal は balanced sutured 3-manifoldを objectとし, その間のしかるべき向きを保
つ微分同相を射とする圏である. Link∗ は, object が S3 内の based link, すなわち, 各成分にちょうど一つの基点を持つ
絡み目であり, morphism が, 絡み目および基点を保つような向き保つ微分同相である圏である. 後述するコンタクト元や
Legendre/transverse knot元を考えるとき, Floerホモロジーを加群の同型類として扱うのでは, 元は up to 自己同型でし
か定まらないのに対し, このように 3次元での関手性を示しておけば, 元が意味をなすことになるという意味で重要である.
balanced sutured 3-manifoldの間の suturedコボルディズムに対するコボルディズム写像に関する関手性, およびその帰結
としての link Floer ホモロジーとしての関手性については Juhászの [72]をみよ.
Kronheimer–Mrowkaは Heegaard sutured Floerホモロジーのモノポール, インスタントン版として, モノポール/イン

スタントン sutured Floerホモロジー SHM(M,γ), SHI(M,γ) を構成し, その特別な場合として knot exteriorを考える
ことで, モノポール/インスタントン knot Floer ホモロジー KHM(Y,K)(Z 係数), KHI(Y,K)(C 係数) を構成した [95].
ヌルホモロガスな種数 g の連結 Seifert曲面 Σ ⊂ Y が与えられると, 相対ホモロジー類 [Σ]に応じた分解

ˆHFK(Y,K) =

g⊕
i=−g

ˆHFK(Y,K, [Σ], i), KHM(Y,K) =

g⊕
i=−g

KHM(Y,K, [Σ], i), KHI(Y,K) =

g⊕
i=−g

KHI(Y,K, [Σ], i),

が定まり, 特に Y = S3 の場合この分解は Σによらないので, (Y,Σ)を表記から省略する. この iを Alexander次数とよぶ.
結び目K ⊂ S3 に対して, 次が知られている.

1. Alexander次数について次の対称性 (conjugation symmetry)がある

ˆHFKd(K, i) ∼= ˆHFKd−2i(K,−i), KHM(K, i) ∼= KHM(K,−i), KHI(K, i) ∼= KHI(K,−i)

2. 次の意味で, Heegaard/モノポール/インスタントン knot Floer ホモロジーは Seifert 種数を detect する:

max{i| ˆHFK(K, i) 6= 0} = max{i|KHM(K, i) 6= 0} = max{i|KHI(K, i)} = g3(K)
従って, 上の項目と合わせると, 非自明な最大および最小 Alexander次数は ±g3(K)に等しく, g3(K) = 0である結
び目は unknotだけであったから, K 6= U に対しては, ˆHFK(K), KHM(K), KHI(K)はランク 2以上である (一
方で, unknotに対してはランク 1である).

3. 次の意味で, Heegaard/モノポール/インスタントン knot Floer ホモロジーはファイバー結び目を detect する
ˆHFK(K, g3(K)) ∼= Z であることは K がファイバー結び目であることと同値である. KHM , KHI についても同

様に Alexander 次数最高部分がランク 1 であることファイバー結び目であることが同値である. (Heegaard では,
Ni[121]が sutured manifold理論を使って証明し, Juhász[71]は sutured Floerを用いた別証明を与えた. モノポー
ル/インスタントンでの証明は Kronheimer–Mrowka [95]によりあたえられ, その議論は Juhászのものとほぼ並行し
ている):

*40 balanced sutured manifold (M,γ)とは, closed componentを持たない境界付きコンパクト有向 3次元多様体M に次のデータを与えたもので
ある:

1. 有向閉 1次元部分多様体 γ ⊂ ∂M(i.e. M の境界上の disjointな有向円周の集まり). これを sutureという.

2. γ の管状近傍 A(γ) ⊂ ∂M . R(γ) := ∂M −A(γ)である.

さらにこれらが次の条件を満たすことを要請する.

1. R(γ)は closed componentを持たない.

2. R(γ)には, 次を満たす向き (canonical orientation)を与える: R(γ)が境界に誘導する向きは, γ の向きと一致する.

3. R(γ)の成分を次のように二つに分ける. R(γ) = R+(γ)⨿R−(γ), ここで, R+(γ)(resp. R−(γ) )は caonical orientationが ∂M の向きと一
致している (resp. 逆である)成分の集まり. このとき, χ(R+(γ)) = χ(R−(γ))であることを要請する.

なお, sutured manifold は元々 Gabai により導入されたものであり, Floer ホモロジーが定義されている balanced sutured 3-manifold はそれ
より狭いクラスである.
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4. ˆHFK(K)はMaslov次数 (ホモロジカル次数)とAlexander次数の二つのZ次数 ˆHFK(K) = ⊕(d,i)∈Z×Z ˆHFKd(K, i)
をもち, Alexander多項式を圏化する. KHM(K), KHI(K)はカノニカル Z2 次数と Alexander次数の二つの次数
KHM(K) = ⊕(d,i)∈Z2×ZKHMd(K, i), KHI(K) = ⊕(d,i)∈Z2×ZKHId(K, i) を持ち, Alexander 多項式を圏化す
る. *41 すなわち, ∑

i

χ( ˆHFK(K))ti =
∑
i

χ(KHM(K, i))ti =
∑
i

χ(KHI(K, i))ti = ∆K(t)

が成り立つ [125][95][93].
sutured Floerホモロジーの間の同型

SFH(M,γ) ∼= SHM(M,γ) ∼=C SHI(M,γ)

(∼=C は C をテンソルすると同型の略記) およびその特別な場合として, ĤF (Y ) ∼= ˜HM(Y ) ∼=C I#(Y ) や ˆHFK(K) ∼=
KHM(K) ∼=C KHI(K) が予想されているが, 未解決である.

♠ 1.4.4 分岐被覆の Floerホモロジー
結び目や曲面コボルディズムの分岐被覆に, 適切な (同変)Floer理論を適用して, 結び目ホモロジー理論を作ることができる.

Heegaaard Floer ホモロジー Ozsváth–Szabó [129] は ĤF (Σ2(K);F2) を調べ, スケイン完全列や, reduced Khovanov ホ
モロジーからのスペクトル系列を構成した. Manolescu–Owens [112]は 二重分岐被覆 Σ2(K)の Heegaard Floer d不変量
(Froyshov不変量の HF対応物)を調べ, Jabuka [68]は素数べき次の巡回分岐被覆 Σpn(K) (p: 素数)に拡張した. これらは
コンコーダンス準同型 δpn : C → Zを与える. Hendricks–Lipshitz–Sarker [60][61]は Lie群 Gについて同変な Lagrangian

intersection Floer理論を展開し, 特に Z2 同変 Heegaard Floer理論を二重分岐被覆 Σ2(K)に適用したもの ĤF ∗
Z2
(Σ2(K))

を調べた.
後述する Baraglia–Hekmati, 筆者–谷口の研究はこれらの理論の SW対応物と見ることができるものであるが, 現時点で

HFサイドよりも理論展開, 計算が進んでいる部分がある. また, 分岐被覆の involutionを, SW configurationにひねった持
ち上げ方でリフトした作用を用いる real SW理論という理論から得られる結び目ホモロジー理論を展開したものとして, 今
野–宮澤–谷口 [82][83]がある.

♠ 1.4.5 特異インスタントン Floerホモロジー
Donaldson 不変量の構造定理, インスタントン版の adjunction 不等式, 特に, Kronheimer–Mrowka による Milnor 予想の
最初の証明では, 閉 4次元多様体とそれにうめ込まれた曲面のペア (X,Σ)に対するバージョンの Donaldson不変量の考察
が重要であった. これは, 曲面に沿って特異性を持つインスタントンの数え上げにより定義された. これの TQFT化として,
Kronheimer–Mrowkaは, knotに沿って特異性を持つ接続を使い,特異インスタントン Floerホモロジー I#(Y,K), I♮(Y,K)
を導入した [91]. これは, 複素係数でインスタントン knot Floerホモロジーと同型となることが証明された [90]. また, S1

同変版特異インスタントン Floerホモロジーが Daemi–Scadutoにより導入された [30].

1.5 コンタクト元と transverse/Legendrian knot元

いくつかの Floer ホモロジーに共通する性質として, 閉コンタクト 3 次元多様体 (Y, ξ) に対しては, −Y の Floer ホ
モロジーに値を持つコンタクト元が定義される. 例えば, monopole Floer コンタクト元 cHM (ξ) ∈ ˇHM [ξ](−Y, sξ)/ ±
1, H̃M [ξ](−Y, sξ)/± 1 [84], Heegaard Floerコンタクト元, cHF (ξ) ∈ HF+(−Y, sξ)/± 1, ĤF (−Y, sξ)/± 1 [128] , ECH
コンタクト元 cECH(ξ) ∈ ECH(Y ) はその例である. Honda–Kazez–Matić[63] は cHF (ξ) の別構成を与えた. これらは,
Taubesの同型 HM = ECH([146]から始まる 5編の論文), Colin–Ghiggini–Hondaの同型 ECH = HF ([23]から始まる
一連の論文)の下で写り合うことも証明されている.
また, Honda–Kazez–Matić, [62], Baldwin–Sivek [4][5] は, convex な境界を持つ境界つきコンタクト 3 次元多様体

(sutured contact 3-manifold)(M,γ, ξ)(ここで sutureγ は dividing set とする) に対して定まる sutured Heegaard/モノ
ポール/インスタントン Floerホモロジーの元を与えた

EH(M,γ, ξ) ∈ SFH(−M,−γ), ψ(M,γ, ξ) ∈ SHM(−M,−γ) , θ(M,γ, ξ) ∈ SHI(−M,−γ)

また, コンタクト元の naturality とよばれる性質が知られている. これはしかるべきクラスのシンプレクティックコボ
ルディズムに対して, そのコボルディズム写像は, 一方の境界のコンタクト元をもう一方の境界のコンタクト元に写すと
いうものである. 例えば, モノポール Floer 理論では, strong symplectic cobordism (W,ω) : (Y0, ξ0) → (Y1, ξ1) に対し,
W : −Y1 → −Y0 とみなした下で, ˇHM(W, sω)(c(ξ1)) = c(ξ0) が成り立つ. これは Mrowka–Rollin[118] が Kronheimer–
Mrowka不変量 (SW不変量の, 境界にコンタクト構造を持つ 4次元多様体に対する変種)に対する naturalityを示す際に用
いた「コーンの拡大」の手法を用いて, Echeverria[32]により示された. 他の理論のコンタクト元の naturalityについては
Echeverria[32]に書かれている文献を参照.
いくつかの結び目ホモロジーにおいては, Legendrian, transverse knotに対し, その結び目ホモロジー群の元が定まると

いう共通の性質がある. これは上述したコンタクト元の結び目版と見なせる. transverse linkの不変量であって trasnverse
アイソトピーの下で不変なものは Legendrian linkの不変量であって negative stabilizationと Legendrian アイソトピーの
下で不変なものと等価であったことを思い出そう. ここで紹介する不変量はいずれもそのようなものであるので, transverse
link不変量の場合のみを書くことにする.

*41 インスタントン/モノポールではホモロジカル Z 次数を復元する方法は知られていないが, もちろんホモロジカル Z2 次数だけで Euler 数は定義で
きる.
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• Plamenevskayaが定式化した Khovanovホモロジーの元としての transverse knot不変量 [133]とWu[155]によるそ
の slnKhovanov–Rozansky への一般化 ψn(T ) ∈ KhRn(m(T )). Khovanov ホモトピー版などの変種と発展につい
ては Lipshitz–Ng–Sarkar [105], Collari [24]などを参照. Gabriel Montes de Oca [116]は Plamenevskaya不変量の
odd Khovanovホモロジー版を構成した. Hayden–Sundberg [55]では, Plamenevskaya不変量の, 正の ascendingコ
ボルディズムの元での naturalityが証明され, また, 4-ball内の exotic surfaceを検出した.
• Heegaard knot Floer ホモロジーの元として定まる Legendrian, transverse knot 不変量には, zsvath–Szabo–
Thurston[131] による Grid 不変量 (ただし (S3, ξstd) のみ) とよばれる grid diagram を用いる定式化, Lisca–
Ozsváth–Stipsicz–Szabó による, LOSS 不変量 [106] という二つの定式化があったが, Baldwin–Vela-Vick–Vértesi
は Braid不変量 [9]というまた一つの定式化を与え, さらにこれら 3つの定式化の等価性を示した. 今のところ, LOSS
不変量, Braid不変量には HFK(−Y, L)に値を持つものと HFK(−Y,−L)に値を持つものの 2タイプがある (ただ
し HFK(−Y, L)と HFK(−Y,−L)は同型ではある).

T̂Grid(Y, ξ,K) = T̂LOSS(Y, ξ,K) = T̂Braid(Y, ξ,K) ∈ ˆHFK(−Y, L)

TGrid−(Y, ξ,K) = TLOSS−(Y, ξ,K) = TBraid−(Y, ξ,K) ∈ HFK−(−Y, L)

T̂Grid− (Y, ξ,K) = T̂Braid− (Y, ξ,K) ∈ ˆHFK(−Y,−L)

TGrid−− (Y, ξ,K) = T−Braid
− (Y, ξ,K) ∈ HFK−(−Y,−L)

以下, これらをまとめて, T̂, T−, T̂−, T
−
− と書くことにする. また, Braid不変量は, K がファイバー絡み目であり, B

がそれについてブレイドであるとき, T̂(B ∪K) 6= 0 という非消滅定理を持つ [147]. Juhász–Miller–Zemke [74] で
は Braid 不変量のあるクラスの ascending コボルディズムの元での naturality が証明され, それを用いて 4-ball 内
の exotic surfaceを検出した (Khovanovよりこちらの方が先だったが, 例は異なる). 2022年の Binns–Day[16]では
Braid不変量を一要素として用いて knot Floerホモロジーのランクが 8以下の絡み目の分類がなされた.
• モノポール knot Floer 理論にも Legendrian, transverse knot 不変量. TM (K) ∈ KHI(−Y,K, p) がある. これは
Baldwin–Sivek[6]により構成された.
• インスタントン knot Floer 理論にも Legendrian, transverse knot 不変量 TI(K) ∈ KHI(−Y,K) がある. これも
Baldwin–Sivek[8]により構成され, Khovanohホモロジーが三葉結び目を detectすることの証明に使われた.
• Kang[76] が定式化した, 分岐被覆の Hendrics–Lipshitz–Sarkar Z2 同変 Heegaard Floer コホモロジーに値を持つ
pointed transverse knot p ∈ T ⊂ (S3, ξstd)の不変量.

c(ξT ) = c(Σ2(T ), ξ̃) ∈ ĤF ∗
Zp
(Σ2(T ), p)

これは T の transverse based isotopy類の不変量であることが示された.

1.6 結び目ホモロジーの間の種々のスペクトル系列

• reduced Khovanovホモロジーから 2重分岐被覆の ĤF へのスペクトル系列 (F2 係数).

E2 = Kh(m(K))⇒ ĤF (Σ2(K))

これは, Ozsváth-Szabó[129] によるものである. スペクトル系列の構成は, 2 重分岐被覆の ĤF の skein exact

triangleの技術の応用である. のちに, H̃M(Σ2(K))を用いたこのスペクトル系列の SW対応物が Bloom[17]により

定式化された. また, ある種の Bar–Natanホモロジー E2 = B̃N
2

∗∗(m(L))から 2重分岐被覆の involutive monopole

Floerホモロジー H̃MI(Σ(L))に収束するスペクトル系列が F.Linにより構成された [104].
• reduced Khovanovホモロジーから reduced 特異インスタントン Floerホモロジー I♮ へのスペクトル系列 (Z係数)

E2 = Kh(m(K))⇒ I♮(K).

これは, Kronheimer–Mrowka [90]によるもので, 上の Ozsváth-Szabóによる 2重分岐被覆の ĤF へのスペクトル系
列のアイディアに触発されたものである. このスペクトル系列の帰結として, reduced Khovanovホモロジーのランク
は I♮ のランク以上であることがわかる. これを, I♮(K)がインスタントン knot Floerホモロジー SHI(K)と Q上同
型であること, knot Floerホモロジー SHI(K)が 1次元であるのは unknotに限り, その他の knotでは 2次元以上
であることと組み合わせて, Kronheimer–Mrowkaは 「(reduced) Khovanovホモロジーが unknotを detectする」
という有名な結果を示した. *42 このスペクトル系列 (+α)を用いて, Khovanovホモロジーがその他のいくつかの結
び目を detect することも示された. また, Kronheimer–Mrowka は Bar-Natan 理論版のスペクトル系列も構成した
[92].

*42 なお, (reducedでない)Khovanovホモロジーも unknotを detectすることがこのことから従う. 実際, rankKh(U) = 2であり, rankKh(K) > 2

であるとすると, exact triangle
→ Kh(K) → Kh(K) → Kh(K) →

より, 2rankKh(K) ≥ rankKh(K) > 2 より rankKh(K) > 1 となるからである. 従って結び目 K ⊂ S3 に対し rankKh(K) = 2 と K = U

は同値である.
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• Baston–Seed link splitting スペクトル系列 [13] というものもある. これは, 絡み目の Khovanov ホモロジーか
ら, その成分の disjoint union の Khovanov ホモロジーに収束するスペクトル系列で, これを, Khovanov ホモ
ロジーが unknot を detect するという Kronheimer–Mrowka の結果と, 絡み目の Khovanov homology は Al =
F2[X1, . . . , Xl]/(X

2
1 , . . . , X

2
l ) 加群構造まで見る (l: 絡み目の成分数) と, l 成分 unknot を detect するという

Hedden–Ni の結果 [58] と組み合わせることで, Khovanov ホモロジーが unlink を detect することを検出した.
Hedden–Ni の議論のポイントは Ozsváth-Szabóスペクトル系列 [129]全体が Al 加群構造を持つことである.
• Dowlin スペクトル系列 [31]. これは reduced Khovanov ホモロジーから δ 次数付き Heegaard knot Floer ホモロ
ジーへの Q係数上のスペクトル系列.

E0 = Kh(K)⇒ ˆHFK(m(K))

これは特に rankKh(K) ≥ rank ˆHFK(K)であるという Rasmussenの予想 [135]を証明している. さらにこれを用
いて Khovanovホモロジーが unknotを含むいくつかの knotを detectするという結果の再証明が与えられた.
• Leeスペクトル系列

E2 = Kh(K)⇒ KhLee(K)

は, Rasmussen不変量の元々の定義に用いられた. 絡み目 Lの成分数が |L|であるとき, Leeホモロジーのランクは
2|L| であり, 結び目の場合 2 である. このスペクトル系列の E∞ 項は例えば Q 係数では, ある s(K) ∈ 2Z に対し,
Ei,j∞ = Q0,s(K)−1 ⊕Q0,s(K)+1 という形となり, この s(K)が Rasmussen不変量である.
Gornik, Lewark, Lobb, Wu( [108][109][156][157] [100]) は, Lee スペクトル系列の slnKhovanov-Rozansky ホモロ
ジーへの一般化を次のように定式化した: ポテンシャル ∂w ∈ C[x] が n 次の monic 多項式のとき, slnKhovanov-
Rozanskyホモロジーの変種KhR∂w が定義されるのであった. さらに, ポテンシャル ∂wが分離的 (separable), すな
わち, n個の相異なる根を持つとき,

E1 = KhRn(K)⇒ grjKhRi∂(K)

というスペクトル系列が存在し, かつ grjKhRi∂w(K) はランク n であり, その生成元の次数は (i, j) =
(0, j1(K)), · · · , (0, jn(K)) という形であることを示した. n = 2 の場合が Lee スペクトル系列である. また,
Lewark–Lobbの [100]では, ∂w の根 αを一つ選ぶごとに KhR∂w,α というホモロジーが定義され, これは常に 1次
元で,

E2 = KhR
i,j

n ⇒ grjKhR
i

∂w

という reduced版のスペクトル系列が定式化された. これを用いて Rasmussen不変量の一般化であるスライス-トー
ラス不変量 s∂w,α : C → 1

2(n−1)Zが定義される.

• Rasmussenが構成した, reduced HOMFLY-PTホモロジーから reduced slnKhovanov-Rozanskyホモロジーへのス
ペクトル系列 [136]

E1 = KhR∞(K)⇒ KhRn(K).

(Chandeler–Gorsky, [22]も参照.) Rasmussenいわく, このスペクトル系列は, ある意味 Leeのスペクトル系列の一
般化である. また, このスペクトル系列の帰結として, 各結び目K ⊂ S3 に対し, 十分大きな全ての nに対し,

KhR
I,J

n (K) ∼=
⊕

i+nj=I,
(k−j)/2=J

KhR
i,j,k

∞ (K)

が成り立つことを示した.

1.7 スライス-トーラス不変量

ここまでで多種多様な結び目ホモロジー理論があることを見たが, そこから, さまざまなコンコーダンス不変量が得られてい
る. その中でも 4-ball種数の下界を与え, かつ Bennequin型不等式, 結び目の連結和についての加法性などの共通の性質を
満たす, スライス-トーラス不変量とよばれるクラスのコンコーダンス不変量は最もシンプルなクラスであると考えられる.
スライス-トーラス不変量という概念は Livingstone[107]に従って Lewark [99]によって導入された.

定義 1.6. R値コンコーダンス不変量
y : C → R

であって, 次の条件を満たすものをスライス-トーラス不変量とよぶ.
1. (スライス条件)

y(K) ≤ g4(K)

2. (トーラス条件) p, q > 0 coprimeに対するトーラス結び目に対して y(Tp,q) =
(p−1)(q−1)

2
3. (加法性)

y(K0#K1) = y(K0) + y(K1)

を満たすものである.

♦
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トーラス条件は, slice–Bennequin不等式
sl(T ) ≤ 2y(K)− 1

に置き換えても等価である. ここで, T ⊂ (S3, ξstd)は knot typeがK である任意の transverse knotである. このことの証
明には trasnverse Markov定理を用いる (たとえば Lewarkの phD thesis [98]をみよ.). また, knot typeが K である任意
の Legendrian knotL ⊂ (S3, ξstd)に対し

tb(L) + |rot(L)| ≤ 2y(K)− 1

が成り立つことは, 上述の transverse knotの slice–Bennequin不等式と trasnverse push–offにより直ちに従う.
ここまで出てきたいくつかの不等式をまとめると

sl(T ) + 1

2
,
tb(L) + |rot(L)|+ 1

2
≤ (∀スライス-トーラス不変量)(K) ≤ g4(K) ≤ g3(K), u(K)

となる. ここで, T ,L ⊂ (S3, ξstd)はそれぞれ knot typeがK である任意の transverse knot, Legendrian knotである. *43

現在知られているスライストーラス不変量の例として,
• Heegaard knot Floerホモロジーから構成される Ozsváth–Szaboの不変量 τ ∈ Z. これが最初に見つかったスライス
トーラス不変量である. 元々は Heegaard knot Floerチェイン複体の Alexanderフィルとトレーションの情報を用い
て定義された. [131]の Appendix Aによると

τ(K) = −max{i|∃x ∈ HFK−(−S3,K, i)s.t.U jx 6= 0∀j ≥ 0}

という特徴づけがある.
• Rasmussen 不変量 (の半分)s/2 ∈ Z. Rasmussen 不変量は Khovanov ホモロジーから Lee ホモロジーへのスペク
トル系列を用いて構成されるのだった. Rasmussen がこの不変量を導入し, 解析的手法を用いない Moilnor 予想の
証明を与えたことは, センセーショナルな出来事であった. なお, Rasmussen は τ = s/2 を予想したが, 後に反例
が与えられた. そのような最初のものとして, Hedden–Ording [59] により, いくつかの (n, t) に対し, トーラス結
び目 T2,2n+1 の t-twisted positive Whitehead double D+(T2,2n+1, t) は, s/2 = 1 6= 0 = τ を満たすことが示され
た. τ = s/2 が成り立つ結び目のクラスはいろいろあり, 例えば, 交点数 10 以下の全ての結び目や, quasipositive

knotτ = s/2 = sl+1
2 , alternating knotτ = s/2 = −σ(K)

2 などはそうである ([59] をみよ) より一般に, squeezed
knot [38]というクラスの結び目に対しては, スライストーラス不変量の値は全て一致することが示されている.
• Lewark–Lobb の [100] で一般化されて導入された, sl(n)Khovanov-Rozansky ホモロジーと次数 n でモニックか
つ分離的 (根が全て相違) なポテンシャル関数 ∂w ∈ C[x] とその一つの根 α から構成される Rasmussen 型不変量
sn,∂w ∈ 1

n−1Z.
• Z. Li [101]は, モノポール/インスタントン knot Floerホモロジーのマイナスフレーバー KHM−, KHI− を導入し,
それを用いてスライス-トーラス不変量 τM , τI を構成した. 一方, Baldwin–Sivek [7]は閉 3次元多様体の Floerホモロ
ジー I#, H̃M を Dehn手術に適用したものを用いて, スライス-トーラス不変量 τ#I , τ

#
M を構成した (モノポール版の

構成は書かれていないが Ghosh–Z.Li–Wong [47]のいうように同様である). これらについては, Ghosh–Z.Li–Wong

[47]では τI = τ#I , τF2 = τM = τ#M が示された.
• Daemi–Imori–Sato–Scaduto–Taniguchi [28] が同変特異インスタントンホモロジーから構成した不変量 s̃. 以前に
Kronheimer–Mrowka が特異インスタントン Floer 理論 I#(およびそれに接続のホロノミーの情報を持った局所係
数の情報を付与したもの) を用いて, s# というコンコーダンス不変量を導入し, これが Rasmussen 不変量 s と一
致すると主張したが, 議論に誤りが見つかり, Gong[50] は s# は連結和に対する加法性が成り立たない例を見つけ
(従って s# はスライス-トーラス不変量ではない), またトーラス結び目に対する値も sとは異なることを示した. そ
の後 Daemi–Imori–Sato–Scaduto–Taniguchi が導入した s̃ はスライス-トーラス不変量であり, s# との差について
2s̃(K)− s(K) ∈ {−1, 0, 1}を満たすことが示されている.
• 佐藤–佐野 [143]は, Rasmussen不変量を, PIDとその素元の組 (R, c)に一般化した不変量 s̃sc を定式化した. 特に体
K係数の Rasmussen不変量を (R, c) = (K[h], h)の場合として含んでいる.
• そして, この予稿の主題である [IT2]で筆者–谷口が Z2 同変 Seiberg–Witten Floerコホモロジーを用いて導入した不
変量 qM ∈ Z,

が知られている. Baldwin–Sivek [7], Daemi–Imori–Sato–Scaduto–Taniguchi [28]によると τ#I = τ および τ = s̃が予想さ
れているが, まだ証明されていない.

♠ 1.7.1 その他のトピック
結び目ホモロジーから構成される様々な非スライス-トーラスなコンコーダンス不変量 ν′, ν, ν+, εなどや, そのコンコーダン
ス群に関する応用などを紹介したかったが, 紙面の都合上省略する. また, D4 とその境界としての S3 をより一般の境界付
き 4次元多様体や 3次元多様体にした場合の考察, 例えば, H-種数の評価なども最近盛んであるが今回はあまり取り上げな
かった.

2 筆者–谷口 [67]の主結果: Z2 同変 SWFloer理論を用いた新しい結び目ホモロジー

[67] で筆者–谷口は Z2 同変 Seiberg–Witten Floer 理論を用いて, 新しい結び目ホモロジー群, および, 新しいスライス-
トーラス不変量 qM を導入した.

*43 その他の Bennequin 型不等式として HOMFLY–PT 多項式を使うもの, HOMFLY–PT ホモロジーを使うもの, Kauffman 多項式を使うもの,

Khovanovホモロジーを使うものなどがある. Ngの [120]にまとまっている.

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

147



2.1 SW Floer 安定ホモトピー型とその同変版

まず, Manolescu[110]が導入した, Seiberg–Witten Floer 安定ホモトピー型の位置付けを説明したい. Seiberg–Witten不
変量は元々は閉 4次元多様体の整数値不変量であった. Floerが導入した, 無限次元版Morseホモロジー, すなわち, Floer
ホモロジーの枠組みにおいて, Seiberg–Witten不変量の (3+1) TQFT化として, Seiberg–Witten モノポール Floerホモロ
ジーが構成された.
一方, 別の方向性の展開として, 古田が 10/8 不等式の証明の際に導入した Seiberg–Witten 方程式の有限次元近似の方
法 [43] により, Seiberg–Witten 不変量のホモトピカルな精密化として, Bauer–Furuta 不変量 [14] が構成できる. これは,
b1(X) = 0*44である Spinc 閉 4次元多様体 (X, sX)に対し,

BF (X, sX) : (RM−b+(X) ⊕ CN+
c21(sX )−σ(X)

8 )+ → (RM ⊕ CN )+, M,N >> 1

という, 基点付き S1 同変安定ホモトピー写像である.

しばしば, 十分大きな整数M,N を省略して BF (X, sX) : (R−b+(X) ⊕ C
c21(sX )−σ(X)

8 )+ → S0 のように書くことにする.
S1 作用は Seiberg–Witten方程式の持つゲージ対称性のうちの, ちょうど S1 分だけある定数ゲージ変換に由来する.
Seiberg–Witten 安定ホモトピー型は, この二方向の Seiberg–Witten 不変量の展開のかけ合わせに当たるものである.

すなわち, Seiberg–Witten 安定ホモトピー型は, モノポール Floer ホモロジーのホモトピカルな精密化であり, 同時に,
Bauer–Furuta 不変量の (3+1) TQFT 化である. フォーマルに述べると, Seiberg–Witten 安定ホモトピー型は, Spinc

有理ホモロジー球面を object とし, その間の Spinc コボルディズムを射とする 3 + 1 コボルディズム圏から, S1 同変
Spanier–Whitehead 圏へのモノイダル関手を与える. *45である. これは特に, Spinc 有理ホモロジー球面 (Y, s) に対
し, その Seiberg–Witten Floer 安定ホモトピー型とよばれる「空間」(より正確には基点付き S1 ホモトピー型の formal
desuspension)SWF (Y, s)を与え, Spinc コボルディズム (W, sW ) : (Y0, s0)→ (Y1, s1)に対しては, 相対 Bauer–Furuta不
変量とよばれる基点付き S1 同変安定ホモトピー写像

BF (W, sW ) : ΣR−b+(W )⊕C
c21(sW )−σ(W )

8 SWF (Y0, s0)→ SWF (Y1, s1)

を与える. ここでもやはり両辺には十分大きな整数M,N に対する idRM idCN によるサスペンションが本当はあるが, 先ほ
どの Bauer–Furuta不変量のようにこの書き方ではそれを省略している. *46

後に, Lidman–Manolescu[103]により, しかるべき (S1 同変)ホモロジーをとることでモノポール Floerホモロジーを再
現することが示された. *47

H̃S1

∗ (SWF (Y, s)) ∼= ˇHM∗(Y, s), H̃S1,coBorel
∗ (SWF (Y, s)) ∼= ˆHM∗(Y, s), H̃

S1,tate
∗ (SWF (Y, s)) ∼= ¯HM∗(Y, s),

H̃∗(SWF (Y, s)) ∼= H̃M∗(Y, s)

Floer ホモトピー型 SWF (Y, s)の構成は, 大きく分けて次の 4ステップからなる.
1. Y 上に Riemann計量と Spinc 構造を固定し, Chern–Simons–Dirac汎関数の negative gradient flow方程式=R×Y
上の Seiberg–Witten方程式を有限次元近似することで, 有限次元多様体上の S1 同変な力学系を得る.

2. S1 同変 Conley指数理論により, この力学系から, 基点付き S1 ホモトピー型 Iλ−λ(Y, s, g)を得る. これは, 一般には,
有限次元近似の精度を表す実数値パラメータ λおよび Riemann計量に依存する. しかし, これらのデータを動かすと
き, Iλ−λ(Y, s, g)のズレは S1 作用込みで, Rと Cの何回かのサスペンション分だけである.

3. 有限次元近似の精度を表す実数値パラメータ λへの依存性を相殺するように, formal desuspensionを行うことで, 空
間 SWF (Y, s, g)を得る.

4. Riemann計量への依存性を相殺するように, さらに formal desuspensionを行うことで, 空間 SWF (Y, s)を得る. こ

こでの formal desuspension ΣC−n(Y,s,g)

は, (Y, s)を境界に持つ 4次元コンパクト Spinc 多様体 (X, sX)をひとつと
り, それの適切な位相不変量と Dirac作用素の Atiyah–Patodi–Singer指数の差により与えられる.

ここで, 空間 X の formal desuspension といったとき, 考えたいのは ΣR−m⊕C−n

X のような suspension の逆操作である
が, そのようなものを幾何学的に構成するわけではなく, (X,m, n)という空間と数の組のことである, と宣言するだけであ
る. ここでの S1 同変 Spanier–Whitehead圏はそのような組を objectとするものとして定義される. このような組のホモ
ロジーを, H̃∗(X,m, n) = H̃∗+m+2n(X)のように定義する. これは, サスペンション同型 H̃∗(Σ

RX) ∼= H̃∗−1(X)から逆算
して, (X,m, n)が X の −m− 2n回のサスペンションであるかのように振る舞うよう定義しているのである.

2.2 結び目コホモロジー群

Manolescuによる Seiberg–Witten Floer 安定ホモトピー型の構成は, 小さな修正を除き, Spinc 有理ホモロジー球面 (Y, s)
にコンパクト群 Γの作用がある場合に同変に行うことができる. これが可能であることはおそらく多くの専門家は認識して
いたであろうが, 実行されたのは比較的最近であり, Baraglia–Hekmati [12]による. 注意すべきこととして次の二点が挙げ
られる.

*44 b1(X) > 0の場合の Bauer–Furuta不変量は, Picard トーラス T b1(X) 上の族として定式化されるがここでは簡単のため b1(X) = 0とした.
*45 直積コボルディズム [0, 1]× Y ]に [0, 1]方向に不変な Spinc 構造を与えたものに対する相対 Bauer–Furuta不変量が恒等写像に S1 同変安定ホモ
トピックであることは, 長らく未証明であったが, Sasahira–Stoffregen の未発表のドラフトにおいて証明されたことがアナウンスされ, 筆者-谷口
はその原稿を送っていただいた.

*46 b1 > 0への拡張としては, Kronheimer–Manolescu[96], Khandhawit–J.Lin–Sasahira[77][?KLS18’], Sasahira–Stoffregen [144]などがある.
*47 コボルディズム写像の対応はまだ証明されていない.
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1. 先ほど説明した Floer ホモトピー型 SWF (Y, s) の構成の 4 つ目のステップにおいて, (Y, s) を境界に持つ 4 次元
コンパクト Spinc 多様体 (X, sX) をひとつとるということをしたが, これが Γ 作用込みで行えるかは非自明であ
る. この問題を回避するため, 計量依存の Floer ホモトピー型 SWF (Y, s, g) を構成するにとどめ, そのコホモロ
ジーを定義するときに, 次数のシフトを同様に考え, 不変性はこのコホモロジーに対してだけ示す. 言い換えると,
Spanier–Whitehead圏の objectとして (Y, s)の計量に非依存な不変量を定式化することは諦める.

2. (Y, s) にコンパクト群 Γ の作用がある場合, SW 方程式に由来する S1 作用と, 多様体への Γ 作用が, SW 方程式の
configurationに持ち上げる際に「混ざって」, Seiberg–Witten Floer 安定ホモトピー型は一般には

1→ S1 → Γs → Γ→ 1

というある中心拡大 Γs への作用が定まるということである.
基本的なのは Γ = Zp の場合である. ここでは, pは素数である. 実はこの場合, 中心拡大は実は自明であることが示せる. す
なわち, Γs

∼= S1 × Zp である.
Baraglia–Hekmatiが主に考察したのは, S1 × Zp 同変コホモロジー

H̃
∗+2n(Y,s,g)
S1×Zp

(SWF (Y, s, g);Fp)

である. 上で注意したように, 「計量に非依存な同変 Floerホモトピー型」を定義することはなされていないのであるが, あ
たかもそのようなもの S1 × Zp y SWF (Y, s)があるかのような表記を用いても混同のおそれはないのでそうすることにす
る. このことを踏まえた上で, (Y, s) = (Σp(K), s0)のとき, このコホモロジー群を

H̃∗
S1×Zp

(SWF (Y, s))

と書くことにする.
これは,

H∗(B(S1 × Zp);Fp) =

{
F2[U,Q]

Fp[U, S,R]/R2

上の加群である. Zp 作用付きの 3次元多様体として基本的なのは, 結び目K ⊂ S3 に沿った Zp 分岐被覆 Σp(K)である.

この場合を考察することにより, θ(p)(K)というコンコーダンス不変量の構成 [10]およびそれを用いた Milnor予想の再証
明 [11]がなされた. ただし, Baraglia–Hekmatiによる計算は, 主にスペクトル系列と HF=HM(Heegaard Floerホモロジー
という, モノポールホモロジーとの同型が知られている別の Floerホモロジー)を経由するもので, 多変数多項式環上の加群
を扱っていることも相まって, やや煩雑である.
一方, [67]で筆者らにより見出されたことは, S1 作用を忘れて Z2 同変コホモロジーを考えるだけでも面白いということで

ある特に, 新しいスライストーラス不変量が定義でき, Milnor予想を再証明することができる. 特筆すべきこととして, スペ
クトル系列や HF=HMを使う代わりに, 次のトリックを用いる.

1. Freedman–Quinnによる 4次元多様体にはめ込まれた曲面のホモトピー分類の結果を用いるこれは, Kronheimerや
Daemi–Scadutoにより, 特異インスタントン理論の文脈で用いられていた.

2. コンタクト構造, シンプレクティック構造を用いる. より具体的には, [66]で筆者–谷口が構成したホモトピカルなコ
ンタクト不変量の同変版として, transverse knot不変量を導入し, それを用いる.

それでは, 新しい結び目コホモロジー群を導入しよう. K ⊂ S3 を結び目とする.

H̃∗
Z2
(SWF (K)) := H̃

∗+2n(Σ2(K),s0,g)
Z2

(SWF (Σ2(K), s0, g);F2)

と定義する. ここで, Z2 分岐被覆 Σ2(Σ)上の Z2 不変な Spinc 構造の同型類の集合 Spinc(Σ2(K))Z2 は 1元集合であり, そ
の元を s0 と書いた. このコホモロジー群は, 環

H∗(BZ2;F2) = F2[Q]

上の加群である. なお, この理論は Heegaard Floer 理論における Hendricks–Lipshitz–Sarkerの理論 [60][61]の SW理論的
対応物と見ることができる.

♠ 2.2.1 ランク 1定理とその証明

まずは, 新しい結び目コホモロジー群 H̃∗
Z2
(SWF (K))の基本的な性質として, 任意の結び目 K ⊂ S3 に対して, このコホモ

ロジー群は F2[Q]加群としてランク 1であることを証明する. この結果をランク 1定理とよぶことにしよう.

定理 2.1. 任意の結び目K ⊂ S3 に対して

rankF2[Q]H̃
∗
Z2
(SWF (K)) = 1

が成り立つ.

この定理の証明は, 新しく導入する不変量 qM (K)のコボルディズム不等式の証明と同時に行う.
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2.3 スライス-トーラス不変量 qM

不変量 qM (K)の定義は次である. スライス-トーラス性の証明は後述する.

定義 2.2. 結び目K ⊂ S3 に対し,

qM (K) := min{i|x ∈ H̃∗
Z2
(SWF (−K)), Qnx 6= 0, ∀n ∈ Z≥0} − 3

4
σ(K)

と定義する.

すなわち, Z2 同変 Floerコホモロジー群 H̃∗
Z2
(SWF (−K))の「Qタワーの一番下」のコホモロジー次数を, 結び目符号数

により補正したものが qM である. この定義では, K ではなくそのコンコーダンス逆 −K(あるいはこのコホモロジー群は向
きによらないので K のミラーにしても同じである)の Floerコホモロジー群を使っていることに注意する. コンタクト, シ
ンプレクティック構造はこの定義の時点ではまだ用いていない. コンタクト, シンプレクティック構造を用いるのはトーラス
結び目 (より広く, シンプレクティック曲面の境界になっている transverse knot)に対してこの不変量の値を決定するとこ
ろである.

♠ 2.3.1 例: quasi-alternating knot

計算例を挙げる. Σ2(K)が F2 係数で L-spaceであるような結び目, 特に, quasi-alternating knotに対しては, Floerコホモ
ロジーを σ(K)だけで完全に決定することができる. quasi-alternating knotに対しては, Z2 分岐被覆 Σ2(K)が L-spaceで
あるという結果は [129]による. [129]quasi-alternating knotの定義を復習しておく.

定義 2.3. quasi-alternating 絡み目の集合 Qは, 次を満たす最小の絡み目の集合である.
• 自明結び目は Qに属する.
• 絡み目 Lが射影図 D であって次を満たす交点 cを持つならば, Lは Qに属する.

1. cの両方の smoothing L0 および L∞ は Qに属する.
2.

det(L) = det(L0) + det(L∞)

♦

正スカラー曲率計量を持つ有理ホモロジー 3 球面は L-space であることが知られているので, 以下の定理は, 分岐被覆
Σ2(K)が正スカラー曲率計量を持つ obstructionを与えていると見ることができる. Rolfsen tableの交点数 9以下の結び
目 85個のうち, 3個を除いて全てが quasi-alternatingであるので, 例は豊富であるといえよう.

定理 2.4. K ⊂ S3 を Σ2(K)が L-spaceであるような結び目とする (quasi-alternating knotはこれを満たす). このとき,

H̃∗
Z2
(SWF (K)) = F2[Q]−σ(K)

4

であり (ここで右下の数は 1 ∈ F2[Q]の Q次数を表す), 特に,

qM (K) = −σ(K)

2

である.

証明.
Σ2(K)が L-spaceであることは, 非同変な reducedコホモロジーが 1次元, すなわち, H̃∗(SWF (K)) ∼= F2 であるという
ことと同値であることが知られている. 証明のポイントは Z2 ファイブレーション

Z2 → SWF (K) ∧ (EZ2)+ → SWF (K) ∧Z2 (EZ2)+

に対する Thom–Gysin完全列

· · · → H̃∗−1
Z2

(SWF (K))
Q−→ H̃∗

Z2
(SWF (K))→ H̃∗(SWF (K))→ · · ·

と Baraglia–Hekmatiの結果 [12]系 6.3より H̃∗(SWF (K)) ∼= F2 の grQ が σ(K)を使って書けることである.

定理 2.5. qM は整数値スライス-トーラス不変量である. すなわち次が成り立つ.
1. 任意の結び目K ⊂ S3 に対し, qM (K)は整数である.
2. (コンコーダンス不変性) 二つの結び目K,K ′ ⊂ S3 がコンコーダントならば, qM (K) = qM (K ′)が成り立つ.
3. (スライス条件) 任意の結び目K ⊂ S3 に対し, qM (K) ≤ g4(K)が成り立つ.

4. (トーラス条件) p, q を互いに素な正の整数とするとき, トーラス結び目 Tp,q に対し qM (Tp,q) = (p−1)(q−1)
2 が成り

立つ.
5. (加法性) 任意の二つの結び目K,K ′ ⊂ S3 に対し qM (K#K ′) = qM (K ′) + qM (K ′)が成り立つ.

証明. 整数値であることは定義から容易に確かめられる. 加法性の証明は省略する (Sasahira–Stoffregenにより最近証明
された SW Floer ホモトピー型の連結和公式 SWF (Y#Y ′, s#s′) = SWF (Y, s) ∧ SWF (Y ′, s′) の Z2 同変版を考えるこ
とがポイントの一つである). 残りの結果は次節で示す. コンコーダンス不変性とスライス条件は, 次節のコボルディズム不
等式の特別な場合である. トーラス条件は次節の adjunction等式の特別な場合であり, この証明でコンタクト, シンプレク
ティック構造を用いる.
注.
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2.4 コボルディズム不等式, 特にコンコーダンス不変性と g4 の下からの評価

定理 2.6. K0,K1 ⊂ S3 を結び目とし, S ↬ [0, 1] × S3 を normally immersed surface コボルディズム K0 → K1 であっ
て, 種数 g, s+ 個の正の immersed points, s− 個の負の immersed pointsを持つものとする. このとき,

qM (K1) ≤ qM (K0) + g + s+

が成り立つ.

証明. 証明は 4 つのステップからなり, その途中でランク 1 定理を証明する. この議論は, Daemi–Scaduto [29] が
Kronheimer[85], Freedman–Quinn[40]の結果に基づき特異インスタントン理論で行ったものの類似である.

1. normally immersed surface cobordism S ↬ [0, 1] × S3 に対し, Bauer–Furuta 不変量 BFS を定義する. これは,

CP 2 を連結和して特異点を解消することによりなされる.
2. Qで局所化された Floerコホモロジー上に Bauer–Furuta不変量から誘導されるコボルディズム写像 BF ∗,loc

S が, Q±

の掛け算を除いて, S をホモトピーで取り替えても不変であることを示す. ここでは, Freedmann–Quinnの次の結果
を用いる:
定理 2.7. (Freedmann–Quinn [40]). 二つの normally immersed コボルディズム S0, S1 ↬ [0, 1]× S3 が, 境界を固
定してホモトピックであると仮定する. このとき S0 と S1 は, [0, 1] × S3 の ambient アイソトピー, positiveツイス
トムーブ, negative ツイストムーブ, fingerムーブの 4つのムーブでうつり合う.

よって, S0 と S1 がこれら 4つのムーブで関係している場合に BF ∗
S0

up to Q±

= BF ∗
S1
であることをチェックすれば十

分であり, これは SW方程式の解析とホモトピー論で確かめられる.
3. ランク 1定理, すなわち, 任意の knot K ⊂ S3 に対し rankF2[Q]H̃

∗
Z2
(SWF (K)) = 1を示す. crossing changeによ

り, unknot への種数 0の normally immersed コボルディズム S : K → U が構成できる.

Q−1H̃∗
Z2
(SWF (K))

BF∗,loc
−S

⇄
BF∗,loc

S

Q−1H̃∗
Z2
(SWF (U))

というコボルディズム写像が誘導される. 合成コボルディズム S ∪ (−S) : U → U , (−S) ∪ S : K → K は種
数が 0 であるから product コボルディズム [0, 1] × U [0, 1] × K にホトピックであるから, 前のステップより合成
BF ∗,loc

−S∪S = BF ∗,loc
S ◦ BF ∗,loc

−S , BF ∗,loc
S∪−S = BF ∗,loc

−S ◦ BF ∗,loc
S は up to Q± の掛け算で恒等写像に一致する (ここ

で, product コボルディズムに対する Bauer–Furuta 不変量が恒等写像であるという Sasahira–Stoffregen の結果の
同変版を用いた). よって, H̃∗

Z2
(SWF (U))と H̃∗

Z2
(SWF (K))の F2[Q]上のランクは等しくなければならず, 前者が

F2[Q]に同型であることは直接確かめられるので, ランク 1定理が従う.

4. コボルディズム不等式と同じ設定の下で, BF ∗,loc
S 6= 0かつ, Floerコホモロジーの free part H∗

Z2
(SWF (K))/(Q −

torsion) ∼= F2[Q]上に Bauer–Furuta不変量から誘導されるコボルディズム写像 BF ∗,free
S は

BF ∗,free
S = QqM (K1)−qM (K0)+g+s+

で与えられる. よって, 右辺の Qのべきはゼロ以上でなくてはならず, コボルディズム不等式が従う.

BF ∗,loc
S 6= 0 の証明は, 前のステップの種数があるバージョンと思うことができる. S ∪ (−S) : U → U は

[0, 1]× U#2gT
2 とホモトピックであり, 逆の合成 −S ∪ S : K → K は [0, 1]×K#2gT

2 とホモトピックであること
と連結和公式, BFT 2 の計算を使うと, 前のステップと同様にして証明できる. BF ∗,free

S = QqM (K1)−qM (K0)+g+s+ の
計算は, コホモロジーの次数を見ればわかる.

2.5 adjunction等式, 特にトーラス結び目に対する計算

定理 2.8. S ⊂ (D4, ωstd) をシンプレクティック曲面であって, T := ∂S ⊂ (S3, ξstd) が transverse knot であるものとす
る. このとき,

qM (T ) = g(S)

が成り立つ.

証明には, 筆者–谷口 [67] の二つの新しい結果を用いる. 一つ目は, 弱シンプレクティック充填のその中のシンプレク
ティック曲面に沿った分岐被覆が Z2 不変な弱シンプレクティック充填の構造を持つという結果で, これは微分幾何的な議論
である. 二つ目は, Z2 同変コンタクト不変量 (=安定ホモトピー論的 transverse knot不変量)を導入し, その基本的な性質,
合成則と非消滅定理を証明することである.

♠ 2.5.1 分岐被覆上の Z2 不変な弱シンプレクティック充填構造
(Y, ξ)をコンタクト ZHS3, T ⊂ (Y, ξ = Kerλ)を transverse 絡み目とする. このとき, Zn 分岐被覆 Σn(T )上の Zn 不変コ
ンタクト構造 ξ̃ = Kerλ̃であって, 射影 π : Σn(T )→ Y による T の逆像 T̃ のある近傍の外で λ̃が引き戻し π∗λに一致する
ものが Gonzalo[51], Plamenevskaya[134]により構成されていた. [67]では筆者–谷口はさらに次の結果を示した.

定理 2.9. S ⊂ (D4, ωstd)をシンプレクティック曲面であって, 境界 T = ∂S ⊂ (Y, ξ)が transverse knotであるものとす
る. このとき, 分岐被覆 Σ2(S)は (Σ2(T ), ξ̃std)の弱シンプレクティック充填の構造 ω̃std を持つ.
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[67]ではより一般に, D4 よりも広いクラスの弱シンプレクティック充填に対して, Zn 分岐被覆が定まるようなしかるべ
き設定の下で, 同様の結果を示したがそれはここでは述べない. 証明のポイントは, シンプレクティック形式 ω を射影 π で
引き戻すだけでは, π−1(S)の近傍でシンプレクティック構造にならない (非退化性が成りたたなくなる)ので, しかるべくそ
れを改変することである.

♠ 2.5.2 C =transverse knot不変量=Z2 同変コンタクト不変量と貼り合わせ公式, 非消滅定理
[66]で導入された安定ホモトピー版コンタクト不変量は, 与えられたコンタクト有理ホモロジー球面 (Y, ξ)に対し,

C = C(Y, ξ) : S0 → Σd3(Y,ξ)+
1
2SWF (−Y, sξ)

という基点付き (非同変)安定ホモトピー類が定まる, というものであった. その構成は, 多様体 [0,∞) × Y に, [1,∞) × Y
上ではコーン状に広がっていく概 Kähler 構造を与え, {0} × Y の近くでは直積状になるように計量を拡張し, その上
で Atiyah–Patodi–Singer 境界条件つきで, Seiberg–Witten 方程式の有限次元近似を行うというものであった. また, 境
界にコンタクト構造が与えられた b3 = 0 のコンパクト 4 次元多様体 (X, ξ) であって, その上の Spinc 構造 s と同型
s|∂X → sξ が与えられたものに対して [64] で筆者がそれ以前に構成していた, 球面の安定ホモトピー群に値を持つ不変量
Ψ(X, ξ, s) ∈ πstd(X,s,ξ)(S

0)/ ± 1を, (X, s)の Bauer-Furuta不変量とのペアリングにより復元する. すなわち, Y = ∂X と
すると, 次の可換図式がある.

S0 Σd3(ξ)+
1
2SWF (−Y, sξ)

S−d(X,ξ,s)

ΨX,ξ,s

C

BFX,s

ここで, d(X, ξ, s) ∈ Z はこの設定での SWモジュライ空間の virtual dimension とよばれる整数である. この可換図式は,
X ∪ ([1,∞)× ∂X)をX と [1,∞)× ∂X という二つの部分に切り分けるときの貼り合わせ公式である. また, X が ξ の弱シ
ンプレクティック充填の構造を持つ場合には, d(X, ξ, s) = 0かつ Ψ(X, s, ξ) = ±idであることが筆者により示されていた.
今, Y 上の Z2 作用がコンタクト構造 ξ を保つとする. このとき, C の構成, 議論を Z2 同変に行うことができ, C は Z2 同変
安定ホモトピー類を与える. transverse knot K ⊂ (Y, ξ)に対しては, Gonzalo[51], Plamenevskaya[134]の構成により, 分
岐被覆 Σ2(K)は Z2 不変なコンタクト構造 ξ̃ を持つ. これを考えることで, C は transverse knot不変量とみなすことができ
る. さらに, Ψ(Σ2(S), sω̃)は ±idに Z2 同変安定ホモトピックであることが示せる. よって Z2 同変安定ホモトピー可換図式

S0 Σd3(ξ̃)+
1
2SWF (−K)

SWF (−U) = S0

±id

C

BFS

を得る. (曲面 S を自明結び目からの surface コボルディズム S : U → K および, S : −K → −U と同一視している.
SWF (−U) = S0 は直接確かめられる.) よって,

C∗BF ∗
S(1) = 1 ∈ F2[Q]

が成り立つ*48. ここで, C が Z2 同編であることより C∗ は F2[Q]線形であるから, この等式は, BF ∗
S(1)が, Q-torsionでな

く, かつ, Qで割れないことを意味する. すなわち, BF ∗
S(1)は「Qタワーの一番下」を実現している. これのコホモロジー次

数を求めれば, qM が決定されるというのは, qM は「Qタワーの一番下」の次数を補正したものであるという定義式から明
らかである. 結果的には求めたかった等式 qM (K) = g(S)が得られる.

3 筆者–佐野–佐藤–谷口 [65]の主結果: qM と既存のスライス-トーラス不変量の比較

不変量 qM は既存のスライス-トーラス不変量と一致するだろうか? 筆者–佐野–佐藤–谷口 [65]の次の結果はこの疑問に否
定的に答えた.

定理 3.1. (筆者–佐野–佐藤–谷口 [65]). s を Rasmussen 不変量, τ を Ozsváth–Szabó 不変量, s∂ω を, 任意の分離的ポテ
ンシャル ∂w, 根 α に対する NRasmussen 不変量, τ# を Baldwin–Sevek のインスタントン τ 不変量 s̃ を Daemi–Imori–
Sato–Scaduto–Taniguchi 不変量, s̃sc を任意の PID Rおよび素元 cに対する佐野–佐藤の Rasmussen型不変量とする. こ
のとき, 結び目 942 に対して次が成り立つ.

qM (942) = −1, τ(942) = τ#(942) = s̃(942) = s(942) = s̃sc = s∂ω,α(942)

証明. qM (942) = −1は, Greene[52]の結果より, Σ2(942)は F2 係数上 L-spaceである (ただし, 942 は quasi-alternating
でないことに注意)から, qM = −σ2 で与えられる. *49

τ = τ# = s̃ = 0に対する議論は並行しているので, τ の場合を説明する. 使うのは次の事実である.

*48 「計量非依存な SW Floer安定ホモトピー型」は本当は定式化していなかったのであるが, 目的のためにはこの Floerコホモロジー上の等式だけあ
れば十分であるのでそのことは問題にならない.

*49 Greene の論文では Σ2(942) は F2 係数上 L-space であることの証明が省略されていたので, [65] では, Ozsváth–Szabó の ĤF (σ2(K)) に対す
る skein exact triangle [129]を用いた別証明を与えた.
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1. Ozsváth–Szabó correction termとよばれるZHS3に対する不変量 d(Y )であって連結和に対する加法性 d(Y#Y ′) =
d(Y ) + d(Y ′), 特に d(−Y ) = d(Y )を満たすものが存在する. (ここでは d(Σ(2, 3, 5)) = 1という規格化を採用する)

2. Y を ZHS3 とする. ある滑らかなコンパクト有向 4 次元多様体 X であって b+(X) = 0 かつ ∂X = Y であるもの
が存在するとする. このとき, Ozsváth–Szabó correction term d(Y ) は d(Y ) ≥ 0 を満たす.([124] 系 9.8) *50 特に
(d(−Y ) = −d(Y ) より) あるコンパクト有向 4 次元多様体 X+, X− であって, b+(X−) = 0 かつ b−(X+) = 0 かつ
∂X+ = ∂X− = Y ものが存在するとするならば, d(Y ) = 0である. (後者の主張は d(−Y ) = d(Y )であるという事実
を用いると前者の主張から従う.)

3. 任意の結び目 K ⊂ S3 に対し, τ(K) > 0ならば d(S3
1(K)) < 0が成り立つ. 特に, d(S3

1(K)) = 0ならば τ(K) = 0
である.

K = 942 に対しては, Y = S3
1(K)に対し, Kirby計算により具体的に X+, X− を構成することができ, d(S3

1(K)) = 0, 従っ
て, τ(K) = 0が従う. τ#, s̃に対してはインスタントン Froyshov不変量を Ozsváth–Szabó correction termdの代わりに用
いると対応する性質が知られており, 議論は同様である.
次に, s̃sc(942) = s(942) = 0を示す. (R, c) = (Z[H],H)の場合に s̃sc = 0を直接計算で示すことができ, 佐藤–佐野 [143]
の理論により, このことから全ての PIDとその素元の組 (R, c)に対して s̃sc = 0であることが従い, 特に, 全ての体係数で
Rasmussen不変量がゼロであることがわかる.
次に, 任意の分離的ポテンシャル ∂w, 根 α に対する n 版 Rasmussen 不変量 s∂w,α(942) = 0 を示す. sl2 の場合は全て

Rasmussen 不変量に一致することが知られており, この場合は先ほど示したので n ≥ 3 を考えればよい. n ≥ 3 を一斉
に扱うポイントは, (reduced)HOMFLY-PTホモロジーを考察することである. 942 の reduced HOMFLY-PTホモロジー
KhR∞(942)を計算すると, n ≥ 3以上だと reduced HOMFLY-PTホモロジー KhR∞(942)から reduced sln Khovanov–
Rozanskiホモロジー KhRn(942)へのスペクトル系列では次数の条件より微分は発生せず, KhR∞(942) ∼= KhRn(942)で
あることがわかる. (sln, ∂w, α)版 Leeスペクトル系列

KhRn(942)⇒ KhR∂w,α(942)

は最初の微分で ∆次数がゼロである一つの生成元以外が全て消える (高次の微分は次数の理由ですべてゼロなので, さもな
くば reduced ∂ w Lee理論KhR∂w(942)が 1次元にならずおかしい). その残った一つの生成元は q次数が 0なので定義か
ら s∂w,α(942) = 0となる.
注. 交点数 9以下の prime knot*51は全部で 85個あり, [65]ではその全てに対して qM を計算した. 実際, 819, 942, 946 以
外は quasi-alternatingであるから, qM = −σ2 で与えられる. 819 = T3,4 であり, Σ(819) = Σ(2, 3, 4)はMilnorの結果によ
ると正スカラー曲率計量を持つので, これは L-space である. 942 が F2 係数上 L-space であることは上で見た通りである.
よって, これらに対しても qM = −σ2 で与えられる. 946 はスライス結び目であるから, qM (946) = 0である. なお, 交点数
10以下の prime knotは全部で 250個あり, そのうち現在まだ決定できていないのは qM (10132)と qM (10136)のみである.

3.1 終わりに

捉え難い非線形な対象, 例えば多様体をはじめとする非線形な空間, 非線形な写像の一部の情報を, デジタルな情報, 数や
線形代数, 加群の理論に落とし込んで解析するというのは, 微分積分学, 表現論, 代数的トポロジーをはじめ, さまざまな数
学の根底にある考え方である. コボルディズム圏から加群の圏への関手である TQFTも, そのような枠組みの一つである.
(3 + 1, 1 + 1) TQFTとでもよぶべき結び目ホモロジー理論は, 3, 4次元の多様体やその上の幾何構造, 結び目といった非線
形な対象を, それが持つ豊かな情報を反映した, 計算可能な代数的データ, コンピュータで扱えるような組み合わせ的情報に
落とし込むことを可能にする枠組みであり, 現段階で最も具体的に調べることができる TQFTの例を供給している. さまざ
まな結び目ホモロジーは, 付随するコンコーダンス不変量や transverse/Legendre元を持つなどの共通する性質もあれば, 相
違点もある. 筆者らの研究成果の紹介の他に本稿が目指したことは, 結び目に対する古典的なアプローチから現代的なアプ
ローチへの変遷と, さまざまな TQFT型不変量が互いに刺激し合いながら発展している様という二つの軸で結び目理論の展
開を, 4 次元的な視点およびシンプレクティック・コンタクト構造の視点から描き出すことであった. 今後も結び目ホモロ
ジーの研究を通して, 3, 4次元の多様体やその上の幾何構造, 結び目といった対象の理解, 分類が進んでいくことは間違いな
いであろう. 今後はひょっとすると, さまざまな結び目ホモロジーや TQFTを見渡すような大局的視点で, 分類理論や統一
理論が発展していくのかもしれないし, あるいは QFTの故郷である物理学にも何かフィードバックをもたらすということ
もあるかもしれない. 期待は尽きないが, ここで筆を置くことにする.

*50 Heegaard Floer 理論では, d は Spinc 有理ホモロジー球面 d(Y, s) に一般化されている. さらに次の結果が成り立つ, (Y0, s0), (Y1, s1) を
Spinc QHS3, (W, sW ) : (Y0, s0) → (Y1, s1)を Spinc コボルディズムであって, b+(W ) = 0であるものとする. このとき,

d(Y1, s1)− d(Y0, s0) ≥
c21(sW ) + b2(W )

4

が成り立つ. 今, (Y0, s0)を S3 とし, (Y1, s1)を ZHS3(このとき Spinc 構造は一意) Y とすると,

d(Y ) ≥
c21(sW ) + b2(W )

4

となり, W の交差形式は負定値ユニモジュラーかつ, {c1(sW )}sW∈Spinc(W ) は特性ベクトル全体に一致する. よって, Elkiesの定理 (負定値ユニ
モジュラー形式 Qに対し maxξ:char Q(ξ) + rank(Q) ≥ 0が成り立つ)よりある sW ∈ Spinc(W )に対し

d(Y ) ≥
c21(sW ) + b2(W )

4
≥ 0

が成り立つ. このことから上で述べた性質が従う.
*51 非自明な連結和分解を持たない結び目のこと
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knot Floer homology における二種類の位数と
Upsilon torsion invariant

姫野　圭佑 (広島大学先進理工系科学研究科数学プログラム D2)∗

概 要
S3 内の結び目に対し，minus knot Floer homologyと unoriented knot Floer
homology は F2[U ] 上の加群の構造を持つ．ねじれ部分加群を消すために必
要な U の作用の最小回数を考えることで knot Floer torsion order Ord,
unoriented knot Floer torsion order Ord′ という非負整数値結び目不変量を
それぞれ取り出すことができる．本講演では，与えられた (unoriented) order
を実現する双曲的結び目が存在することを紹介する．計算は二つの不変量を
統合した不変量である Upsilon torsion invariant を用いた．

1. 導入と主結果
F2 を位数 2 の有限体とし，F2[U ] を変数を U とした F2 係数一変数多項式環とする．
一般に，F2[U ] 上の加群 M には，U に関するねじれ部分加群 Tor(M) := {x ∈ M |
Un ·x = 0 for some n ∈ Z≥0}が定まり，Ord(M) := min{n ∈ Z≥0 | Un ·Tor(M) = {0}}
と torsion order を定めることができる．Tor(M) = {0} ⇐⇒ Ord(M) = 0 に注意．
K を S3 内の結び目とする．この K に対して，minus knot Floer homology HFK−(K)

[17] と unoriented knot Floer homology HFK′(K) [16] が定義され，ともに F2[U ] 上の
加群の構造を持つ．上の話から，knot Floer torsion order Ord(K) と unoriented knot

Floer torson order Ord′(K) を

Ord(K) := Ord(HFK−(K))

Ord′(K) := Ord(HFK′(K))

で定めることができる．これらはともに非負整数値の結び目不変量である．
注意 1. O を unknot とすると，Tor(HFK−(O)) = Tor(HFK′(O)) = {0} なので
Ord(O) = Ord′(O) = 0 である．逆に，HFK−(K) は unknot を detect することか
ら [18]，Ord(K) = 0 ならば K = O が分かる．HFK′(K) についても同様に，少し
議論をすると，Ord′(K) = 0 ならば K = O が分かる．つまり，Ord(K) = 0 ⇐⇒
Ord′(K) = 0 ⇐⇒ K = O である．
Ord(K) は [7] で導入され，結び目コボルディズムとの関連を調べている．また，

Ord′(K) は，Ord(K) の向きづけ不可能版として [3] で導入され，向きづけ不可能結び
目コボルディズムとの関連が調べらている．詳細は，副節 2.1, 2.2 で紹介する．
不変量の実現問題に着目する，つまり，与えられた不変量を実現する結び目が存在
するか，存在するならどのようなものかを考えたい．Ord(K), Ord′(K) に関しては次
の結果がある．
命題 1 ([3, 7]). Tp,q を (p, q)–torus knot とする．

• Ord(Tp,q) = min{p, q} − 1,

∗ e-mail: himeno-keisuke@hiroshima-u.ac.jp
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• Ord′(Tp,p+1) =
⌊p
2

⌋
.

注意 2. 一般の torus knot に対する Ord′ の公式はまだ与えられていない．
したがって，任意の N ∈ Z>0 に対し，Ord(K1) = N, Ord′(K2) = N をみたす結び
目 K1, K2 は torus knot として実現できる．では，双曲的結び目ではどうかというの
が本研究の主結果である．
定理 1. 任意の N ∈ Z>0 に対し，Ord(K1) = N, Ord′(K2) = N をみたす双曲的結び
目 K1, K2 がそれぞれ無限個存在する．
この定理を確かめるために，ある twisted torus knot の族に対して Upsilon torsion

invariant ΥTor
K [1] を計算した．詳細は次の節で与えるが，ΥTor

K は Ord(K), Ord′(K)

の情報を持った不変量である．ΥTor
K が一致するような結び目の組は簡単に見つかる．

例えば，torus knot の族 {Kp,pk+1}∞k=1 はすべて ΥTor
K が一致する．また，非自明な

alternating knot (もっと広く Floer thin knot) に対してもすべて ΥTor
K が一致すること

が簡単に分かる．そして，今回の計算により副産物として次を得た．
系 1. ΥTor

K が一致する Floer thin でない双曲的結び目が無限に存在する．
残された問題もある．
問題 1. M,N ∈ Z>0 に対し，Ord(K) = M かつ Ord′(K) = N をみたす結び目 K は
存在するか？もう少し弱く，N ∈ Z>0 に対し，Ord(K) = Ord′(K) = N をみたす結び
目 K は存在するか？
今のところ経験的には Ord′(K) ≤ Ord(K) が成立するのでは無いかと思っているの

だが，証明には至っていない．また，非自明な alternating knot K に対して，Ord(K) =

Ord′(K) = 1 が成立するが，それ以外に Ord(K) = Ord′(K) が成立する結び目は知ら
ない．
本稿の内容は [4] に基づく．

2. knot Floer homology, torsion order, Upsilon torsion invariant

この節では torsion order と Upsilon torsion invariant について簡単に紹介する．その
ためには knot Floer homology の知識が必要だが，全てを述べるにはページが足りな
いため省略する．knot Floer homology の詳細は，例えば [5, 13, 17] を参照されたい．
2.1. torsion order Ord(K)

前述した通り，結び目 K ⊂ S3 から minus knot Floer homology HFK−(K) が得られ
る．これは F2[U ] 上の加群の構造を持ち，HFK−(K) ∼= F2[U ] ⊕ Tor(HFK−(K)) と分
解できる．繰り返しになるが，

Ord(K) = min{n | Un · Tor(HFK−(K)) = {0}}

である．
例 1. 図 2.1 の左は (3, 4)–torus knot T3,4 の minus knot Floer complex CFK−(T3,4) を
表す．点が F2 上の生成元であり，矢印が微分を表す (例えば，∂b = Ua)．この complex

の homology を考えると，
HFK−(T3,4) = F2[U ]〈e〉 ⊕ 〈a, c | Ua = 0, U2c = 0〉
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図 1: (左) CFK−(T3,4). (右) CFK′(T3,4).

を得る．したがって，Ord(T3,4) = 2 である (c 6= 0 を消すのに U2 が必要)．
Ord が導入された [7] では，cobordism map (例えば [21]) を活用して次のことが示
された: S を K0 から K1 へのコボルディズムで極大点が M 個 のものとする．こ
のとき，Ord(K0) ≤ max{M,Ord(K1)} + 2g(S) が成立する．さらに，この系として，
Ord(K) ≤ bridge(K)− 1 も得られる．
2.2. unoriented torsion order Ord′(K)

例 2. 図 2.1 の右は (3, 4)–torus knot T3,4 の unoriented knot Floer complex CFK′(T3,4)

を表す．再び，点が F2 上の生成元であり，矢印が微分を表す (例えば，∂b = Ua+U2c)．
この complex の homology を考えると HFK′(T3,4) を得られ，

Tor(HFK−(T3,4)) = {0, a+ Uc, Uc+ e, a+ e}

となる (F2 係数であることに注意．例えば，U(a+Uc) = Ua+U2c = 2 ·Ua = 0 とな
る)．したがって，Ord′(T3,4) = 1 である．
Ord′ が導入された [3] では次のことが示された: S ′ を K0 から K1 への向きづ

け不可能なコボルディズムで極大点が M 個のものとする．このとき，Ord′(K0) ≤
max{M,Ord′(K1)}+ γ(S ′) が成立する (γ(S ′) は S ′ の crosscap の個数，向きづけ不可
能種数とも呼ばれる)．
2.3. Upsilon torsion invariant

結び目 K に対し，関数 ΥTor
K : [0, 2] → R が定義できる [1]．これを Upsilon torsion

invariant と呼ぶ．これは以下の性質を持つ:

1. ΥTor
K は連続かつ区分線形,

2. ΥTor
K (2− t) = ΥTor

K (t), ΥTor
K (0) = ΥTor

K (2) = 0,

3. d
dt
ΥTor
K (0) = Ord(K), ΥTor

K (1) = Ord′(K),
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図 2: T3,4 の Upsilon torsion invariant.

4. CFK∞(K) から計算可能．

性質 3より，Upsilon torsion invariant は Ordと Ord′ の一般化になっていると言える．
例 3. 図 3 は，ΥTor

T3,4
のグラフである．原点付近の傾きが 2 で ΥTor

T3,4
(1) = 1 であること

は，Ord(T3,4) = 2, Ord′(T3,4) = 1 であることと対応している．
ΥTor
K の細かい定義は省略するが，具体的な計算例を例 4 で与える．

3. 主結果の概要
定理 1 の証明の概要を述べる．T (p, q; 2, 1) を，(p, q)–torus knot の隣り合った二本の
ひもを追加で 1 回右手系フルツイストした twisted torus knot とする．
命題 2. p ≥ 4, k ≥ 1 のとき，K = T (p, pk + 1; 2, 1) に対して，

ΥTor
K (t) =



(p− 1)t (0 ≤ t ≤ 2
p
)

2− t (2
p
≤ t ≤ 2

p−2
)

(p− 3)t ( 2
p−2
≤ t ≤ 4

p
)

2m+ (−m− 1)t (2m
p
≤ t ≤ 2m

p−1
, m = 2, . . . , bp−1

2
c)

(p− 2−m)t ( 2m
p−1
≤ t ≤ 2(m+1)

p
, m = 2, . . . , bp

2
c − 1)

が成立する.

ΥTor
K (t) は t = 1 で対称的なので， 0 ≤ t ≤ 1 のみ考えれば十分である．この計算は

非常に煩雑なので，のちに具体例を挙げるのみにとどめておく (例 4)．Upsilon torsion

invariant の性質より次を得る．
系 2. twisted torus knot K = T (p, pk + 1; 2, 1) (p ≥ 4, k ≥ 1) は次を満たす:

• Ord(K) = p− 1,

• Ord′(K) = bp−2
2
c.

注意 3. p = 2, 3 でも Ord(K) = p− 1 は成立する．しかしこのとき，Ord′(K) = 1 で
ある．
さらに，次の命題は講演では詳細は述べていなかったが，ここで示しておく．
命題 3. p ≥ 5 のとき，K = T (p, pk + 1; 2, 1) (k ≥ 1) は hyperbolic knot.
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証明. まず，K = T (p, pk+1; 2, 1) が torus knot であるのは，p = 2, 3 のときのみであ
る [11]．したがって，今考えている結び目は torus knot ではない．
K が satellite knot であると仮定して矛盾を導く．ここで，K は tunnel number 1

の L–space knot であり [20]，companion は torus knot Tr,s (1 < r < s) とできる [14]．
一方，[6]より，patternは positive n-braidの閉包であり，[14]の構成からその braid

は，
β = σi(1) · · · σi(n−1) (σ1 · · · σn−1)

nrs

と表せる．ただし，σ1, . . . , σn−1 は positive Artin generator で i は n− 1 次の置換で
ある．
主張 1. σi(1) · · · σi(n−1) (σ1 · · · σn−1)

nrs の閉包は，(σ1 · · · σn−1)
nrs+1 の閉包と同値．

アルゴリズムを与える．二つの braid β1 と β2 の閉包が同値なとき，β1 ∼ β2 と表す
ことにし，F = (σ1 · · · σn−1)

nrs とおく．つまり，σi(1) · · · σi(n−1)F ∼ σ1 · · · σn−1F を示
したい．
以下，word といったら空語も含む．σi · W · F ∼ W · σi · F であることに注意

(i = 1, . . . , n− 1, W は任意の word)．また，σiσj = σjσi (|i− j| ≥ 2) にも注意．
まず，σi(1) · · · σi(n−1)F = U1σ1U2F ∼ σ1U2U1F とできる (U1, U2 は σ1 を含まない

word)．ここで，U2U1 = V1σ2V2 (V1, V2 は σ1, σ2 を含まない word) とでき，

σi(1) · · · σi(n−1)F ∼ σ1U2U1F

= σ1V1σ2V2F

∼ V1σ1σ2V2F

∼ σ1σ2V2V1F

となる．
次に，V2V1 = R1σ3R2 (R1, R2 は σ1, σ2, σ3 を含まない word) とでき，

σi(1) · · · σi(n−1)F ∼ σ1σ2V2V1F

= σ1σ2R1σ3R2F

∼ R1σ1σ2σ3R2F

∼ σ1σ2σ3R2R1F

となる．
以上を繰り返すことで，主張が示される．
したがって今，K は torus knot Tr,s の (n, nrs+1)–cable である．[12] より，そのよ
うな twisted torus knot は T (4, 4k+1; 2, 1)のみ，つまり p = 4に限られる (Alexander

多項式を見るとわかる)．今，p ≥ 5 としているので矛盾．

注意 4. 証明にあるように，p = 2, 3, 4 のとき K = T (p, pk + 1; 2, 1) は hyperbolic

knot でない．実際，T (2, 2k + 1; 2, 1) = T2,2k+3, T (3, 3k + 1; 2, 1) = T3,3k+2 であり，
T (4, 4k + 1; 2, 1) は T2,2k+1 の (2, 4k + 1)-cable である．
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注意 5. 上の証明では，実際は，tunnel number one, fully positive braid ([6] の意味)

が satellite ならば cable knot であることを述べている．[12] の Question 1.2 で，ある
条件を満たす twisted torus knot が satellite ならば cable か？という問いが与えられ
ており，上はそのことに部分的に答えている．
これらを用いて，定理 1 の証明を与える．

定理 1 の証明. まず，Ord′(K1) の方は上の twisted torus knot のみで示せる: K1 =

T (2N +3, (2N +3)k+1; 2, 1) (k ≥ 1)とすると，Ord′(K1) = N かつ K1 は hyperbolic.

次に Ord(K0) = N について考える．

• N ≥ 4のとき，K0 = T (N+1, (N+1)k+1; 2, 1) (k ≥ 1)とすると，Ord(K0) = N

かつ K0 は hyperbolic.

• 一般にOrd(K) ≤ br(K)−1なので [7]，2-bridge hyperbolic knotK0はOrd(K0) =

1 (実際には alternating hyperbolic knot で良い).

• K0 = T (3, 4; 2, s) (s ≥ 2) は L–space knot [20] で，[9] より Ord(K0) = 2．
T (3, 4; 2, s) が torus knot もしくは satellite knot であるのは |s| = 1 のときのみ
[10][11]．したがって，K0 は hyperbolic．

• K0 = [(2, 1, 3, 2)2n+1,−1, 2, 1, 1, 2] (n ≥ 1) は hyperbolic [2] で Ord(K0) = 3 [9].

さて，命題 2 の計算は以下の事実を活用して計算される:

• ΥTor
K は CFK∞(K) から計算可能 [1]．

• L–space knot K の CFK∞(K) は，その Alexander 多項式 ∆K(t) から計算可能
(L–space knot は lens space surgery を持つ結び目の Heegaard Floer 理論的な一
般化)．

• T (p, pk + 1; 2, 1) (p ≥ 4, k ≥ 1) は L–space knot [20].

• T (p, pk + 1; 2, 1) (p ≥ 4, k ≥ 1) の Alexander 多項式は [15] の公式がある．

最後に具体的な計算例を挙げる．
例 4. K = T (5, 6; 2, 1) の Upsilon torsion invariant ΥTor

K を計算する．まず，∆K(t) =

1 − t + t5 − t6 + t7 − t8 + t10 − t11 + t12 − t14 + t15 − t16 + t17 − t21 + t22 であり，指
数の差を見ると 1, 4, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 4, 1 となっている．したがって，CFK∞(K)

は図 4 のようになる．
ΥTor
K の変数 t ∈ [0, 2] を決め，座標 (u, v) の生成元 x に R-filtration level FL(x) を

FL(x) = tv+(2−t)uで与える. filtered base change (FL(a) ≥ FL(b)かつ a, bの homo-

logical grading が一致しているときに，a 7→ a+ bとすること)で chain complexを “孤
立頂点”と“線分型”に分割する．このとき，ΥTor

K (t) = max{線分型のfiltration level 差}
である [1]．
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図 3: CFK∞(T (5, 6; 2, 1)) (の基本領域). 矢印の“長さ”を左上から読むと，指数の差の
列 1,4,1,1,1,2,1,1,2,1,1,1,4,1 と一致している．

図 4: 0 ≤ t ≤ 2
5
におけるfiltered base change の様子.ラベルは filtration level 差.
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図 5: 4
5
≤ t ≤ 1 のときの base change.

図 6: “N型” complex の処理 (上二つの点の色はここで新しく設定した)．

• 0 ≤ t ≤ 2
5
のとき．chain complex と filtered base change は図 4 のようにでき

る．したがって，ΥTor
K (t) = 4t．

• 4
5
≤ t ≤ 1 のとき．まず，図 4 のように base change 行う．
次に“N型” complex を図 4 のように処理する．
以上より，ΥTor

K (t) = −3t+ 4 となる．

他の場合も同様にして，

ΥTor
K (t) =


4t (0 ≤ t ≤ 2

5
)

2− t (2
5
≤ t ≤ 2

3
)

2t (2
3
≤ t ≤ 4

5
)

−3t+ 4 (4
5
≤ t ≤ 1)

を得る．図 4 はそのグラフである．
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[19] Horst Schubert, Über eine numerische Knoteninvariante, Math. Z. 61 (1954), 245–288.

[20] Faramarz Vafaee, On the knot Floer homology of twisted torus knots, Int. Math. Res.
Not. IMRN (2015), no. 15, 6516–6537.

[21] Ian Zemke, Link cobordisms and functoriality in link Floer homology, J. Topol. 12 (2019),
no. 1, 94–220.

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

167



Iwakiri–Satoh 2-knotに対する
カンドルコサイクル不変量
京都大学数理解析研究所 M2 植田 雄大

1 導入
球面 S2 の 4 次元ユークリッド空間 R4 への滑らかな埋め込みの像を 2 次元結び目 (2-knot) と

呼ぶ. 2 次元結び目に対して, 1 次元結び目 (1-knot) と同様に, 結び目の補空間の基本群から有限
群への準同型写像の個数が不変量として古典的に用いられてきた. その後, 1980 年代にカンドル
が導入されて, 結び目の基本カンドルから有限カンドルへ準同型写像の個数であるカンドル彩色数
という不変量が上記の不変量の精密化として導入された. さらに, 1990年代に Carter, Jelsovsky,

Kamada, Langford, Saito [1, 2]によってカンドルのコサイクルを用いてカンドル彩色数の精密化
であるカンドルコサイクル不変量が定義された.

一方, 2011年に Iwakiri, Satoh [5]は 2つの 1次元結び目から 2次元結び目を得る次のような構
成法を与えている. 2つの枠付き有向結び目 K,K ′ に対して, R3 へ標準的に埋め込まれた球面 S2

上に描かれた K ′ の図式の管状近傍を (K のタングル図式)× S1 に置き換えて, K ′ の図式の交点
の近傍を図 2.1のモーションピクチャが表す図式に置き換えることによって構成される 2次元結び
目を岩切–佐藤の 2次元結び目 (Iwakiri–Satoh 2-knot)といい, F (K,K ′)で表す. F (K,K ′)のカ
ンドルコサイクル不変量はK の不変量とK ′ の不変量を用いて表示されることが期待される.

本稿では, 4 面体カンドル Q4 に対する Iwakiri–Satoh 2-knotF (K,K ′) のコサイクル不変量の
値が K のコサイクル不変量と K,K ′ の枠を用いて表されることを示した (定理 3.1). K,K ′ の枠
をそれぞれ fK , fK′ で表すとする. 例えば, fK , fK′ のいずれかが 3で割り切れる場合, Q4 に対す
る F (K,K ′)のコサイクル不変量 Φϕ(F (K,K

′))は Q4 の非自明なコホモロジー類を与えるある 3-

コサイクル ϕ2 : Q4 → Z/2Zを用いたとき,

Φϕ2
(F (K,K ′), C) = fK′ · fK · {Ψ∗

ϕ2
(K,C) + Ψψ1

(K,C)} ∈ Z/2Z

と表されるという定理を得た. ただし, ψ1 は Q4 の非自明なコホモロジー類を与える 2-コサイク
ル, Ψ,Ψ∗ はそれぞれ結び目のコサイクル不変量, 結び目のシャドーコサイクル不変量を表すとす
る. 先行研究の Iwakiri, Satoh[5]では, 「X の元の語」が定める写像 H2(X) → H3(X)を用いて
F (K,K ′)のカンドルコサイクル不変量を表示しているが, 本論文では 4面体カンドル Q4 につい
て, その双対写像H3(Q4)→ H2(Q4)を具体的に計算して F (K,K ′)のカンドルコサイクル不変量
の具体的な表示を求めている.
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2 定義
2.1 Iwakiri–Satoh 2-knot

K,K ′ を枠付き有向結び目とし, その枠 (framing)を fK , fK′ で表す. DをK から 1点の近傍を
取り除いた [0, 1]2 上の black board framing が fK となる 1-タングル図式, D′ を K ′ の二次元球
面 S2 上の black board framingが fK′ となる図式とする. R3 に標準的に埋め込まれた S2 に D′

が描かれているとする. D′ の管状近傍を D × S1 に置き換え, D′ の交点の近傍を図 2.1のように
置き換える. この部分の図式は D の 2つの連結和について片方の D をもう一方の D の中を通す
ようなモーションピクチャによって表されるものである. このようにしてできる 2-knotの図式で
2-knot F (K,K ′)を定め, これを Iwakiri–Satoh 2-knotと呼ぶことにする. この Iwakiri–Satoh

2-knotは Iwakiri, Satoh [5]によって定義された.

図 2.1 F (K,K′)の交点における変形

2.2 カンドル・カンドルコサイクル不変量
集合 X とその二項演算 ∗ : X ×X → X が以下の 3 条件を満たすとき組 (X, ∗) をカンドルと

呼ぶ.

• 任意の x ∈ X に対して, x ∗ x = xである.

• 任意の y ∈ X に対して, 写像 Sy : X → X, Sy(x) = x ∗ y は全単射である.

• 任意の x, y, z ∈ X に対して, (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z)である.

正 4面体の頂点の集合 {0, 1, 2, 3}に対し, Sx を xを中心に 120度回転させる写像と定めるとカ
ンドルとなる. このカンドルを 4面体カンドルと言い, Q4 で表す.

図 2.2 4面体カンドル Q4 の定義
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DK を結び目K の図式, X をカンドルとする. 写像 C : {DKの弧 } → X がDK のX 彩色であ
るとは, 任意の交点で図 2.3 の左図の状況を満たすことである. DK の X 彩色全体を ColX(DK)

と表す. ColX(DK)の位数は, DK の取り方によらずに定まるためことが知られており, これを K

の X 彩色数といい, #ColX(K)で表す.

同様に DF を結び目 F の図式とする. 写像 C : {DFのシート } → X が図 2.3の中図の状況を
満たすとき X 彩色という. ColX(DF )と #ColX(F )も同様に定義される.

また, DK を結び目K の図式とする. 写像 C : {DKの弧 } t {R2 −DKの連結な領域 } → X が
シャドーX 彩色であるとは, C の定義域を {DKの弧 }に制限した写像がX 彩色であり, R2−DK

の領域に対して図 2.3の右図の状況を満たすことを言う. シャドー X 彩色は X 彩色と R2 −DK

の非有界領域へ与える元を定めると唯 1つに決定されることが知られている.

図 2.3 彩色条件

X をカンドル, Aをアーベル群とする (演算は和でかく). 写像 ψ : X2 → Aが 2-コサイクルであ
るとは, 任意の x, y, z ∈ X に対して, ψ(x, x) = 0, ψ(x, y) +ψ(x ∗ y, z) = ψ(x, z) +ψ(x ∗ z, y ∗ z)
を満たすことである. また, 写像 ϕ : X3 → Aが 3-コサイクルであるとは, 任意の x, y, z, w ∈ X
に対して, ϕ(x, x, y) = ϕ(x, y, y) = 0, ϕ(x, y, w) + ϕ(x ∗ y, z, w) + ϕ(x ∗ w, y ∗ w, z ∗ w) =

ϕ(x, z, w) + ϕ(x ∗ z, y ∗ z, w) + ϕ(x, y, z)を満たすことである.

Q4 を四面体カンドルとする. ψ1 を H2
Q(Q4;Z/2Z) ∼= Z/2Z の非自明なコホモロジーを与える

2-コサイクルとする (arXiv上の [2]の第 2版). また, H3(Q4;Z/4Z)に対する普遍係数定理は以下
のようになる.

Ext(H2(Q4;Z);Z/4Z) −→ H3(Q4;Z/4Z) −→ Hom(H3(Q4;Z);Z/4Z)

Ext(H2(Q4;Z);Z/4Z) ∼= Z/2Z の生成元を与える元の H3(Q4;Z/4Z) における像を ϕ3 とおく.

Hom(H3(Q4;Z);Z/4Z) ∼= Z/4Z ⊕ Z/2Zなので位数 4の元の H3(Q4;Z/4Z)における逆像を ϕ1

とおく. また, 位数 2の元で, 「別の元の 2倍」にならない元を取り, そのH3(Q4;Z/4Z)における
逆像を ϕ2 とおく.

例として, ϕ1 : Q3
4 → Z/4Zを 1つ固定して具体的に記述すると次のようになる.(

(ϕ1(0, i, j))i,j=0,1,2,3, (ϕ1(1, i, j))i,j=0,1,2,3, (ϕ1(2, i, j))i,j=0,1,2,3, (ϕ1(3, i, j))i,j=0,1,2,3

)

=




· · · ·
0 · 0 0
1 0 · 0
1 1 1 ·

 ,


· 0 0 0
· · · ·
1 0 · 0
1 1 1 ·

 ,


· 1 0 0
0 · 0 −1
· · · ·
1 1 2 ·

 ,


· −1 1 1
0 · −1 0
−1 1 · 0
· · · ·




本稿では他のコサイクル ψ1 : Q2
4 → Z/2Z, ϕ2 : Q3

4 → Z/2Z, ϕ3 : Q3
4 → Z/2Zも同様に具体的に

1つ固定しておくことにする.
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X を有限カンドル, Aをアーベル群とし, 演算を積で書く. 結び目K の図式をDK , DK のX 彩
色を C, X の 2-cocycleを ψ とする. DK の交点に対して図 2.4のようにウェイトWψ(x, C)を与
える.

図 2.4 1次元結び目のカンドルコサイクル不変量のウェイトの定義

このとき, Ψψ(DK ;C) :=
∏

x:DKの交点Wψ(x, C)とおく. さらに, Ψψ(K) :=
∑
C∈ColX(K) Ψψ(DK ;C)

とおくとこれは結び目の不変量であることが知られており, これを結び目 K のカンドルコサイク
ル不変量と呼ぶ [1, 2].

同様に, 2次元結び目 F の図式を DF , DF の X 彩色を C, X の 3-cocycleを ϕとする. DF の
3重点に対して図 2.5のようにウェイトWϕ(t, C)を与える.

図 2.5 2次元結び目のカンドルコサイクル不変量のウェイトの定義

このとき, Φϕ(DF ;C) :=
∏
t:DFの 3 重点Wϕ(t, C)とおく. さらに, Φϕ(F ) :=

∑
C∈ColX(F ) Φϕ(DF ;C)

とおくと, これは 2次元結び目の不変量であることが知られておりこれを 2次元結び目 F のカン
ドルコサイクル不変量と呼ぶ [1, 2].

結び目 K の図式を DK , DK のシャドー X 彩色を C, C によって R2 − DK の非有界領域へ
与えられる元を x0, X の 3-cocycle を ϕ とする. DK の交点に対して図 2.6 のようにウェイト
Wϕ(x

∗, C)を与える.

図 2.6 シャドーコサイクル不変量のウェイトの定義

このとき, Ψx0

ϕ (DK ;C) :=
∏

x∗:DKの交点Wϕ(x
∗, C)とおく. さらに,Ψx0

ϕ (K) :=
∑
C∈ColX(K) Ψ

x0

ϕ (DK ;C)

とおくとこれは結び目の不変量であることが知られておりこれを結び目 K のシャドーコサイクル
不変量と呼ぶ [4]. また, X が Q4 の場合, Ψx0

ϕ (DK ;C)が非有界領域へ与えられる元によらないこ
とが知られているため, Ψ∗

ϕ(DK ;C) := Ψx0

ϕ (DK ;C), Ψ∗
ϕ(K) := Ψx0

ϕ (K)と書くことにする.

3 主結果
この節では, Iwakiri–Satoh 2-knot F (K,K ′)のカンドルコサイクル不変量 Φϕ(F (K,K

′))をK

のカンドルコサイクル不変量 Ψψ(K,C)や K のシャドーコサイクル不変量 Ψ∗
ϕ(K,C)などを用い

て具体的に表示する式を示す. ただし, C ∈ ColQ4(K)に対し, Ψψ(K,C)で C で彩色されたK の
カンドルコサイクル不変量を表し, Ψ∗

ϕ(K,C)で C で彩色された K のシャドーコサイクル不変量
を表す. また, ι2 : Z/2Z → Z/4Zを 2倍写像とする. また, Q4 の 2-コサイクル ψ1, Q4 の 3-コサ
イクル ϕ1, ϕ2, ϕ3 を第 2節で固定したものとする.
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定理 3.1. K,K ′ を枠付き有向結び目とし, その枠を fK , fK′ , F (K,K ′)を Iwakiri–Satoh 2-knot

とする. カンドルコサイクル不変量 Φϕ(F (K,K
′)) について ϕ = ϕ1, ϕ2, ϕ3 の場合, 以下が成り

立つ.

(1) fK /∈ 3Zかつ fK′ /∈ 3Zのとき

Φϕ(F (K,K
′)) = 4 ∈ Z[A]

(2) fK ∈ 3Zまたは fK′ ∈ 3Zのとき

Φϕ(F (K,K
′)) =

∑
C∈ColQ4

(K)

fK′ · {fK ·Ψ∗
ϕ1
(K,C) + ι2(Ψψ1

(K,C))} ∈ Z[Z/4Z] (if ϕ = ϕ1)

∑
C∈ColQ4

(K)

fK′ · fK · {Ψ∗
ϕ2
(K,C) + Ψψ1

(K,C)} ∈ Z[Z/2Z] (if ϕ = ϕ2)

#ColQ4
(K) ∈ Z[Z/2Z] (if ϕ = ϕ3)

fK /∈ 3Zかつ fK′ /∈ 3Zのとき, F (K,K ′)は自明な Q4 彩色のみであることからカンドルコサ
イクル不変量は彩色数と等しく 4である. また, fK ∈ 3Zまたは fK′ ∈ 3Zのとき, F (K,K ′)は非
自明なQ4 彩色を許容するが, K ′ 由来の情報は fK′ のみであることからK ′ の knot typeにはよら
ないことがわかる.

例 3.2. K を fK = m であるトーラス結び目 T (2, 2n + 3), K ′ を fK′ = l である自明結び
目とし, F := F (K,K ′) で定める. この F (K,K ′) に対して, Q4 の 3-コサイクル ϕ1 を用い
たカンドルコサイクル不変量 Φϕ1

(F (K,K ′)) を定理を用いて計算する. 　ただし, ϕ1 の終域は
Z/4Z = {1, t, t2, t3}, ψ1 の終域は Z/2Z = {1, t}とかくことにする.

n /∈ 3Z のとき, K は自明な彩色しか持たない. n ∈ 3Z のとき, #ColQ4
(K) = 16 で, 内

4 つが自明な彩色である. C ∈ ColQ4
(K) について, C が自明な彩色なとき,Ψ∗

ϕ1
(K,C) = 1,

Ψψ1
(K,C) = 1 であり, C が非自明な彩色なとき,Ψ∗

ϕ1
(K,C) = t(−1)n , Ψψ1

(K,C) = t = t(−1)n

である. よって, 以下のように計算できる.

Φϕ1(F (K,K
′)) =

{
4 + 12t(−1)n·(m+2)·l (n ∈ 3Zかつml ∈ 3Z)
4 (n /∈ 3Zまたはml /∈ 3Z)

また, 以下のことが知られている.

注意 3.3. Iwakiri–Satoh 2-knotは deform-spun knotである [5] .

注意 3.4. roll-spun knotは Iwakiri–Satoh 2-knotである [5] .

このことから, 今回の主定理の系として roll-spun knotの 4面体カンドルに対するコサイクル不
変量の具体的な表示を求めることができる.
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4 定理 3.1の証明
簡単のため fK = 0の場合についてのみ示す.

4.1 定理の証明:方針
まず, C̃ ∈ ColQ4

(F (K,K ′)) を 1 つとる. このとき, K ′ の球面上図式 D′ の交点に対応する
F (K,K ′)の部分的な図式 Xについて考える (図 2.1). Xのモーションピクチャの最初と最後には
D′ の上方弧と下方弧それぞれに対応する 1-タングル D の連結和が現れる. そこに C̃ から誘導さ
れる D の彩色 C1, C2, C3, C4 が現れる. Iwakiri–Satoh 2-knot の構成法から C2 = C3 であり, 4

面体カンドルQ4 の彩色であることから C1 = C4 であることが示される (後述の Step A). K ′ が結
び目であることから C̃ から誘導される D の彩色 C が唯一つ決まるため, カンドルコサイクル不変
量 Φϕ(F (K,K

′), C̃)は図式 Xに現れる 3重点の重みの和 Φϕ(X, C)を fK′ 倍することで得られる.

図 4.1 C̃ から誘導される D の彩色

一方, Φϕ(X, C)の 3重点について考える. Dの 2つの連結和について, 中に通す“小さい”図式
を D, もう一方の“大きい”図式を D と書くことにする. モーションピクチャにおいて D が D の
弧の上を通る場合と下をくぐる場合に分ける. 弧の上を通る場合はそのモーションピクチャででき
る部分的な図式の 3重点がちょうどシャドーコサイクル不変量の計算と対応する. また, 下をくぐ
る場合は計算すると 3-コサイクル ϕと K の彩色 C によって定まる 2-コサイクルを用いたカンド
ルコサイクル不変量になることがわかる (後述の Step B).

図 4.2 Φϕ(X, C)の計算方針
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以上より, C̃ ∈ ColQ4
(F (K,K ′))を 1つとると

Φϕ(F (K,K
′), C̃) = fK′ · Φϕ(X, C)

= fK′ · {fK ·Ψ∗
ϕ(K,C) + Ψψ(K,C)}

の形で書くことができる. 最後に 3-コサイクル ϕと K の彩色 C を用いて構成する 2-コサイクル
ψϕC が具体的にどのように記述されるかを計算することで定理が得られる (後述の Step B).

4.2 定理の証明:Step A

この節では,図 4.1において C1 = C4 であることを証明する.

Q4 を 4 面体カンドルとし, W (Q4) を Q4 の元の語の集合とし, 元を x ∈ Q4 に対して cx ∈
W (Q4)と表すとする.

W (Q4)の Q4 への作用を a ∈ Q4, w = cϵ1x1
cϵ2x2
…cϵnxn

∈W (Q4)に対して
a · w = (…((a ∗ϵ1 x1) ∗ϵ2 x2)… ∗ϵn xn)と定める.

また, 有向 1-タングル図式の始点からひもに沿って上方弧に現れる色を用いて C = c1
ϵ1c2

ϵ2…
cn
ϵn ∈W (Q4)であるととらえておく.

図 4.3 彩色 C の Q4 の文字列としてのとらえ方

{Sx | x ∈ X}で生成される群をカンドル X の内部自己同型群といい, Inn(X)とかく. Inn(Q4)

は 4次交代群 A4 と同型であることが知られている.

命題 4.1. Q4 を 4面体カンドルとし, K を枠付き有向結び目とする. 任意の C ∈ ColQ4(K)に対
して, 写像 SC : Q4 → Q4 を SC(x) = x · C で定めると, この写像は恒等写像である.

証明. 以下の可換図式を考える. ただし, Q(K)でK の基本カンドル, A4 は 4次交代群とする.

Q(K) −−−−→ π1(S
3 −K) −−−−→ H1(S

3 −K) ' Z

C

y C

y y
Q4 −−−−→ Inn(Q4) ' A4 −−−−→ Aab4 ' Z/3Z

彩色 C : Q(K) → Q4 を C : π1(S
3 − K) → Inn(Q4) へ拡張すると標準ロンジチュード

l ∈ π1(S3 −K) の C での行先は C(l) = SC となり, メリディアン m ∈ π1(S3 −K) の C での
行先はある ∗ ∈ Q4 用いて C(m) = S∗ となる. また, C(l) を Inn(Q4) ' A4 → Aab4 で送ると,

C(l) 7→ 0である. l,m ∈ π1(S3 −K)は可換なため, C(l), C(m) ∈ Inn(Q4)は可換であることか
ら, C(l) 7→ 0かつ C(l), C(m) ∈ Inn(Q4)は可換を満たす C(l) ∈ Inn(Q4)は C(l) = idQ4

である.

したがって SC = idQ4
である. ■

以降, ColQ4
(F (K,K ′))と ColQ4

(K)を同一視して ColQ4
(F (K,K ′))と ColQ4

(K)の元はとも
に C で表す.
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4.3 定理の証明:Step B

この節では 3-コサイクル ϕと K の彩色 C を用いて構成する写像 ψϕC を定義し, ψϕC が 2-コサイ
クルであることと ψϕC の具体的な表示について述べる.

ϕ : X3 → Aを X の 3-cocycleとし, C = c1
ϵ1c2

ϵ2…cnϵn を D の彩色とする. ψϕC : X2 → Aを
ψϕC(x, y) = −

∑
1≤i≤n ϵiϕ(x̃i, ỹi, ci)と定める. ただし,

xi : = (...((x ∗ϵ1 c1) ∗ϵ2 c2)… ∗ϵi ci (0 ≤ i ≤ n)

x̃i : =

{
xi−1 ϵi = 1

xi ϵi = −1

これは, ある D の交点に彩色によって x, y が与えられているとき, その交点が C で彩色された
D の上方弧の下を通り抜けるときにできる 3重点に対するコサイクルによるウェイトを合計した
値を ψϕC(x, y)となるように ψϕC を定めている.

図 4.4 ψϕ
C の定義

補題 4.2. fK = 0のとき, ψϕC は 2-コサイクル

証明. 2-コサイクル条件を確かめればよい. 実際, ψϕC(x, x) = 0であり,

ψϕC(x, y)− ψ
ϕ
C(x, z) + ψϕC(x ∗ y, z)− ψ

ϕ
C(x ∗ z, y ∗ z)

=
∑

1≤i≤n

(ϕ(xi−1, yi−1, zi−1)− ϕ(xi, yi, zi))

= ϕ(x0, y0, z0)− ϕ(xn, yn, zn) = 0

である. ■

[ψϕC ] ∈ H2
Q(Q4;A) は [ψϕC ] = 0 または [ψϕC ] = [ψ1] であり, ϕ と C によって決定される. これ

を計算するために, C(l) ∈ Inn(Q4) ' A4 を考える. C = c1
ϵ1c2

ϵ2…cnϵn に対して, 命題 4.1 よ
り, C(l) = Sϵncn ◦… ◦ Sϵ2c2 ◦ Sϵ1c1 = idQ4 であることから, A4 のケーリーグラフにおいて C(l)は始
点と終点を単位元とする閉じた道として見ることができる. ただし, A4 = 〈S0, S1 | S3

0 = S3
1 =

1, S1S0S1 = S0S1S0〉で, S2 = S−1
0 S1S0, S3 = S−1

1 S0S1 として C(l)を S0, S1 のみを用いて表す
ことで閉じた道としてとらえるものとする. これにより, C(l)を単位元を始点終点とする三角形お
よび四角形を 1回だけ回る閉じた道に分解することで計算を行う.

ψ1, ϕ1, ϕ2, ϕ3 を第 2 節で定めたにある Q4 のコサイクルとする. また, ι2 : Z/2Z → Z/4Z を 2

倍写像とする. ψϕC について具体的に計算することで以下のことがわかる.
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図 4.5 A4 のケーリーグラフ

命題 4.3. fK = 0のとき, ψϕC について ϕ = ϕ1, ϕ2, ϕ3 に場合に計算すると以下のようになる.

ψϕC(x, y) =

{
ι2(Ψψ1(K,C) · ψ1(x, y)) ϕ = ϕ1

0 ϕ = ϕ2, ϕ3

証明. 三角形および四角形を 1回だけ回る閉じた道について具体的に計算を行う.

・ϕ = ϕ1 の場合
四角形を 1回だけ回る閉じた道のとき ψϕ1

C = ι2(ψ1)である. よって, C(l)が囲う四角形の数が
奇数個のとき, ψϕ1

C = ι2(ψ1)であり, C(l)が囲う四角形の数が偶数個のとき, ψϕ1

C = 0である. 一
方, C(l)が囲う四角形の数が奇数個のとき Ψψ1(K,C) = 1であり, 偶数個のとき, Ψψ1(K,C) = 0

であることも同様にして計算でき, ψϕ1

C の非自明性と Ψψ1
(K,C) の非自明性が同値であることが

確認できる.まとめると ψϕ1

C = ι2(Ψψ1
(K,C) · ψ1)を得る.

・ϕ = ϕ2 の場合
三角形を 1 回だけ回る閉じた道のとき ψϕ2

C = ψ1 である. C(l) が囲う三角形の数が奇数個のと
き, ψϕ2

C = ψ1 であり, C(l)が囲う三角形の数が偶数個のとき, ψϕ2

C = 0である. C(l)が囲う三角形
の数の偶奇は fK の偶奇に対応しており, fK = 0であることから ψϕ2

C = 0.

・ϕ = ϕ3 の場合
常に ψϕ3

C = 0である. ■
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R4に自明に埋め込まれた射影平面上の曲面ブレイド
津野玄親（大阪大学理学研究科修士 2年）

1 導入
m-ブレイド (m-braid)とは，閉区間 I = [−1, 1]と 2次元円板D2 の直積D2 × I に適切に埋め込まれた 1次

元多様体 β で，射影 pr2 : D2 × I → I の β への制限写像 pr2|β : β → I がm次の被覆写像をなすものである．
B2 上の m-ブレイド状曲面 (m-braided surface) とは，2つの 2次元円板 B2 と D2 の直積 D2 × B2 に適
切に埋め込まれた 2次元多様体 S で，射影 pr2 : D2 ×B2 → B2 の S への制限写像 pr2|S : S → B2 がm次の分
岐被覆写像をなすものである．
ブレイド状曲面が導入されたのは Rudolph[5] によるものである．ブレイド状曲面の特殊なクラスに曲面ブレ

イド (surface-braid) と呼ばれるものがあり，これは Viro によって導入された．以上は全て 2 次元円板 B2

の上の分岐被覆曲面である．分岐被覆空間の底を取り換えたバリエーションとしては，まず Kamada[1] によっ
て球面 S2 上の分岐被覆曲面である 2 次元閉ブレイド (closed 2-dimensional braid) が導入された．また
Nakamura[3]によってトーラス T 2 についての類似 T 2 上の 2次元ブレイド (2-dimensional braid over T 2)

が，またさらに [4]によって一般の向きづけられた曲面結び目 F の上の分岐被覆曲面が研究されている．
これまでは底空間を向き付け不可能な曲面としたバリエーションはあまり研究がされていなかったようである．

本講演では底空間を R4 に自明に埋め込まれた射影平面としたバリエーションを取り扱う予定であったが，予定
を変更して，底空間をMöbiusの帯Mbとした対象であるMb上のブレイド状曲面について紹介する．

2 先行研究
2.1 ブレイド状曲面
mを正の整数とし，D2, B2 を 2次元円板，pr2 : D2 ×B2 → B2 を射影とする．

定義 2.1.1. D2 × B2 に適切に埋め込まれた曲面 S が次の (1)，(2) を満たすとき，m 次のブレイド状曲面
(braided surface)であると言う．

(1) 制限写像 pr2|S : S → B2 がm次の分岐被覆写像であり，
(2) 境界 ∂S がソリッドトーラス D2 × ∂B2 内の閉ブレイドである

S をm次のブレイド状曲面とする．分岐被覆写像 pr2|S の分岐点を，S の分岐点 (branch point)と呼ぶ．全
ての分岐点 pで，

#(S ∩D2 × {p}) = m− 1

が成り立つとき，S はシンプル (simple) であると言う．以下本稿では，シンプルなブレイド状曲面のみを考
える．
D2 ×B2 を B2 上の自明な D2 束とみなす．

定義 2.1.2. S と S′ を B2 上の 2 つの m-ブレイド状曲面とする．次の条件が成り立つとき，S と S′ は同値
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(equivalent)であると言う．

• D2 ×B2 のファイバーを保つアイソトピー {hu}u∈[0,1] によって S と S′ が移りあう．

2.2 ブレイド状曲面のチャート
本稿でグラフと書けば，それは多重辺および頂点を持たない辺 (フープ)の存在を許し，また各辺は集合として

両端の頂点を含んでいるとする．

定義 2.2.1. 正方形 B2 = I × I 上のグラフ Γ = (V,E)は以下を満たすときチャート (chart)と呼ばれる．

(1) 任意の辺 e ∈ E は int e∩ ∂B2 = ∅を満たし，向きを持ち，また {1, . . . ,m− 1}の元をラベルとして持つ．
(2) 任意の頂点 v ∈ V は以下の 4通りのいずれかである．

(i) intB2 内の 1価頂点．
(ii) intB2 内の 4 価頂点で，局所的には 2 本の線分の交点のように見える点．ただし接続する 4 辺は
|i− j| > 1を満たす 2種類のラベルによってラベル付けされ，対角線上にある 2辺は同じ向きを持つ．

(iii) intB2 内の 6価頂点 v で，v に接続する 6辺が次を満たすような点；
「連続する 3辺が v に入る向き，残りの 3辺が v から出る向きを持ち，各辺は |i− j| = 1を満たすラ
ベル i, j によって，隣り合うどの 2辺のラベルも相異なるようにラベル付けられている．」

(iv) ∂B2 上の 1価頂点．

交点 白頂点 黒頂点 境界点

図 1: Γ の頂点

(i) の頂点を黒頂点 (black vertex)，(iii) の頂点を白頂点 (white vertex) と呼び，それぞれ図 1 のように
黒い点，白い点を打って表す．また (ii)の頂点を交点 (crossing)，(iv)の頂点を境界点 (boundary point)と
呼ぶ．

2.3 チャートからのブレイド状曲面の構成
チャート Γ ⊂ B2 から D2 × B2 に適切に埋め込まれた曲面 S(Γ )を構成することを考える．チャート Γ に対
して，Γ に沿った分割 B2 = NV ∪NE ∪XΓ とは，以下のような分割を言う．

• 黒頂点，交点，白頂点全体からなる集合の B2 における正則近傍を NV とし，XV = cl(B2 \NV )とおく．
• 各辺 e ∈ E についてN(e)を e∩XV のXV における正則近傍とする．このときN(e)は e∩XV 上の I 束
である．各ファイバーの座標を，eの方向を向いて左手側に −1，右手側に +1が置かれるように定める．

• NE =
⋃
e∈E N(e)とする．

• XΓ = cl(B2 \ (NV ∪NE))とする．

Γ に沿った分割 NV ∪NE ∪XΓ を任意に取って固定する．曲面 S(Γ )を以下で定める．
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(第一段)　 S(Γ )の D2 ×XΓ への制限を S(Γ ) ∩D2 ×XΓ = Qm ×XΓ で定める．
(第二段)　 S(Γ )のD2×NE への制限を次で定める．J ⊂ NE を辺 eの正則近傍N(e) ⊂ NE に含まれるファ
イバーとする．ここで辺 eは一意に決まる．iを eのラベルとする．このとき S(Γ ) ∩D2 × J は円柱 D2 × J に
適切に埋め込まれたブレイドで，ブレイド群 Bm の第 i標準生成元 σi を表す．
(第三段) 　 S(Γ ) ∩ D2 × NV を次で定義する．N ⊂ NV が白頂点または交点の正則近傍であるとき，

ℓ = S(Γ ) ∩D2 × ∂N は自明な閉ブレイドになる．このとき N 上の分岐点を持たないブレイド状曲面 T (ℓ)で，
∂T (ℓ) = ℓを満たすものが存在するから，

S(Γ ) ∩D2 ×N = T (ℓ)

と定義する．
N ⊂ NV が黒頂点の正則近傍であるとき，頂点から出ている辺のラベルを iとすると，ℓ = S(Γ ) ∩D2 × ∂N

は σ±1
i の閉包に等しい．このとき N 上の分岐点を 1つだけ持つブレイド状曲面 C(ℓ)で，∂C(ℓ) = ℓを満たすも

のが存在するから，
S(Γ ) ∩D2 ×N = C(ℓ)

と定義する．
以上で，D2 × B2 内に適切に埋め込まれた曲面 S(Γ )を構成できた．この曲面は明らかに B2 上のブレイド状
曲面である．

補題 2.3.1. (S. Kamada, 1996[2]). S(Γ )は Γ から同値の意味で一意に定まる．

この S(Γ )のことを Γ から定まるブレイド状曲面と呼ぶ．また，次の事実が従う．

補題 2.3.2. (S. Kamada, 1996[2]). 任意のブレイド状曲面 S に対し，チャート Γ であって，S(Γ )と S が弱
同値であるようなものが存在する．

3 Möbiusの帯上のブレイド状曲面
この節を通して I は閉区間 [−1, 1] を表すとする．D2, B2 をともに正方形 I × I の意味で用い，D2 の点を

P = (X,Y )で，B2の点を p = (x, y)で表す．D2の鏡映変換 (X,Y ) 7→ (−X,Y )を rX と書く．rX(Qm) = Qm

に注意しておく．

3.1 Möbiusの帯
正方形 B2 = I × I = [−1, 1]× [−1, 1]について，∂yB2 := I × ∂I, ∂xB2 := ∂I × I とおき，∂yB2 を上下対辺，

∂xB
2 を左右対辺と呼ぶ．このとき ∂B2 = ∂yB

2 ∪ ∂xB2 である．
∂yB

2 = I × {±1}の各点 (x, ϵ)で (x, ϵ) ∼ (−x,−ϵ)が成り立つような最弱の同値関係 ∼で B2 を割った空間
B2/ ∼をMöbiusの帯 (Möbius band)と呼び，Mbと書いて表す．商写像 B2 → Mbを π で表し，π(∂yB2)

を I0 と書くことにする．
4-立方体D2×B2 = (I× I)× (I× I)の商空間で，D2×∂yB2 の各点 ((X,Y ), (x, ϵ))に対し，(X,Y ), (x, ϵ) ∼

(−X,Y ), (−x,−ϵ) が成り立つような最弱の同値関係 ∼ で D2 × B2 を割った空間を D2 ×̃Mb := D2 × B2/ ∼
と書く．商写像 D2 ×B2 → D2 ×̃Mbを Π と表す．D2 ×̃Mbにおいて D2 × I0 内の任意の点

Π((X,Y ), (x, 1)) = Π((−X,Y ), (−x,−1)) (3.1)

を 2点
((X,Y ), (x, 1)) 6= ((−X,Y ), (−x,−1)) (3.2)
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に分ければ D2 ×B2 が得られる．この操作を D2 × I0 に沿った裁断 (cutting along D2 × I0)と言う．

3.2 Mb上のブレイド状曲面とMöbius型ブレイド状曲面
定義 3.2.1. D2 ×̃Mbに適切に埋め込まれた曲面 S が次数 mのMb上のブレイド状曲面であるとは，次の (1)，
(2)を満たすことを言う．

(1) 射影 pr2 : D2 ×̃Mb→ Mbの制限写像 pr2|S : S → Mbがm次の分岐被覆写像である．
(2) 境界 ∂S が D2 × ∂Mb内の閉ブレイドである．

次数mのMb上のブレイド状曲面のことをMb上のm-ブレイド状曲面とも呼ぶ．

定義 3.2.2. S と S′ を Mb 上の 2 つの m-ブレイド状曲面とする．S と S′ が同値 (equivalent) であるとは，
D2 ×̃Mbのファイバーを保つアイソトピー {hu}u∈[0,1] によって S と S′ が移り合うことを言う．

以下必要ならばMb上のブレイド状曲面を少し変形して，分岐被覆空間の分岐点が I0 上に存在しないようにす
る．Mb 上のブレイド状曲面 S を D2 × I0 に沿って裁断することで，B2 上のブレイド状曲面 cutI0(S) が得ら
れる．

定義 3.2.3. B2 上の m-ブレイド状曲面 S がMöbius 型 (Möbius-type) であるとは，X,Y, x ∈ I, ϵ ∈ {±1}
で (X,Y, x, ϵ)と書かれる点が S に含まれるならば，(−X,Y,−x,−ϵ) ∈ S も成り立っていることを言う．

4 Möbius型チャート表示
4.1 Möbius型チャート
定義 4.1.1. チャート Γ = (V,E)が次の条件を満たすとき，チャート Γ はMöbius型であるという．

(i) (−x,−1) ∈ V ⇐⇒ (x, 1) ∈ V．
(ii) (i)の点 a− = (−x,−1), a+ = (x, 1)に接続する辺をそれぞれ e−, e+ とする．このとき e− が a− に入る向
きを持つならば e+ は a+ から出る向きを持ち，e− が a− から出る向きを持つならば e+ は a+ に入る向き
を持つ．また一方のラベルが iであれば，他方のラベルはm− iである．

上の定義の (i)の点の組を Γ の対蹠点の組と呼ぶ．

4.2 Möbius型チャートとMöbius型ブレイド状曲面の対応
Möbius型ブレイド状曲面とMöbius型チャートの定義から次の結果が得られる．

主結果 1. 次が成り立つ．

(1) 分岐点が I0 上に無いMb上のブレイド状曲面 S を D2 × I0 に沿って裁断して得られる B2 上のブレイド
状曲面 cutI0(S)はMöbius型である．逆に，B2 上のMöbius型ブレイド状曲面 S′ を Π を通して貼り合
わせるとMb上のブレイド状曲面 Π(S′)が得られる．また，これらの対応は一対一である．

(2) チャート Γ がMöbius型であるとき，ブレイド状曲面 S(Γ )はMöbius型ブレイド状曲面と弱同値である．

(3) 任意のMöbius型ブレイド状曲面 S に対し，Möbius型チャート Γ であって，

S(Γ ) ' S
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を満たすものが存在する．

Möbius 型チャート Γ から主結果 1(2)，(1) に従って得られる Mb 上のブレイド状曲面 Π(S(Γ )) を SMb(Γ )

と書くことにする．

5 Möbius型チャート変形
5.1 Möbius型チャート変形とMC同値
Möbius 型チャート Γ の変形で，以下の操作およびその逆操作を施して Möbius 型チャートを得ることを

Möbius型チャート変形 (chart move of Möbius-type)と呼ぶ．

(CI)： intB2 の任意の小円板 E で黒頂点を含まないものについて E 上のチャートを自由に書き換える．
(CII)：黒頂点と交点が辺で繋がっているとき，図 2左→右のようにして交点を解消する，およびその逆操作．

図 2: CII

(CIII)：黒頂点と白頂点が中辺でない辺で繋がっているとき，図 3左→右のようにして白頂点を解消する，および
その逆操作．ここで中辺とは，白頂点に入る 3辺のうちの真ん中の辺，または白頂点から出る 3辺のうち
の真ん中の辺を言う．

図 3: CIII

(∂xI)：境界バブルの削除および追加．(図 4)

(∂xII)： ∂xB
2 の近くでの交点の削除および追加．(図 5)

(∂xIII)： ∂xB
2 の近くでの白頂点の削除および追加．(図 6)

図 4: ∂xI 図 5: ∂xII 図 6: ∂xIII

(idI)：黒頂点を持たず，上下対辺の同一視で貼り合う 2つの円板領域 E−, E+ 内のチャートを任意に取り変える
操作．(図 7)

(idII)：上下対辺を跨いで黒頂点を動かす操作．(図 8)

定義 5.1.1. ふたつのMöbius型チャート Γ, Γ ′ が有限回のMöbius型チャート変形で移り合うとき，両者はMC

同値 (MC-equivalent)であると言う．
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空行

ただし

ı̄ = m− i, ȷ̄ = m− j

|i− j| > 1

ただし ı̄ = m− i

ただし

ı̄ = m− i, ȷ̄ = m− j

|i− j| = 1

図 7: idI変形の例

図 8: idII

主結果 2. Γ, Γ ′ を MC 同値な Möbius 型チャートとする．このとき 2 つの Mb 上のブレイド状曲面 SMb(Γ )，
SMb(Γ ′)は弱同値である．

定義 5.1.2. Möbius型チャートが標準形 (standard)であるとは，チャートが平行辺 (図 9)と右境界ネスト (図
10)のみから成ることを言う．

図 9: 平行辺 図 10: 右境界ネスト

主結果 3. 任意の Möbius 型チャートは標準形チャートに変形できる．このときの右境界ネストの数は黒頂点数
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に等しい．

証明. 任意のMöbius型チャート Γ を段階に分けて変形する．
(第一段)　変形 (1)を対蹠点が減るように繰り返し用いて対蹠点を削除する．
(第二段)　 ∂II，∂III，(2)，(3)を頂点数が減るように繰り返し用いて白頂点，交点を削除する．また CI変形で
バブル (図 11)を，∂I変形で境界バブル (図 12)をそれぞれ消去する．
(第三段)　 {−1} × I 上の境界点どうしを結ぶ辺を左境界アークと呼ぶ．対蹠点，交点，白頂点が削除されたの

図 11: バブル 図 12: 境界バブル

で，{+1} × I と B2 \ Γ 上の単純曲線で結ぶことができる左境界アークが存在する．その単純曲線に沿って変形
(4)を行い，左境界アークを 2本の平行辺に置き換える．(図 13) この変形は対蹠点，交点，白頂点を生じない．

(4)

図 13: 第三段の左境界アーク解消

(第四段)　図 14，図 15左の部分グラフをそれぞれオーバルネスト，左境界ネストと呼ぶ．第三段を境界ネス
トを成さない左境界アークがなくなるまで繰り返せば，任意のオーバルネストおよび左境界ネストは ∂+x B

2 と単
純曲線で結べる．この曲線に沿って変形 (5)を行い，オーバルネストを 2つの右境界ネストへ，左境界ネストを
平行辺と右境界ネストへとそれぞれ変換する．

(5)

図 14: オーバルネスト解消

(5)

図 15: 境界ネスト解消

(第五段)　右境界ネストを成さない右境界アークを内側のものから順に (4)で変形して，右境界ネストの辺に変
換する．
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(4)

図 16: 第五段の右境界アーク解消

以上で標準形チャートが得られる．
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曲面結び目のCrossed Moduleについて
三木　亮介（大阪大学大学院理学研究科 M2）∗

概 要
Crossed module は Whitehead により導入されたホモトピーと相性の良い道具であ

り、圏をなすことが知られている。J. F. Martins は crossed module 間の射の数を用い
てコンパクト多様体の不変量を定義した。また彼は曲面結び目の外部に対する crossed
module を考察し、バンド付きのモーション・ピクチャーを用いた不変量の計算法を確
立した。本講演では、この計算法について説明し、いくつかの曲面結び目に計算を行っ
た結果を紹介する。

1 Crossed Module

定義 1.1. （crossed module）crossed moduleは 2つの群GとE、群準同型 ∂ : E → G、
そして群GのEへの左作用 ▷ の 4つ組 G = (G,E, ∂, ▷)で、次の条件を満たすものである。
(1) ∂(X ▷ a) = X∂(a)X−1(∀X ∈ G, ∀a ∈ E)

(2) ∂(a) ▷ b = aba−1(∀a, b ∈ E)

またGを base group、Eを principal groupという。

crossed moduleの基本的な例は fundamental crossed moduleである。

例 1.1. (M,N)を弧状連結な空間対とし基点 ∗をN 内にとるとする。
∂ : π2(M,N, ∗) → π1(N, ∗) を境界写像、π1(N, ∗)の π2(M,N, ∗)への作用 ▷を図 1で与え
られる作用とする。

図 1：π1(N, ∗)の π2(M,N, ∗)への作用

このとき、(π1(N, ∗), π2(M,N, ∗), ∂, ▷) は crossed moduleになり、Π2(M,N, ∗)と書く。
これは (M,N, ∗)上の fundamental crossed moduleと呼ばれる。

∗e-mail : u504176e@ecs.osaka-u.ac.jp
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例 1.2. G を群、E を G の正規部分群とし、∂ : E → G を包含写像、▷ を X ▷ a =

XaX−1(∀X ∈ G, ∀a ∈ E)で定める。このとき、(G,E, ∂, ▷)は crossed moduleになる。

例 1.3. G を群、 ∂ : G → Aut(G) を g 7→ ∂(g) (ここで ∂(g)(x) = gxg−1(∀x ∈ G))

で定める境界写像とし、▷を ϕ ▷ g = ϕ(g)(∀ϕ ∈ Aut(G), ∀g ∈ G)で定める。このとき、
(Aut(G), G, ∂, ▷)は crossed moduleになる。

また、crossed moduleは圏を成すことが知られている。この圏における射は次の様に与
えられる。

定義 1.2. G = (G,E, ∂, ▷)と G′ = (G′, E′, ∂′, ▷′)を crossed moduleとする。
crossed moduleの成す圏における射 F = (ϕ, ψ) : G → G′は群準同型 ϕ : G → G′と群準同
型 ψ : E → E′の組で次の条件を満たすものとして与えられる。
(1) ϕ ◦ ∂ = ∂′ ◦ ψ;

E
∂ //

ψ
��

⟳

G

ϕ
��

E′
∂′

// G′

(2) ϕ(X) ▷′ ψ(a) = ψ(X ▷ a) (∀X ∈ G, ∀a ∈ E)

2 先行研究
この節では、本研究の契機となった J.F.Martins [1], [2]によってなされた結果を述べる。

2.1 crossed module invariant

[1]の主定理としてMartinsは次の有理数値の不変量を構成した。

定理 2.1. M をコンパクトな連結多様体とし M のハンドル分解を固定する。ここで、M の
固定したハンドル分解において 0-ハンドルは唯一つであると仮定し、この 0-ハンドル内に基
点 ∗を取る。M (1)をMの全ての 0、1-ハンドルから成るハンドル体とする。G = (G,E, ∂, ▷)

を finite crossed moduleとする (ここで”finite”は群G,Eが有限群であることを意味する)。
このとき、

IG(M) := #Hom(Π2(M,M (1),∗),G)
(#E)b1(M

(1))

は有限であり、M のハンドル分解に依存せず、M のホモトピー不変量である。
この不変量をM の crossed module invariantという。

2.2 crossed module invariantの曲面結び目外部への応用
Martinは [1]でこの crossed module invariantを曲面結び目・絡み目外部に適用し、向き
付け可能なケースにおいて計算法を確立した。

Σを S4＝D4
− ∪S3× [−2, 2]∪D4

+（D4
−, D

4
+は 4次元球体）内の曲面絡み目で S3× [−2, 2]

内にあると仮定する。また、M を Σの外部とする。
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h : S3 × [−2, 2]→ [−2, 2]を高さ関数と考え、Σを動かし h|Σがモース関数となるように
し、Σにハンドル分解を与えて固定する。Σのハンドル分解はM のハンドル分解を誘導す
る。このとき、D4

−が 4次元 0-ハンドル、D4
+が 4次元 4-ハンドルになる。4次元 1、2、3-ハ

ンドルに関しては下の様に対応し、同時に取り付けが行われることが知られている（ [3]、[4]

）。
Σの 2次元 0-ハンドル ←→ M の 4次元 1-ハンドル

Σの 2次元 1-ハンドル ←→ M の 4次元 2-ハンドル

Σの 2次元 2-ハンドル ←→ M の 4次元 3-ハンドル

Σの各ハンドルはモーション・ピクチャーにおいて図 2の様に対応し、それぞれ「birth

of circles」、「saddle points」、「death of circles」と呼ばれる。

図 2：Σの各ハンドルとそのモーション・ピクチャー

また曲面絡み目に対しては次の定理がよく知られている。

定理 2.2. 任意の S4内の曲面絡み目を全同位で変形し、全ての極小点 (birth of circles)が
t = −1、全ての鞍点 (saddle point)が t = 0、全ての極大点 (death of circles)が t = 1にあ
るようにできる。

以降、曲面絡み目はこの定理の条件を満たすとする。M (1)をM の全ての 0、1-ハンドル
から成るハンドル体とする。

saddle pointはバンドで記録でき、便宜上バンドのコアに向きと名前を与えておく（図 3

上）。
バンドはπ2(M,M (1), ∗)の元を表すことができる。ここで境界であるπ1(M

(1), ∗)の元 ∂(e)

には右手系に向きをとる（図 3左下）。
境界 ∂(e)に関する条件は、saddle point通過前のアークから読み取ることができる。例え

ば、図 3右下の様なケースでは ∂(e) = Y −1X となる。ここでX,Y は対応する名のアーク
のメリディアンを右手系に回る π1(M

(1), ∗)の元を表す。
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図 3：saddle pointとバンド

また次が成立する。

命題 2.1. バンドで代表される π2(M,M (1), ∗)の元、アークで代表される π1(M
(1), ∗)の元

の間には次の様な関係が入る。

図 4：バンドとアークで代表される元の間の関係

(証明). CW複体N に基点 ∗をとり、N 内の 2-cell C にも基点 ∗′をとる。∗から ∗′を結ぶ
N 内の道を 2つとり γ1、γ2とする。γ1、γ2は π2(N

2, N1, ∗)の元Cγ1、Cγ2を定める。この時、
基底を変換する作用の定義より Cγ1 = (γ1γ

−1
2 ) ▷ Cγ2 が成立する。

(a)については、上記の事実よりこのケースにおいては Cγ1
∼= e、Cγ2 ∼= f、γ1γ−1

2
∼= X−1

であるので成立する。
(b)については、γ1γ−1

2
∼= ∂(f)−1と crossed moduleの定義より、e = ∂(f)−1 ▷ g = f−1gf。

(c)については、Wirtinger関係式を適用すればよい。

M の 4次元 3-ハンドルは π2(M,M (1), ∗)の関係式を導入する。
図 5左の球面は 4次元 3-ハンドルの attaching sphereを表している。attaching sphere内
の円周は death of circlesで消える結び目である。
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例えば、図 5右の様に attaching sphereとバンドが交わっている様な状況を考える。点で
書かれた円周は attaching sphereを表す。
関係式の求め方は次の様になる。
まず、バンドが代表する π2(M,M (1), ∗)の元で、attaching sphereから出る向きのものに
指数+1を、attaching sphereに入る向きのものに指数−1を与える。
次に反時計周りにそれらの元を掛け合わせ得られた元をW とするとき、関係式として

W = 1が生じる。
この求め方は、4次元 3-ハンドルの attaching sphereが、attaching sphereと交わるバン
ドの代表する π2(M,M (1), ∗)の元の積とホモトピックであることから従う。

図 5：π2(M,M (1), ∗)の関係式

G = (G,E, ∂, ▷)を finite crossed moduleとする。
IG(M)の分子は境界の条件と関係式を満たすG,Eの元の組の数で与えられる。またM (1)の
各ハンドルをコアに潰すことで、M (1)とホモトピー同値なブーケが得られるので、b1(M (1))＝
(ブーケにおける S1の数)＝ (1-ハンドルの数)＝ (birth of circlesで生じる circleの数)が成
立する。よって分母は (#E)(birth of circles で生じる circle の数)で与えられる。

2.2.1 具体例

計算の具体例を挙げておく。G = (G,E, ∂, ▷)を finite crossed moduleとする。
バンドを抜いた図が元のモーション・ピクチャーである。

例 2.1. Σ : spun trefoil

図 6はバンド付きの spun trefoilのモーション・ピクチャーである。図 7は別のモーショ
ン・ピクチャーであり、自明な絡み目から suddle pointが同時に起こる、つまりバンドが同
時に取り付く様子を描いている。これらは、異なるモーション・ピクチャーだが同一の曲面
を表す。
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図 6：spun trefoilのバンド付きモーション・ピクチャー（０）

図 7：spun trefoilのバンド付きモーション・ピクチャー（１）

3 主結果
主結果について述べる。ここでは記号の簡略化のため、S4内の曲面絡み目Σに対し、外

部の IG を IeG(Σ)と表す。G = (G,E, ∂, ▷)を finite crossed moduleとする。

[1], [2]では、Martinsにより IeG(Σ)の計算例が 2つほど挙げられている。本研究におけ
る主結果の 1つとして、吉川 [5]の分類表を用い、分類表に現れる全ての向きつけ可能な曲
面絡み目に対し計算公式を獲得した。次ページからの表が計算結果である。表の左が曲面の
表記であり、これは吉川の分類表と対応した表記である。
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2プラット 2次元結び目のアレキサンダー多項式
安田順平 *（大阪大学理学研究科博士 3年）

概要
2次元結び目とは 4次元空間へ（滑らかに）埋め込まれた 2次元球面である。またブレイドの高次元化と

して 2次元ブレイドがある。全ての 2次元結び目は、2次元ブレイドのプラット閉包によって得られる。特
に、次数 4の 2次元ブレイドから得られる 2次元結び目を 2プラット 2次元結び目と呼ぶ。このクラスは
2橋結び目の高次元化と見做せる。本講演では、2プラット 2次元結び目の性質と標準形を紹介し、標準形
からアレキサンダー多項式を計算する公式を与える。

1 導入
2橋結び目とは R3 の標準的な高さ関数に関して（全同位変形により）極大点の個数が 2つ以下とできる結
び目である。2橋結び目は図 1にあるような有理数による Conway標準形 K(a/p)で表示することが可能であ
る。ここで、p > 0は奇数であり pと aは互いに素な整数であり、a1, . . . , an は奇数個の整数であって以下の
ように a/pの連分数分解を与えるものである：

a/p = [a1, . . . , an] :=
1

a1 +
1

a2+··· 1
am

.

そして 2橋結び目は次の定理によって完全分類が与えられている。

定理 1.1 ([7]). 次は同値である。

(1) 2橋結び目 K(a/p)と K(b/q)は同値である。
(2) p = qおよび a ≡ b±1 (mod p)を満たす。

図 1 2橋結び目 K(a/p)の Conway標準形

本講演では、2橋結び目の曲面結び目への高次元化について議論を行う。

* E-mail: u444951d@ecs.osaka-u.ac.jp
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2 スパン 2次元結び目
4次元空間内に滑らかに埋め込まれた有向閉曲面の非交和を曲面絡み目といい、連結な曲面絡み目を曲面結
び目という。また 2次元球面と同相な曲面絡み目を 2次元結び目という。この章では 2次元結び目の典型例と
して、スパン 2次元結び目 [1]を導入する。また次の定義は Gordon[3]によるものである。S n と Rn ∪ {∞}を
同一視する。S 3 内の結び目 K と点 ∗ ∈ K について、S 3 における ∗の十分小さい開近傍 N を取り除いて得ら
れる B3 = S 3 \ N 内のタングルを kとする。このとき、結び目 K のスパン 2次元結び目 σ(K)を次で定める：

(S 4, σ(K)) = ∂(B3 × D2, k × D2).

スパン 2次元結び目の性質を以下に掲げる。

命題 2.1 ([1]). スパン 2次元結び目 σ(K)の結び目群 π1(R3 \ σ(K))は K の結び目群と同型である。

この命題から、特にスパン 2次元結び目 σ(K)のアレキサンダー多項式 ∆σ(K)(t)は K のアレキサンダー多項
式 ∆K(t)と一致していることが分かる。

命題 2.2 (Marumoto (cf. [8])). スパン 2次元結び目は負のもろて型である、すなわち σ(K)! = −σ(K)が成り立
つ。より一般に、リボン 2次元結び目は負のもろて型である。

命題 2.3 ([3]). 結び目 K,K′ に対して次が成り立つ。

(1) σ(−K) = −σ(K) = σ(K).

(2) σ(K♯K′) = σ(K)♯σ(K′).

結び目 K として素な結び目を考える。すると上記の事実から次の定理が得られる。

定理 2.4. 素な結び目 K と K′ に対して次は同値である。

(1) スパン 2次元結び目 σK と σK′ は同値である。
(2) K と K′ は弱同値である*1。

Proof. (1) ⇒ (2): 2 つのスパン 2 次元結び目 σK と σK′ が同値であるとする。このときそれぞれの結び目
群は同型である。スパン 2 次元結び目において、σK の結び目群と K の結び目群は同型である [1]。そして
Gordon-Luecke [4]の定理より K と K は弱同値である。

(2)⇒ (1): 2つの素な結び目 K と K′ が弱同値であるとき、それらのスパン 2次元結び目 σK と σK′ も弱同
値である。また命題 2.2と命題 2.3を合わせると σK は可逆かつ負のもろて型であるから、σK と σK′ は同値
である。 □

素でない結び目に対しては定理 2.4は一般に成り立たない。実際に、K を三葉結び目とするとき K1 = K♯K

と K2 = K♯(−K)は弱同値でないが、スパン 2次元結び目 σK1 と σK2 は同値な 2次元結び目である [3, 6]。2

橋結び目は素な結び目であるので次の系を得る。

*1 2つの結び目が弱同値であるとは、向きを保つとは限らない R3 の同相写像で移り合うときをいう。特に、K と K′ が弱同値である
とき K′ は K, K!, −K, −K!のいずれかと同値である。
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系 2.5. 次は同値である。

(1) スパン 2次元結び目 σK(a/p)と σK(b/q)は同値である。
(2) p = qおよび a ≡ ±b±1 (mod p)が成り立つ。

2 橋結び目 K(a/p) から得られるスパン 2 次元結び目は図 2 にあるバンド付き絡み目表示を持つ。ここで
a1, . . . , an は a/pの連分数分解 [a1, . . . , an] = a/pである。

図 2 2橋結び目のスパン 2次元結び目 σ(K(a/p))のバンド付き絡み目表示

3 2次元ブレイドのプラット閉包と mプラット曲面絡み目
D2 を 2次元円板, I = [0, 1]を閉区間、m > 0を正の整数とする。また D2 内の異なる m個の内点からなる

部分集合を Xm とおき固定する。4 次元球体 D2 × B2 の第二成分への射影を pr2 : D2 × B2 → B2 とする。こ
のとき D2 × B2 へ適切に埋め込まれた曲面 S が次数 mの 2次元ブレイド [5, 9]であるとは、S への制限写像
pr2|S : S → B2 が次数 mの（単純な）分岐被覆写像となり、∂S = Xm × ∂B2 を満たすことをいう。
次数 2mの 2次元ブレイド S を考える。このとき、境界 ∂S は ∂(D2 × B2) = S 3 内の 2m成分からなる自明

な絡み目である。そこで m個のアニュラスを ∂S へ自明に貼り合わせることで、曲面絡み目を構成することが
できる。これを 2次元ブレイドのプラット閉包 [10]という。本稿では、次数 2mの 2次元ブレイドから得ら
れる曲面絡み目を mプラット曲面絡み目と呼ぶ。

定理 3.1 ([10]). 全ての向き付け可能な曲面絡み目はある 2次元ブレイドのプラット閉包と全同位である。

1プラット曲面絡み目は自明な 2次元結び目、または自明かつ向き付け不可能な曲面結び目のいずれかであ
る [10]。そこで、本稿では 2プラット曲面結び目について考える。

4 主結果
有理数 a/p に対して、曲面絡み目 F(a/p) を図 3 のバンド付き絡み目表示によって定義する。ここで

a1, . . . , an は a/pの連分数展開 [a1, . . . , an] = a/pである。
有理タングルの分類定理 [2] より、F(a/p) の定義は連分数表示に依らない。また F(a/p) は 2 橋結び目

K(a/p)のスパン 2次元結び目のバンド付き表示（図 2）における中央のバンドを半捻りすることで得られる
曲面絡み目である。このとき、2プラット曲面結び目

定理 4.1. 2プラット 2次元結び目 F に対してある有理数 a/pが存在して F と F(a/p)は同値である。逆に、
任意の有理数 a/pに対して、F(a/p)は 2プラット曲面絡み目である。
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図 3 曲面絡み目 F(a/p)のバンド付き絡み目表示

命題 4.2. p ≥ 1と互いに素な整数 a, bが a ≡ b (mod p)を満たすとき、2プラット曲面絡み目 F(a/p)と F(b/p)

は同値な 2次元結び目である。

補題 4.3. pが奇数であるとき、2プラット曲面絡み目 F((a/p))は 2次元結び目である。また pが偶数である
とき、F(a/p)は S 2 とクラインの壺からなる 2成分曲面絡み目である。

本稿では 2プラット 2次元結び目に注目する。そこで pは 1以上の奇数とし、命題 4.2により aは偶数で
あると仮定してよい。このとき 2プラット 2次元結び目の結び目群について次の表示を得る。

定理 4.4. 奇数 p > 0 と互いに素な偶数 a に対して、符号 εi（i = 0, . . . , p − 1）を εi = (−1)⌊ia/p⌋ で定める。
ここで ⌊x⌋は床関数（x 以下の最大の整数）である。このとき、2プラット 2次元結び目 F(a, p)の結び目群
π1(R4 \ F(a, p))は次のWirtinger表示を持つ：⟨

x, y w−1ywx−1 = 1
⟩
, w = xε1 yε2 . . . xεq−2 yεq−1 .

この群表示をもとに Foxの自由微分を行うことで、次が得られる。

定理 4.5. 奇数 p > 0と互いに素な偶数 aに対して、2プラット 2次元結び目 F = F(p, a)のアレキサンダー多
項式 ∆F(t)は以下の公式により与えられる。

∆F(t) �
p−1∑
k=0

(−1)kt(
∑k

i=0 εi), εi = (−1)⌊
ia
p ⌋.

ここで �は両辺のローラン多項式が ±tk ∈ Z[t, t−1]の差を除いて等しいことを意味している。

系 4.6. 2つの異なる奇数 p, qとそれぞれに互いに素な整数 a, bを考える。このとき F(p, a)と F(q, b)は 2次
元結び目として同値ではない。

Proof. det(σ(K)) = ∆F(a/p)(−1) = pより従う。 □

5 今後の展望
2プラット 2次元結び目に関する問題を述べる。まず 2プラット 2次元結び目の分類問題についてである。
例えば 2橋結び目 K(2/5)と K(3/5)は分類定理より同値な結び目であることが分かる。一方で、2プラット 2

次元結び目 F1 = F(2/5)と F2 = F(3/5) = F(−2/5)に対してアレキサンダー多項式を考えると、それぞれ

∆F1 (t) � t2 − 2t + 2, ∆F2 (t) � 2t2 − 2t + 1
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となり、同値な 2次元結び目でないことが分かる。一般に次の事実が成り立つ。

補題 5.1. 2プラット 2次元結び目 F(a/p)に対して次が成り立つ：

∆F(−a/p)(t) � ∆F(a/p)(t−1).

さらに、1 ≤ p ≤ 1000を満たす 2プラット 2次元結び目 F(a/p)に対してアレキサンダー多項式を計算する
ことにより、次の問題が得れられる。

問題 5.2. 次は同値であるか。

(1) 2プラット 2次元結び目 F(a/p)と F(b/q)は同値である。
(2) p = qおよび a ≡ b (modp)が成り立つ。

命題 4.2より (2)⇒(1)は成り立っており、系 4.6により (1)⇒p = qまでは判明している。2橋結び目では同
じアレキサンダー多項式を持つ同値でない例が多く存在する。そのため、この予想がアレキサンダー多項式の
みで決定される可能性があることは興味深い点である。
またコンピュータ計算によって次の問題も得られている。

問題 5.3. 2 プラット 2 次元結び目のアレキサンダー多項式は reciprocal でない、すなわち ∆F(a/p)(t) と
∆F(a/p)(t−1)はアレキサンダー多項式として異なっているか。

スパン 2 次元結び目のアレキサンダー多項式は常に reciprocal であることが知られている。そのため予
想 5.3が成り立つとき、2プラット 2次元結び目かつスパン 2次元結び目であるものは自明な 2次元結び目に
限られることが分かる。
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ツイストスパン結び目のツイストスパン結び目につ
いて

福田瑞季 (東北大学・MathAM-OIL) ∗

概要
n 次元結び目から n+ 1 次元結び目を構成する方法として Zeeman によるツイス
トスピニングが知られており，ツイストスピニングを繰り返し行うことで 1 次元の
結び目から任意の次元の結び目を作ることができる．本稿では 1 次元の結び目に対
し 2 回のツイストスピニングで得られるツイストスパン結び目のツイストスパン結
び目，つまり 3 次元結び目，について自明であるための十分条件と非自明であるた
めの十分条件をそれぞれ与えることができたので紹介する．証明ではタングルの回
転数に着目しながら，Pao の branched twist spin に対する Gluck twist の結果か
ら自明性を，orbifold の基本群の性質から非自明性を，それぞれ考察する．本研究は
慶應義塾大学の石川昌治 氏との共同研究である．

1 導入
n 次元結び目とは n+ 2 次元球面に滑らかに埋め込まれた n 次元球面をいう．多様体
の幾何構造の分類において，結び目の分類は盛んに研究されてきた．例えば，1次元結び
目が素なファイバーであるとき，そのモノドロミーは (1) 周期的， (2) 擬 (pseudo) アノ
ソフ,　 (3)可約の 3つに分類され，それぞれ (1) ザイフェルト多様体 ，(2) 双曲多様体，
(3) それらを境界のトーラスで貼り合わせた多様体と対応している．一方で，高次元の結
び目補空間上のファイブレーションにおけるモノドロミーの分類というのはほとんど進め
られていない．
具体的な高次元の結び目のクラスとして，スパン結び目やツイストスパン結び目が挙げ
られる（詳しい定義は 1.1 節を参照されたい）．これらの結び目は次元が 1 低い結び目か
らスピニングやツイストスピニングと呼ばれる手法を用いて構成され，低い次元の結び目

∗ mizuki.fukuda.d2@tohoku.ac.jp
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の性質を使って高い次元の結び目の性質を調べることができる．特に 1 次元結び目は性
質がよくわかっているクラスが多く，そこから得られるスパン結び目やツイストスパン結
び目の性質はよく知られている．
更に大きな 2 次元結び目のクラスとして，S4 上の S1 作用で不変な branched twist

spin という 2 次元結び目が Pao によって構成された [7]．Branched twist spin は，ス
パン結び目を除いて，S1 作用から自然にその補空間にファイブレーションを構成できる
ためファイバー結び目であり，そのモノドロミーは周期的である．逆に周期的なモノド
ロミーを持つ 2 次元ファイバー結び目は branched twist spin であることが知られてい
る [8]．
本稿ではツイストスパン結び目のファイバーと次元が 1 低い結び目に沿った分岐被覆

の関係に着目し，1 次元結び目に対しツイストスピニングを 2 回行って得られる 3 次元
結び目について考察を行う．

1.1 ツイストスパン結び目
この節では Zeeman によるツイストスピニングとそれによって得られるツイストスパ
ン結び目の性質について述べる．
K ⊂ Sn+2 を n 次元結び目とし，K 上の点 p を一つ固定する．点 p の Sn+2 内で非

常に小さい閉近傍 Dn+2
p を取る．このとき，Dn+2

p には適切に埋め込まれた K の一部
が存在するのでそれを K− と書くことにすると，Dn+2

p は K− ×B2 と微分同相である．
また，(Sn+2,K) \ Int(Dn+2

p ,K−) を (Dn+2,K+) と書く．この分解を用いて，２つの
n+ 3 次元多様体 X と Y を

X =∂(Dn+2
p ,K−)×D2,

Y =(Dn+2,K+)× ∂D2,

で定義する．正の整数 m に対し，X と Y を写像

fm((x, ϕ), θ) = ((x, ϕ+mθ), θ) ((x, ϕ) ∈ ∂D3, θ ∈ ∂D2)

で貼り合わせる手法を m ツイストスピニングという．ここで ϕは赤道の偏角であり，x
は K− の点， θ は ∂D2 の曲座標である．
ツイストスピニングによって得られる多様体 X ∪fm Y について次が知られている．

定理 1.1 (Zeeman [10]). 任意の整数 m に対して，X ∪fm Y は Sn+3 と微分同相であ
る．さらに，(K− ×D2) ∪fm (K+ × ∂D2) は Sn+1 と微分同相である．
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図 1 (Dn+2
p ,K−) （左）と (Dn+2,K+) （右）

定義 1.2. 定理 1.4によって得られる (K− ×D2) ∪fm (K+ × ∂D2) を K の m ツイス
トスパン結び目といい， τm(K) と書く．

注意 1.3. (1) m = 0 の場合は Artin によるスパン結び目と一致する．
(2) m が負の場合も同様に m ツイストスパン結び目を構成できるが，簡単のため非負整
数のみを扱う．

次節で紹介する定理 1.7 によりツイストスパン結び目の自明性について次が従う．

定理 1.4 (Zeeman [10]). τm(K) を K の m ツイストスパン結び目とする．τm(K) が自
明な 2次元結び目であるための十分条件は次のどちらかを満たすことである．

(1) K が自明な 1次元結び目である．
(2) m = 1．

1.2 Branched twist spin

この節では 2 次元結び目に限定し，ツイストスパン結び目の一般化の 1 つとして知ら
れる branched twist spin に関して定義と説明を述べる．
K を 1 次元結び目とし，正の整数 m と k に対し，m ツイストスパン結び目 τm(K)

に沿った k 重分岐被覆
(M4, τm,k(K))→ (S4, τm(K))

を考える．
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定理 1.5 (Fintushel [6], Pao [7]). m と k が互いに素ならば M は S4 と微分同相で
ある．

定理 1.5 により，分岐被覆写像による分岐点の集合の逆像 τm,k(K)) は 2 次元結び目
と捉えることができる．

定義 1.6. 上記 τm,k(K) を K の (m, k)-branched twist spin という．

k = 1 のとき，1 重分岐被覆は恒等写像なので，τm,k(K) は m ツイストスパン結び目で
ある．
ツイストスパン結び目および branched twist spin に対し次の 2 つの定理が成り立つ．

定理 1.7 (Zeeman [10], Pao [7]). m を 1 以上とする．このとき，τm,k(K) はファイバー
結び目であり，そのファイバーは K に沿った S3 の m 重分岐被覆から 3 次元開球体を
1 つ取り除いたものである．特にそのモノドロミーは周期的で，分岐被覆のシートを k 枚
ずらすものである．

定理 1.8 (F. [3]). G(τm,k(K)))を τm,k(K))の結び目群とし，K の結び目群のWirtinger

表示を ⟨x1, . . . , xl | r1, . . . , rl⟩ とする．このとき，

G(τm,k(K))) ∼= ⟨x1, . . . , xl, h | r1, . . . , rl, x1hx−1
1 h−1, . . . xlhx

−1
l h−1, xm1 h

β⟩. (1.1)

ただし，β は kβ ≡ 1 (mod m) を満たす整数である．

1.3 オービフォールド群
本節ではオービフォールドとその基本群について簡単に説明する．詳細は [2, 9] を参照
されたい．
連結で可分な距離空間で，局所的に Rn を有限群の作用で割った商空間と同相になると
き，その距離空間を n オービフォールドといい，特に 3 オービフォールドが円周の非交
和のみを分岐軌跡にもつとき cyclic type という．連結な分岐軌跡の位数は一定である．
基底空間 が S3 で 1 次元結び目 L を位数 m の分岐軌跡としてもつ cyclic type の

3 オービフォールドを O(L,m) と書く．この O(L,m) の基本群 πorb1 (O(L,m)) を，
O(L,m) の普遍被覆の Deck 変換群として定義する．すなわち，

πorb1 (O(L,m)) ∼= ⟨x1, . . . , xl | r1, . . . , rl, xm1 ⟩ (1.2)
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である．ここで ⟨x1, . . . , xl | r1, . . . , rl⟩ は G(K) の Wirtinger 表示である．

2 主結果
本章では 1 次元結び目に対して 2 回ツイストスピニングを行って得られる 3次元結び

目について得られた結果を紹介する．

定理 2.1 (F.-石川). K を 1 次元結び目とし，τm2(τm1(K)) を K の m1 ツイストス
パン結び目の m2 ツイストスパン結び目とする．また，m = gcd(m1,m2) とする．
τm2

(τm1
(K)) が自明であるための十分条件は次のどちらかを満たすことである．

(1) K が自明な 1次元結び目.

(2) m = 1.

証明の概要．定理 1.4 の (1) より，K が自明な n 次元結び目の場合，任意の整数 m に
対して m ツイストスパン結び目は自明な n+ 1 次元結び目である．この考察を 2 回使う
ことにより， τm2(τm1(K)) は自明な 3 次元結び目であることがわかる．
次にK が非自明でm = 1の場合を考える．このとき，定理 1.7によって，τm2

(τm1
(K))

はファイバー結び目で，そのファイバー は τm1
(K) に沿った S4 の m2 重分岐被覆から

4 次元開球体を 1 つ取り除いたものである．ここで，Pao の結果から τm1
に沿った S4

の m2 重分岐被覆は S4 になることに注意すると，ファイバーは 4次元閉球体となる．し
たがって τm2(τm1(K)) は自明な 3 次元結び目である．　

定理 2.2 (F.-石川). K を 1 次元結び目とし，τm2
(τm1

(K)) を K の m1 ツイストス
パン結び目の m2 ツイストスパン結び目とする．また m = gcd(m1,m2) ̸= 1 とする．
Z(πorb1 (O(K,m)) が自明ならば，τm2(τm1(K)) は非自明な 3 次元結び目である．ここで
Z(G) は群 G の中心を表す．

定理 2.2 の証明のために 2 つ補題を用いる．

補題 2.3 (cf. [5]). τm2
(τm1

(K)) の結び目群 G(τm2
(τm1

(K))) は次の表示を持つ．

G(τm2(τm1(K))) ∼=

〈
x1, . . . , xl, h1, h2

∣∣∣∣∣
r1, . . . , rl,

xihjx
−1
i h−1

j ,

x
mj

1 hj , j = 1, 2

〉
.

補題 2.4 (cf. [5]). m = gcd(m1,m2)に対し，Z(πorb1 (O(K,m)) が自明と仮定する．こ

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

205



のとき，
G(τm2

(τm1
(K)))/Z(G(τm2

(τm1
(K)))) ∼= πorb1 (O(K,m)). (2.1)

定理 2.2 の証明の概要．自明な結び目の結び目群は Z と同型なので，G(τm2
(τm1

(K)))

が Z と同型でないことを示す．仮定から Z(πorb1 (O(K,m))) は自明であるので補題 2.4

より，
G(τm2

(τm1
(K)))/Z(G(τm2

(τm1
(K)))) ∼= πorb1 (O(K,m)) (2.2)

が成り立つ．また仮定から m = gcd(m1,m2) は 2 以上なので πorb1 (O(K,m)) は非自明
な群である．したがって，G(τm2

(τm1
(K))) はアーベル群ではない．特に Z と同型でな

いので，τm2
(τm1

(K)) は非自明な 3 次元結び目である．
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カンドルのオイラー標数 ∗

甲斐涼哉 (大阪公立大学) †, 田丸博士 (大阪公立大学) ‡

概要
結び目理論で不変量として導入されたカンドルは，対称空間の一般化とみなすことができる．
近年では対称空間論の手法をカンドルに応用する研究が行われている．対称空間のオイラー標
数は自然な群作用で計算でき，それを一般化してカンドルにオイラー標数を定義する．また，
カンドルのオイラー標数が持つ位相空間のオイラー標数と似た性質をいくつか紹介する．この
講演の内容は田丸博士氏との共同研究に基づく．

1 イントロダクション
オイラー標数は古典的な位相不変量のひとつである．その定義はホモロジー群を通して Betti数

の交代和として与えられる．一方で，Hopfと Samelson [1]は，コンパクト Lie群の等質空間のオ
イラー標数は，極大トーラスの作用の固定点の数と一致することを示した．特に，各点に点対称が
定義された空間である対称空間の場合には，その点対称から自然に導かれる群作用を用いて，オイ
ラー標数が計算できる．
カンドルは結び目理論で導入された代数系で，結び目の射影図の Reidemeister移動に対応した
公理を持つ．一方で，対称空間の点対称はカンドルの公理を満たし，したがって対称空間はカンド
ルとなる．言い換えると，カンドルは対称空間の位相を忘れて，つまり，対称空間を離散化して点
対称の性質のみに着目した代数系とも言える．
本研究では，対称空間論の視点からカンドルにオイラー標数を定義する．つまり，カンドル構造

から自然に群作用が定まるが，その作用を用いてカンドルオイラー標数の定義を与える．特に，連
結コンパクト Riemann対称空間の場合には，今回定義するカンドルオイラー標数は位相空間とし
てのオイラー標数と一致する．また，いくつかのカンドルに対するオイラー標数の計算結果も与
え，さらに，位相空間のオイラー標数と似たいくつかの性質を見る．
本稿は [4]に基づく．

∗ 本研究は JST 科学技術イノベーション創出に向けた大学フェローシップ創設事業 JPMJFS2138 の支援を受けた
ものである.

† E-mail:sw23889b@st.omu.ac.jp
‡ E-mail:tamaru@omu.ac.jp
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2 準備
まず，カンドル [3]の定義を与える．カンドル構造を二項演算で与えることも多いが，ここでは

対称空間の考え方に基づいて，各点に写像を与えることで定義する．集合 X 上の写像全体の集合
をMap(X,X)と書く．

定義 2.1 ([3]). 空でない集合 X と写像 s : X → Map(X,X) (sx := s(x)と書く)の組 (X, s)が
次の 3条件を満たすときカンドルという：

1. 任意の x ∈ X に対して，sx(x) = x，
2. 任意の x ∈ X に対して，sx : X → X は全単射，
3. 任意の x, y ∈ X に対して，sy ◦ sx = ssy(x) ◦ sy.

この定義は，集合 X 上の二項演算 ◁を，x ◁ y := sy(x)で定義すると，二項演算による (右分配
則を仮定した)カンドルの定義と一致する．対称空間 X の点 xにおける点対称を sx とすると，写
像 s : X → Map(X,X)によって X 上のカンドル構造が定まる [5]．以下，対称空間とは限らない
カンドルに対しても，写像 sx : X → X を xにおける点対称と呼ぶ．カンドル (X, sX), (Y, sY )に
対して，写像 f : X → Y が任意の x ∈ X に対して，f ◦ sx = sf(x) ◦ f を満たすとき，f をカン
ドル準同型という．また，全単射なカンドル準同型をカンドル同型といい，カンドル同型があると
き，二つのカンドルは同型であるという．
カンドル X に対して，X 上のカンドル同型全体の集合 Aut(X)は，写像の合成によって群とな

り，X の自己同型群という．自己同型群 Aut(X)が推移的に作用するとき，X は等質であるとい
う．特に，カンドルの公理から，点対称はカンドル同型である．カンドルX の点対称たち {sx}が
生成する Aut(X)の部分群 Inn(X)を内部自己同型群という．内部自己同型 Inn(X)が推移的に作
用するとき，X は代数的連結であるという．代数的連結なカンドルは等質である．次の群作用を
用いてカンドルにオイラー標数を定義する．

定義 2.2. カンドル X に対して，{sx ◦ sy | x, y ∈ X} が生成する Aut(X) の部分群 Dis(X) を
displacement群という．

displacement群は transvection groupなどとも呼ばれ，様々な良い性質を持つことが知られて
いる．詳細は [2]などを参照せよ．displacement群の作用を用いて，カンドルのオイラー標数を次
で定義する．

定義 2.3. カンドル X のカンドルオイラー標数 χQdle(X)を次で定義する：

χQdle(X) := inf{#Fix(g,X) | g ∈ Dis(X)}.

ここで，#Aは集合 Aの濃度，Fix(g,X)は g の作用の X における固定点集合を表す．

2
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3 対称空間のカンドルオイラー標数
まず典型的な具体例として n次元球面を考える．

例 3.1. 球面 Sn := {x ∈ Rn+1 | |x|2 = 1}は次で定義される点対称 sによって対称空間となる:

sp(x) := 2⟨x, p⟩p− x.

ここで，⟨·, ·⟩は Rn+1 の標準内積である．このとき，内部自己同型群 Inn(Sn)と displacement群
Dis(X)は以下の通りである：

Inn(Sn) =

{
SO(n+ 1) n: 偶数
O(n+ 1) n: 奇数 , Dis(Sn) = SO(n+ 1).

ここで，Dis(Sn)の元 g は，次元に応じて以下の形の元に Dis(X)内で共役である：

g ∼共役




1

Rθ1
. . .

Rθn
2

 n: 偶数,

Rθ1 . . .

Rθn+1
2

 n: 奇数,

(Rθ ∈ SO(2)).

一般的な θi をとると，Sn 上の固定点の数は，nが偶数のときは 2個，nが奇数のときは固定点が
0個となることがわかる．固定点の数は共役で不変なので，g の固定点の数も同じである．よって，
球面のカンドルオイラー標数は位相空間としてのオイラー標数と等しい．

この例を一般化することで，コンパクト Riemann対称空間のカンドルオイラー標数は，位相空
間としてのオイラー標数に一致することがわかる．その鍵となるのは次の Hopfと Samelsonの結
果 [1]である．位相空間 X のオイラー標数を χTop(X)と書く．

命題 3.2 ([1], [6]). M をコンパクト Lie群 Gの等質空間とする．また，T を Gの極大トーラス
として，その生成元 t0 を取る．このとき，次が成り立つ：

χTop(M) = #Fix(T,M) = #Fix(t0,M).

χQdle をオイラー標数と呼ぶ理由は次の定理が成り立つからである．

定理 3.3. 連結コンパクト Riemann対称空間 X に対して，

χQdle(X) = χTop(X).

3
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4 カンドルオイラー標数の例
この節では，具体的なカンドルに対する計算例を紹介する．

例 4.1. X を空でない集合する．X 上の点対称を sx := id で定義する．このとき，(X, s) を自
明カンドルといい，カンドルオイラー標数は X の濃度 #X と一致する．実際，自明カンドルの
displacement群は自明群であることから従う．

例 4.2. 自然数 n > 2に対して，Z/nZ上の点対称を sx(y) := 2x− yと定義し，Rn := (Z/nZ, s)
を二面体カンドルという．Rn の各点を正 n角形の頂点とみなすと，円周 S1 の離散部分カンドル
とみなせる．Rn のカンドルオイラー標数は，円周の位相空間としてのオイラー標数と同じく 0と
なる．実際，s0 ◦ s1 は固定点を持たない．

例 4.3. 群 Gと群の自己同型写像 σ : G→ Gに対して，G上の点対称を sx(y) := σ(yx−1)xで定
義し，GAlex(G, σ) = (G, σ) を一般化 Alexanderカンドルという．GAlex(G, σ)が非自明，つま
り σ が恒等写像でないとき，カンドルオイラー標数は 0となる．実際，任意の g, x ∈ Gに対して，

sg ◦ se(x) = gσ(g)−1x

が成り立つことから従う. ただし，eは Gの単位元を表す．

注意 4.4. 一般化 Alexanderカンドルは等質カンドルである．また，任意の等質カンドルは，ある
一般化 Alexander カンドルからの全射カンドル準同型を持つ．カンドルのオイラー標数は，非自
明なカンドルが一般化 Alexanderカンドルであるかの判定条件を与えている．

例 4.5. 群 G 上の点対称を sx(y) := xy−1x で定義し，Core(G) := (G, s) を G 上のコアカン
ドルという．一般に，コアカンドルとしての点対称によって，Lie 群は対称空間とみなされる．
Core(G)が非自明カンドルのとき，つまり，Gが Z/2Zのいくつかの直積と同型でないとき，カン
ドルオイラー標数は非自明な連結コンパクト Lie群のオイラー標数と同じく 0になる．実際，Gが
アーベル群の場合は，一般化 Alexanderカンドルの場合の特別な場合である．Gが非可換群の場
合は，任意の g, h, x ∈ Gに対して，

sg−1h−1 ◦ s−1
1 ◦ sh ◦ s

−1
g−1(x) = x[g, h]

が成り立つことから従う．

ここまでは，χQdle = 0となる例を挙げたが，χQdle ̸= 0となる例も存在する．

例 4.6. n次元球面 Sn の離散部分カンドル DSn := {±ei | i = 1, . . . , n + 1}を離散 n-球面とよ
ぶ．ここで，{ei}は Rn+1 の標準基底である．離散 n-球面のカンドルオイラー標数は

χQdle(DSn) = χTop(Sn) =

{
2 if n: 偶数,

0 if n: 奇数.

4

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

210



5 カンドルオイラー標数の性質
この節では，カンドルオイラー標数の一般的性質として，位相空間のオイラー標数に似た性質を

紹介する．
X1 = (X1, s

1), X2 = (X2, s
2)をカンドルとする．このとき，直積集合 X1 ×X2 上に

s(x1,x2)(y1, y2) := (s1x1
(y1), s

2
x2
(y2))

によってカンドル構造が定まり，X1 ×X2 = (X1 ×X2, s) を X1 と X2 の直積カンドルという．
キネットの公式から，CW 複体の直積のオイラー標数は，それぞれのオイラー標数の積となること
が知られている．カンドルのオイラー標数についても同様に次が成り立つ．

定理 5.1. カンドル X1, X2 に対して次が成り立つ：

χQdle(X1 ×X2) = χQdle(X1)× χQdle(X2).

また，直和集合 X1 ⊔X2 上に

sx(y) :=

{
y if {x, y} ̸⊂ Xi,

six(y) if {x, y} ⊂ Xi.

によってカンドル構造が定まり，X1 ⊔free X2 = (X1 ⊔ X2, s) を X1 と X2 の interaction-free

union という．位相空間の直和のオイラー標数は，それぞれのオイラー標数の和になることが知ら
れている．interaction-free union のカンドルオイラー標数は，オイラー標数の和によって上から
評価できる．

定理 5.2. カンドル X1, X2 に対して次が成り立つ：

χQdle(X1 ⊔free X2) ≤ χQdle(X1) + χQdle(X2).

定理 5.2の不等式で，等号が成り立たない例を Inn(X)がアーベル群であるような等質カンドル
で構成することができる．
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ラックのG族に付随しない多重群ラックの構成

新井克典1

1 空間曲面

空間曲面とはS3 = R3 ⊔{∞}に埋め込まれたコンパクト曲面のことである. 本稿では,
特に断らない限り空間曲面は (i) 有向曲面であり, (ii) 各連結成分は境界を持ち, 2次元閉
円板ではないものとする. 2つの空間曲面 F と F ′が同値であるとは F と F ′が S3内で全
同位であることをいい, F と F ′が同値であることを F ∼= F ′と書く.
図 1の対応により,空間 3価グラフの図式Dから空間曲面F (D)が得られる. すなわち,

R2上でDの正則近傍N(D)をとり, Dの各交差の近傍で図 1の右端のようにR3内の2つの
バンドに取り換える. さらにR2の向きから誘導される向きを与えることでS3 = R3⊔{∞}
内に空間曲面 F (D)が得られる. 任意の空間曲面 F に対し, ある空間 3価グラフの図式D

⟲ ⟲ ⟲⟲

Figure 1: 空間 3価グラフの図式から空間曲面を構成する方法

が存在して F ∼= F (D)を満たす (cf. [6, 8]). 空間曲面 F の図式とは F ∼= F (D)を満たす空
間 3価グラフの図式Dのことをいう.
空間 3価グラフの図式のY向きとは, 各頂点において入次数と出次数が 0でない向き,

すなわち, 各頂点周りで沈点や湧点を持たない向きのことをいう (図 2). すべての空間 3

▶ ▶

▶

Y向き ◦

▶▶

▶

Y向き ◦

▶ ▶

▶

沈点 ×

▶▶

▶

湧点 ×

Figure 2: 頂点周りでの向き

価グラフの図式は, すくなくとも 1つのY向きをもつ. Y向きを 1つ与えられた空間 3価
グラフの図式のことをY向き付けられた図式と呼ぶことにする.
空間曲面の図式に対して, 次のReidemeister型の定理が成り立つ.

Theorem 1.1 ([8]). F と F ′を空間曲面とし, DとD′をそれぞれ F と F ′のY向き付け
られた図式とする. このとき, F ∼= F ′であることとDとD′が有向R2-, R3-変形, Y向き
付けられたR5-, R6-変形 (図 3)と S2 = R2 ⊔ {∞}上のアイソトピー変形を有限回施して
移り合うことは同値である.

1u068111h@ecs.osaka-u.ac.jp
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▼
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▶

◀
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Figure 3: Y向き付けられたR5-, R6-変形

2 多重群ラック

Definition 2.1 ([3, 7, 10]). Rを空でない集合, ◁ : R × R → RをR上の二項演算とする.
組 (R, ◁)がラックであるとは, 次の条件 (i)–(ii)を満たすことをいう.

(i) 任意の y ∈ Rに対して, Sy : R→ R, x 7→ x ◁ y, は全単射である.

(ii) 任意の x, y, z ∈ Rに対して, (x ◁ y) ◁ z = (x ◁ z) ◁ (y ◁ z)を満たす.

本稿では式を簡略化するため, ラック (R, ◁)の任意の元 x, yに対して, x ◁ yを xyと書
くこともある.

Example 2.2. Gを群とする. G上の二項演算 ◁ : G×G→ Gを x ◁ y = y−1xy (x, y ∈ G)
で定義する. このとき, Conj(G) := (G, ◁)はラックである. ラックConj(G)を共役ラック
と呼ぶ.

Example 2.3. Gを群とし, NをGの正規部分群とする. 共役ラックConj(G) := (G, ◁)を
考え, ◁から誘導されるN上の二項演算も同様に◁と書くことにする. このとき, Conj(N) :=
(N, ◁)も共役ラックである. ここでG×N 上の二項演算 ∗ : (G×N)× (G×N)→ G×N
を (x, y) ∗ (z, w) = (xzw, yzw) ((x, y), (z, w) ∈ G×N)で定めると, Conj(G)× Conj(N) :=
(G×N, ∗)はラックとなる.

Definition 2.4 ([6]). {Gλ}λ∈Λを群の族とし, 各群Gλの単位元を eλとおく. 群の非交和
X =

⊔
λ∈ΛGλとX上の二項演算の組 ∗ : X ×X → Xの組 (X, ∗)が多重群ラックである

とは次の条件 (i)–(iii)を満たすことをいう.
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(i) 任意の λ ∈ Λ, 任意の x ∈ X, 任意の g, h ∈ Gλに対して, x ∗ (gh) = (x ∗ g) ∗ hかつ
x ∗ eλ = xを満たす.

(ii) 任意の x, y, z ∈ Xに対して, (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z)を満たす.

(iii) 任意の λ ∈ Λ, 任意の x ∈ X, 任意の g, h ∈ Gλに対して, ある µ ∈ Λが存在して,
g ∗ x, h ∗ x ∈ Gµかつ (gh) ∗ x = (g ∗ x)(h ∗ x)を満たす.

Example 2.5. (R, ◁)をラックとする. このとき,

n := min
{
k ∈ Z>0 |任意の x, y ∈ Rに対して, Sky (x) = x

}
とおく. ただし, 最小値が存在しない場合は n =∞と定める. R× Zn =

⊔
x∈R ({x} × Zn)

は次の演算で多重群ラックとなる.

(x, i) ∗ (y, j) = (Sjy(x), i), (x, i)(x, j) = (x, i+ j).

(X =
⊔
λ∈ΛGλ, ∗)を多重群ラックとし, Dを空間曲面のY向き付けられた図式とする.

Dの弧全体の集合をArc(D)とおく. DのX彩色とは, 写像Arc(D)→ Xで各交差と各頂
点において図 4の条件を満たすものをいう. DのX彩色全体の集合をColX(D)とおく.

▶

x y

x ∗ y

▶ ▶

▶

a b

ab

▶ ▶

▶ ab

a b

Figure 4: X彩色条件 (x, y ∈ X, a, b ∈ Gλ)

Theorem 2.6 ([6]). Xを多重群ラックとし, D, D′を空間曲面のY向き付けられた図式
とする. このとき, F (D) ∼= F (D′)ならばColX(D)とColX(D

′)の間に全単射が存在する.
特に, |ColX(D)|はDのY向きの選び方に依らず, F (D)の不変量である.

Problem 2.7 (cf. [12]). 次の性質 (⋆)を満たす多重群ラック (X =
⊔
λ∈ΛGλ, ∗)は存在す

るか.

(⋆) ある空間曲面のY向き付けられたある図式D = D1♯D2に対して, あるX彩色Cが
存在して, C(α) ̸∈ {eλ ∈ Gλ | λ ∈ Λ}を満たすものが存在する. ここで, αは図 5で
表される弧である.

[12]では,非自明な結び目Kの結び目カンドルQ(K) (または結び目nカンドルQn(K))
に対して, Example 2.5の方法で得られる多重群ラックの Z (または Zn) によるアーベル
拡大が性質 (⋆)を満たす多重群ラックであることを示した (詳しくは [1, 2,7,9,10,11]を参
照せよ).
本稿では, 有限非可換群の非交和上の多重群ラックの構成法を与える.

Definition 2.8 ([5]). Gを群とし, eをGの単位元とする. 集合X とX 上の二項演算の

族 {∗g : X ×X → X}g∈Gの組
(
X, {∗g}g∈G

)
がラックのG族であるとは次の条件 (i)–(ii)

を満たすことをいう.
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D1 D2

▼

▼
▼

▼

▶
α

Figure 5: D = D1♯D2

(i) 任意の x, y ∈ X, 任意の g, h ∈ Gに対して, x ∗gh y = (x ∗g y) ∗h yかつ x ∗e y = xを
満たす.

(ii) 任意の x, y, z ∈ X, 任意の g, h ∈ Gに対して, (x ∗g y) ∗h z = (x ∗h z) ∗h−1gh (y ∗h z)
を満たす.

Example 2.9. X = Z3, G = S3
∼= ⟨a, x | a3 = x2 = e, xax = a2⟩とする. g ∈ Gに対して,

∗g : X ×X → Xを次で定義する.

i ∗g j =

{
2j − i (g = x, ax, a2x)

i (上記以外)
.

このとき,
(
X, {∗g}g∈G

)
はラックのG族である.

ラックのG族から多重群ラックを構成する方法が知られている.

Proposition 2.10 ([4, 6]).
(
X, {∗g}g∈G

)
をラックの G族とする. このとき, X × G =⊔

x∈X ({x} ×G)は次の演算で多重群ラックとなる.

(x, g) ∗ (y, h) = (x ∗h y, h−1gh), (x, g)(x, h) = (x, gh).

多重群ラックX ×GをラックのG族
(
X, {∗g}g∈G

)
に付随する多重群ラックという.

Proposition 2.11. D を図 5の Y向き付けられた図式とする. 任意のラックの G族(
X, {∗g}g∈G

)
に対して, X ×GをラックのG族

(
X, {∗g}g∈G

)
に付随する多重群ラックを

考える. Dの任意のX × G彩色 Cに対して, ある x ∈ X が存在して, C(α) = (x, e)を満
たす.

Proof. 写像 ϕ : Arc(D)→ π1(S3 −N(F (D))), ▶ ▶ , を考える.

このとき, ある群準同型 f : π1(S3 −N(F (D)))→ Gが唯一つ存在して, pr2 ◦C = f ◦ ϕを
満たす. ここで, pr2 : X ×G→ Gは pr2(x, g) = gで定義される写像である. いま, ϕ(α)は
π1(S3 −N(F (D)))の単位元であるので, pr2 ◦ C(α) = f ◦ ϕ(α) = eが成り立つ. 従って,
ある x ∈ Xが存在して, C(α) = (x, e)を満たす.

Remark 2.12. Proposition 2.11より, すべてのラックのG族に対して, それに付随する
多重群ラックは Problem 2.7の性質 (⋆)を満たさない.
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3 主結果

有限非可換群の非交和上の多重群ラックの構成法を与える.

Theorem 3.1 (主結果 1).
(
X, {∗g}g∈G

)
をラックのG族とし, N をGの正規部分群とす

る. このとき, X × (G⋉N) =
⊔
x∈X ({x} × (G⋉N))は次の演算で多重群ラックとなる.

(x, (g1, n1)) ∗ (y, (g2, n2)) = (x ∗g2n2 y, (gg2n2

1 , ng2n2

1 )), (x, (g1, n1))(x, (g2, n2)) = (x, (g1g2, n
g1
1 n2)).

ここで, gh := h−1gh (g, h ∈ G)である.

Proof. 直接計算で示すことができる.

Theorem 3.2 (主結果 2). Theorem 3.1において, N ↶ Gが右からの非自明な共役作用
のとき, 多重群ラックX × (G⋉N)は Problem 2.7の性質 (⋆)を満たす.

Proof. N ↶ Gが非自明なとき,このとき,あるA ∈ GとあるB ∈ Nが存在して, [A,B] :=
ABA−1B−1 ̸= eを満たす. いま, 図 6のY向き付けられた図式とX × (G⋉N)彩色Cを
考える. このとき, C(α) = ([A,B]−1 , [A,B]) ̸= (e, e) ∈ G⋉Nである. よってProblem 2.7

▲

▲

▶

◀

▼

▼

▶

◀

α
▶

(x, (A, e))

(x, (B,B−1))

(x, (AB,B−1))

(x, (BA,A−1B−1A))

(x, (A, e))

(x, (A, e))

(x, (B,B−1))

(x, (A, e))

(x, (AB,B−1))

(x, (BA,A−1B−1A))

(x, ([A,B]−1 , [A,B]))

Figure 6: DとX × (G⋉N)彩色C

の性質 (⋆)を満たす.

Corollary 3.3. Theorem 3.1において, N ↶ Gが右からの非自明な共役作用のとき, 多
重群ラックX × (G⋉N)はどんなラックのG族にも付随しない多重群ラックである.

Proof. Proposition 2.11より, ラックのG族に付随する多重群ラックは性質 (⋆)を満たさ
ないことから従う.

Example 3.4.
(
X, {∗g}g∈G

)
をExample 2.9のラックのG族とする. いま, N ⟨a | a3 = e⟩ ∼=

Z3をGは正規部分群である. さらに, ax = a2 ̸= aより, N ↶ Gは非自明である. 従って,
Theorem 3.1, 3.2より, X × (G ⋉ N)は Problem 2.7の性質 (⋆)を満たす多重群ラックで
ある.
最後に, ラックのG族に付随しない多重群ラックによる彩色の具体例を与える.
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D1 D2

Figure 7: D1とD2

Example 3.5.
(
X, {∗g}g∈G

)
を Example 2.9のラックのG族とする. いま, N = Gとし

て, Theorem 3.1の方法で得られる多重群ラックX × (G ⋉ N)を考える. 図 7のD1, D2

にY向きを 1つ与え, X × (G⋉N)による彩色を考える. このとき,
∣∣ColX×(G⋉N)(D1)

∣∣ =
1458,

∣∣ColX×(G⋉N)(D2)
∣∣ = 1242である. 従って, F (D1) ̸∼= F (D2)が成り立つ.

Remark 3.6. Example 3.5において,ラックのG族に付随する多重群ラックY を考えると,
|ColY (D1)| = |ColY (D2)|である. また, ハンドル体結び目として, N(F (D1)) ∼= N(F (D2))
である. さらに, ∂(F (D1)) ∼= ∂(F (D2)) ∼= L6n1である.

Acknowledgement

本研究集会での講演の機会を与えて下さった世話人の谷山公規先生, 安原晃先生, 山口
祥司先生, 丹下稜斗先生に感謝申し上げます.

References

[1] S. Carter, A. Ishii, M. Saito, and K. Tanaka, Homology for quandles with partial group operations,
Pacific J. Math. 287 (2017), no. 1, 19–48. MR3613433

[2] M. Eisermann, Homological characterization of the unknot, J. Pure Appl. Algebra 177 (2003), no. 2,
131–157. MR1954330

[3] R. Fenn and C. Rourke, Racks and links in codimension two, J. Knot Theory Ramifications 1 (1992),
no. 4, 343–406. MR1194995

[4] A. Ishii, A multiple conjugation quandle and handlebody-knots, Topology Appl. 196 (2015), no. part
B, 492–500. MR3430992

[5] A. Ishii, M. Iwakiri, Y. Jang, and K. Oshiro, A G-family of quandles and handlebody-knots, Illinois
J. Math. 57 (2013), no. 3, 817–838. MR3275740

[6] A. Ishii, S. Matsuzaki, and T. Murao, A multiple group rack and oriented spatial surfaces, J. Knot
Theory Ramifications 29 (2020), no. 7, 2050046, 20. MR4142996

[7] D. Joyce, A classifying invariant of knots, the knot quandle, J. Pure Appl. Algebra 23 (1982), no. 1,
37–65. MR638121

[8] S. Matsuzaki, A diagrammatic presentation and its characterization of non-split compact surfaces in
the 3-sphere, J. Knot Theory Ramifications 30 (2021), no. 9, Paper No. 2150071, 32.

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

218



[9] S. Matsuzaki and T. Murao, (co)homology of racks and multiple group racks for compact oriented
surfaces in the 3-sphere, 2023.

[10] S. V. Matveev, Distributive groupoids in knot theory, Mat. Sb. (N.S.) 119(161) (1982), no. 1, 78–88,
160. MR672410

[11] K. Tanaka and Y. Taniguchi, The second quandle homology group of the knot n-quandle, 2023.

[12] Y. Taniguchi, Multiple conjugation quandles and G-families of quandles, Quandles and Symmetric
Spaces 2023, 2024, pp. 26–40.

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

219



トーラス結び目のトーラス上の自己融合について

On Self-fusions of Torus Knots on the Torus

長谷川 諒 (甲南大学大学院自然科学研究科)

1. トーラスとトーラス結び目
1.1 トーラス
平面上の単位円周を S1 =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣ x2 + y2 = 1
}
とし、トーラスを T = S1 × S1 として定め

る。

x

y

0 1-1

-1

1

S¹ = S¹ × S¹ =

トーラス（無地） トーラス（影あり）単位円

1 つの S1 に対応する閉曲線をロンジチュード ℓ、もう 1つの S1 に対応する閉曲線をメリディアン

m という。

l

m

1.2 トーラス結び目
1.2.1 トーラス結び目の定義

(p, q) を負でない整数とし、gcd(p, q) = 1 とする。トーラス上で、ℓ 方向に p 回、m 方向に q 回ま

わる単純閉曲線を T (p, q) と書き、(p, q) 型のトーラス結び目という。

1.2.2 トーラス結び目の例

例えば、T (2, 3) は、1 本の紐を、トーラスの表面に、ℓ 方向に 2 回、m 方向に 3 回だけ巻き付けた

結び目である。

1
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T(2,3)

トーラス結び目の例

同様に、T (2, 3) 以外にもさまざまなトーラス結び目があり、例えば、下図の T (3, 4) は 1 本の紐を、

トーラスの表面に、ℓ 方向に 3 回、m 方向に 4 回だけ巻き付けた結び目である。

T(5,6)T(4,5)T(3,4)

その他のトーラス結び目の例

2. 自己融合
2.1 結び目の自己融合
ある結び目に対して、その結び目と両端点だけで交わる弧に沿って 2 つに分割してつなぎ、新たな結

び目または絡み目を作ることを 自己融合 (self-fusion) という。
自己融合をする際、結び目をつなぐ弧 α が必要になる。下図は、3 葉結び目における自己融合の図で

ある。

3 葉結び目の自己融合

(バンドのひねりは省略する。)

2.2 トーラス結び目の自己融合
2.2.1 トーラス結び目の自己融合の例

トーラス T 上に描かれたトーラス結び目に対して、T 上で自己融合を行う。すなわち、自己融合を

指定する弧 α を T 上にとる。このとき、自己融合された結び目は再びトーラス上に描かれるので、新

しいトーラス結び目が得られる。

2
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a

T (3, 4) を自己融合して T (1, 2) が得られる

下図は、T (4, 5) を自己融合して T (2, 3) が得られる例である。

注：α は、メリディアンに沿った弧とする。従って、トーラス結び目の自己融合は α の取り方に依

らない。

2.3 T (p, q) から T (r, s) が得られるための必要十分条件
T (p, q) から T (r, s) となる条件として次を示した。

定理 2.3.1

1 < p とする。T (p, q) からトーラス結び目の自己融合で T (r, s) が得られるための必要十分条件は、

ps− qr = ±2, 0 ≤ r < p− 1 かつ gcd(r, s) = 1 である。

証明の要点

自己融合を行う T 上の弧を α とする。このとき、α に沿って自己融合を実行し、重なりを少しずら

3
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した結び目を T (r, s) とする。（図 2.3.1）

T(p,q) T(r,s)

図 2.3.1

上図のように、T (p, q) と T (r, s) は 2 点で交わる。また、2 つのトーラス結び目の代数的交差数は∣∣∣∣p q
r s

∣∣∣∣ = ps− qr

である。従って、ps− qr = ±2 となる。

3. 自己融合数 sf(p, q)

3.1 sf(p, q) の定義と問題設定
これ以降、トーラス結び目 T (p, q) は、すべて p < q とする。なぜなら、T (p, q) と T (q, p) は同値

な結び目となるからである。

トーラス結び目の自己融合は、その定義から、1 回の自己融合で p は少なくとも 2 は減少する。従っ

て、有限回の自己融合で、p = 0または 1 となり、自明な結び目が得られ、下記が定義できる。

sf(p, q) の定義

自明な結び目になるための最小の自己融合回数を、T (p, q) の自己融合数 (Self-fusion number) と言
い、sf(p, q) と書く。

このとき、次の問題を考える。

問題 A 与えられた T (p, q) に対して、sf(p, q) を決定せよ。

また、次のような問題設定も考えられる。

問題 B 任意の自然数 n > 0 に対して、sf(p, q) = n となる T (p, q) を決定せよ。

3.2 sf(p, q) = 1 であるための条件と証明
3.2.1 sf(p, q) = 1 である例

T (2, 3)→ T (0, 1) より、sf(2, 3) = 1

T (5, 7)→ T (1, 1) より、sf(5, 7) = 1

T (7, 12)→ T (1, 2) より、sf(7, 12) = 1

4
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3.2.2 sf(p, q) = 1 であるための条件

sf(p, q) = 1 であるための条件として、次が得られた。

命題 3.2.1

1 < p < q, gcd(p, q) = 1 とする。sf(p, q) = 1 であるための必要十分条件は、p = 2 または q ≡ ±2
(mod p) である。

証明

T (p, q) から T (r, s) が得られるとすると、定理 2.3.1 より、ps− qr = ±2 である。sf(p, q) = 1 と

すると、T (r, s) は自明な結び目より、r = 1 または s = 1 である。

(I) r = 1 のとき、ps− q = ±2 より、q = ps± 2 ∴ q ≡ ±2 (mod p)

(II) s = 1 のとき、p− qr = ±2 より、p = qr ± 2

(i) r = 0 のとき、p > 0 より、p = 2

(ii) r = 1 のとき、p = q ± 2 より、q ≡ ±2 (mod p)

(iii) r ≥ 2 のとき、1 < p < q より、p ≤ q − 1 であるから、

p = rq ± 2 ≥ 2q ± 2 = 2(q ± 1) ≥ 2p よって、p ≥ 2p となり不適。

従って、sf(p, q) = 1 ならば、p = 2 または q ≡ ±2 (mod p) である。

逆に、

(I) p = 2 のとき、T (2, q) に対して、

∣∣∣∣∣2 q

0 1

∣∣∣∣∣ = 2 より、

T (r, s) = T (0, 1) が得られる。

(II) q ≡ ±2 (mod p) のとき、q = ps± 2 であり、

∣∣∣∣∣p q

1 s

∣∣∣∣∣ = ±2 より、
T (r, s) = T (1, s) が得られる。

従って、p = 2 または q ≡ ±2 (mod p) ならば、T (r, s) は自明な結び目となり、sf(p, q) = 1 である。

3.3 sf(p, q) = 2 であるための条件
3.3.1 sf(p, q) の周期性 sf(p, q) = 2 であるための条件について考える。そこで、sf(p, q) の周期性に

ついて見てみる。以下は、p = 7 のときの sf(p, q) についての表である。

5
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sf(p, q) の周期性

p = 7 のとき

q 8 9 10 11 12 13 15 16 17 18 19 20

sf(7, q) 3 1 2 2 1 3 3 1 2 2 1 3

22 23 24 25 26 27 29 30 31 32 33 34

3 1 2 2 1 3 3 1 2 2 1 3

36 37 38 39 40 41 43 44 45 46 47 48

3 1 2 2 1 3 3 1 2 2 1 3

上記の表から、 mod 7 で周期性をもつことが見てとれる。

一般に、 mod p で周期性をもつことが、次の補題で示される。

補題 3.3.1

1 < p < q < q′, gcd(p, q) = 1 とする。

このとき、q ≡ q′ (mod p) ならば、sf(p, q) = sf(p, q′) である。

証明

sf(p, q) = n とすると、次のような自己融合列が得られる。

T (p, q)→ T (p1, q1)→ T (p2, q2)→ · · · → T (pn, qn)

ただし、自然数 i に対して、1 < pi (i = 1, 2, · · · , n− 1) であり、1 < pi < qi, pn = 0 または 1 が

成り立つ。（pi < qi の証明は省略する）。

まず、q′ ≡ q (mod p) より、q′ = kp+ q つまり、q = q′−kp であるから、T (p, q)→ T (p1, q1) より、

pq1 − qp1 = ±2
pq1 − (q′ − kp)p1 = ±2
p(kp1 + q1)− q′p1 = ±2

q′1 = kp1 + q1 とおくと、pq′1 − q′p1 = ±2 であるから、T (p, q′)→ T (p1, q
′
1) が得られる。

次に、q′1 = kp1 + q1 ≡ q1 (mod p1) より、同様の議論を用いて T (p1, q
′
1)→ T (p2, q

′
2) が得られる。

これを続けて、

T (p, q′)→ T (p1, q
′
1)→ T (p2, q

′
2)→ · · · → T (pn−1, q

′
n−1)→ T (pn, q

′
n)

を得る。すなわち、T (p, q) の自己融合列と、T (p, q′) の自己融合列の第 1 座標が一致する。

ここで、1 < p < q′ で 1 < p1 より 1 < p1 < q′1 であり、同様に 1 < pi < q′i (i = 1, 2, · · · , n −
1), pn = 0 または 1 が成り立つから、sf(p, q′) = n となる。

従って、q ≡ q′ (mod p) ならば、sf(p, q) = sf(p, q′) が成り立つ。

3.3.2 sf(p, q) = 2 であるための条件

命題 3.2.1 で sf(p, q) = 1 であるための必要十分条件を示した。以下で、sf(p, q) = 2 であるための

条件を考察する。

次は、sf(p, q) = 2 の例である。

T (8, 11)→ T (2, 3)→ T (0, 1) より、sf(8, 11) = 2

6
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T (11, 14)→ T (3, 4)→ T (1, 2) より、sf(11, 14) = 2

T (12, 19)→ T (2, 3)→ T (0, 1) より、sf(12, 19) = 2

p が偶数の場合、次の結果が得られた。

定理 3.3.2

1 < p < q < 2p, gcd(p, q) = 1, p は偶数とする。このとき、

sf(p, q) = 2 であるための必要十分条件は、q =
3

2
p± 1である。

証明

p は偶数より、p = 2k (k ∈ Z) とする。
T (p, q) から T (r, s) が得られるとすると、定理 2.3.1 より ps− qr = ±2 である。sf(p, q) = 2 とする

と、sf(r, s) = 1 であるから、命題 3.2.1 より r = 2 または s ≡ ±2 (mod r) である。

(I) r = 2 のとき、ps− qr = 2ks− 2q = ±2 より、q = ks± 1 となる。このとき、1 < p < q < 2p

より、2k < sk± 1 < 4k であり、gcd(r, s) = 1, r = 2 より、s は奇数。また、r < s より、2 < s

である。

(i) s = 3 のとき、q = 3k ± 1 =
3

2
p± 1

(ii) s ≥ 5 のとき、sk ± 1 ≥ 5k ± 1 = 4k + (k ± 1) ≥ 4k より不適。

(II) s ≡ ±2 (mod r) のとき、s = mr± 2 (m ∈ Z) ここで、r が偶数のとき、s も偶数であるから、
gcd(r, s) = 1 に反する。よって、r は奇数となり、

ps− qr = ±2 ⇐⇒ 2k(mr ± 2)− qr = ±2
⇐⇒ (2km− q)r = ±2 · 2k ± 2 = 2(±2k ± 1)

より、2km − q は偶数となるため、整数 n を用いて、2km − q = 2n と表される。故に、

q = 2(km− n) より、q は偶数となり、これは gcd(p, q) = 1 に反するため不適。

逆に、q =
3

2
· 2k ± 1 = 3k ± 1 (k ∈ Z) とする。k が奇数ならば、q は偶数となり不適より、

k = 2ℓ (ℓ ∈ Z) とおける。
(p, q) = (4ℓ, 6ℓ± 1) に対して、(r, s) = (2, 3) とおくと、4ℓ · 3− (6ℓ± 1) · 2 = ±2 となり、定理 2.3.1

より T (4ℓ, 6ℓ± 1) から T (2, 3) が得られる。次に、(r, s) = (2, 3) に対して、(t, u) = (0, 1) とおくと、

2 · 1 − 3 · 0 = 2 となり、定理 2.3.1 より T (2, 3) から T (0, 1) が得られる。よって、T (4ℓ, 6ℓ ± 1) →
T (2, 3)→ T (0, 1) となり、sf(p, q) = 2 となる。

7
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Abstract. We propose a definition of the rotation number for a transverse graph
diagram. Then we define a multivariable Alexander polynomial for a framed transverse
graph (a.k.a ribbon graph). This report is based on a joint work with Zhongtao Wu.

1. The rotation number of a transverse graph diagram

1.1. A transverse graph. We consider an oriented connected graph G in S3 where for
each vertex v, there is a disk that separates the incoming and outgoing edges. We call
such an orientation a transverse orientation. A graph with a transverse orientation is
called a transverse graph. To our knowledge, the terminology was first used by [2] in
their definition of Heegaard Floer homology for graphs.

Lv

......

......

Figure 1. The local picture of a vertex with transverse orientation (left).
An oriented trivalent graph without sinks and sources is a transverse graph
(right).

Now a diagram D of a transverse graph G on R2 is a regular projection of G so that

(i) The self-intersections are double points between edges, and at each double point
the information of which strand is over and which is under is given.

(ii) Around each vertex v, there is a straight line Lv that separates the edges entering
v and the edges leaving v.

If the position of the straight line Lv is clear, it can be omitted in the graph diagram.

Theorem 1.1. Two diagrams represent the same transverse graph if and only if they
can transfer to each other by a finite sequence of moves in Fig. 2.

For a transverse graph G, let S3\G denote the complement of G in S3. In this
report, we consider a transverse graph G for which the meridian of each
edge of G represents a non-trivial element in H1(S3\G;Z).
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I: ←→ ←→

II: ←→

III: ←→ ←→

IV:
...

...

←→
...

...

...

...

←→
...

...

V:
......

...

←→
......

...

←→
......

...

Figure 2. Reidemeister moves for transverse graph diagrams. Sup-
pressed orientations of the edges can be added in all compatible ways.

1.2. Definition of the rotation number for a graph diagram. For a smooth closed
oriented plane curve, the rotation number [10] or Whitney index counts the total number
of turns when traveling along the curve. Among many studies, there is a formula which
calculates it using information of the regions and the double points of the plane curve.
See Theorem 1.3. This formula seems to have been first proposed by Viro [5], and is
recently reproved by Wesenberg [9]. Motivated by this formula, we propose a definition
of the rotation number for a diagram of a transverse graph.

Let G be a transverse graph in S3. The first homology group H1(S3\G;Z) has a
presentation as follows.

(i) generators To each edge or loop e of G, we assign a generator, which is the
homology class of the oriented meridian of e. We call this element the color of
e.

(ii) relators For any two generators s and t we have a relator ts = st. To each
vertex v of G, we assign a relator as follows. Suppose the generators corre-
sponding to the incoming (resp. outgoing) edges of v are s1, s2, · · · , sk (resp.
t1, t2, · · · , tl). Then we have a relator s1s2 · · · sk = t1t2 · · · tl.

Consider a connected diagram D of a transverse graph. To each connected component
r of R2\D, which we call a regular region, we define the color c(r) as follows:

(i) The color of the unique unbounded region is set to be 1 ∈ H1(S3\G;Z).
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(ii) The colors of the other regions are inductively determined by the rule as exhib-
ited below: when an edge e points upward and its right-hand side region has
color x ∈ H1(S3\G;Z), then the color of its left-hand side region is x ·me, where
me is the homology class of the meridian of e.

e

xx ·me

Figure 3. The colors of the two regions adjacent to an edge.

For each vertex v of D, we define its color c(v) as follows. Suppose the incoming (resp.
outgoing) edges around v are s1, s2, · · · , sk (resp. t1, t2, · · · , tl), as illustrated in Fig4.
Then let xi (resp. yj) be the color of the region adjacent to si and si+1 (resp. tj and
tj+1) for 1 ≤ i ≤ k − 1 (resp. 1 ≤ j ≤ l − 1). If k = 1 or l = 1, there is no xi or yj to
define. Let

c(v) =
k−1
∏

i=1

x
1/2
i

l−1
∏

j=1

y
1/2
i .

Namely we consider all the regions around v except the two which encounter Lv.

s1s2

tl

sk

t1 t2

......

......

Figure 4. A vertex.

For each double point v of D, we regard it as a vertex with indegree 2 and outdegree
2, and define its color as above. Namely

c(v) = x1/2y1/2,

where x is the color of its south corner and y is the color of its north corner.

Lemma 1.2. Let V be the set of vertices of D, and X(D) be the set of double points of

D. After taking the product,
∏

v∈V ∪X(D)

c(v) becomes an element of H1(S3\G;Z).

Proof. Omitted. !

Theorem 1.3 (Viro, Wesenberg). Let D be an oriented plane curve on R2. Then the
rotation number w(D) of D can be calculated as

tw(D) =
∏

r

c(r)[
∏

v

c(v)]−1,
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t s

ts 1
s−1t

ts−1

Figure 5. A diagram of a trivalent graph.

where r runs through all the component of R2\D and v runs through all double points of
D.

Now we extend the formula above to a transverse graph diagram.

Definition 1.4. Let D be a connected diagram of a transverse graph. We define the
rotation number of D to be

Rot(D) =
∏

r∈F (D)

c(r)[
∏

v∈V ∪X(D)

c(v)]−1,

where F (D) is the set of regular regions of D. For a disconnected diagram, its rotation
number is defined to be the product of those of its connected components.

Example 1.5. The rotation number of the diagram D if Fig 5 is calculated as follows.
A word with underline indicates the color of the corresponding region. There are four
regular regions, two vertices and one crossing. We have

∏

r∈F (D)

c(r) = t ·s−1 ·ts−1 = t2s−2,

and
∏

v∈V ∪X(D)

c(v)2 = (ts−1)(ts−1) = t2s−2. As a result,

Rot(D) = t2s−2(ts−1)−1 = ts−1.

1.3. Properties. We discuss some properties of Rot(D).

Proposition 1.6. Under the given colors, we have the following relations.

(i) Rot

















s1s2

tl

sk

t1 t2

......

......

















= Rot



















s1s2

tl

sk

t1 t2

......

......


















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(ii) Rot















tlt1 t2

t1t2 · · · tl

......















= Rot

















tlt1 t2

t1t2 · · · tl

......

















(iii) Rot















s1s2 sk

s1s2 · · · sk

......















= Rot















s1s2 sk

s1s2 · · · sk

......















(iv) Rot









t

t

ts s









= s−1 Rot









t









,Rot









t

t

tss









= s Rot









t









.

(v) Rot















ts

ts

t s















= Rot






ts







(vi) Rot

















t s

t s

ts

















= Rot











t s










(vii) Rot

















tr−1 sr

t s

r

















= Rot

















tr−1 sr

t s

r−1

















= Rot

















tr−1sr

t s

















Proof. Obvious from the definition. !

Proposition 1.7. The rotation number of a diagram does not change under moves II∼V
in Fig. 2 and its change under move I is as follows.






t





=







t





= t







t





,







t





=







t





= t−1







t





.

Proof. Omitted. !
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Remark 1.8. Two graph diagrams are called regularly homotopic if they are connected
by a finite sequence of moves of II, III and IV. Prop. 1.7 tells us that the rotation number
Rot(D) is a regular homotopy invariant for a transverse graph. Nikkuni [3] showed that
the Wu invariant [8, 7] is a complete regular homotopy invariant for graphs. We expect
to clarify the relationship between Wu invariant and Rot(D) in a near future.

2. A multi-variable Alexander polynomial

2.1. Kauffman state. We recall the definition of Kauffman state that we introduced
in [1, Definition 2.4]. Suppose D is a connected diagram of a transverse graph. We can
obtain a decorated diagram (D, δ) by putting a base point δ on an edge of D and drawing
a circle around each vertex of D. Then we define

(i) Cr(D): denotes the set of crossings, including the types !!"# and $$#" which are

the double points of the diagram and the type !

%
which are the intersection

points around each vertex between the incoming edges with the circle.

(ii) Re(D): denotes the set of regions, including the regular regions of R2 sepa-
rated by D and the circle regions around the vertices. Marked regions are the
regions adjacent to the base point δ, and the others are called unmarked regions.

(iii) Corners: For a crossing of type !!"# or $$#" , there are four corners around it, and
we call them the north, south, west, and east corners of the crossing. Around a
crossing of type !

%
there are three corners, and we call the one inside the circle

region the north corner, the one on the left of the crossing the west corner and
the one on the right the east corner. Note also that every corner belongs to a
unique region in Re(D).

i
N

S
EW

W E
N

Fig 6 is an example of decorated diagram. Note that each meridian is nontrivial,
there are exactly two regions Ru and Rv adjacent to δ. Under the assumption that D is
connected, we have |Re(D)| = |Cr(D)|+ 2. A Kauffman state, or simply, a state for a
decorated diagram (D, δ) is a bijective map

s : Cr(D)→ Re(D)\{Ru, Rv},

which sends a crossing in Cr(D) to one of its corners. Let S(D, δ) denote the set of all
states.
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∗ δ

"" •

•

•

•

Figure 6. There are four regular regions, two circle regions, one crossing
of type $$#" , three crossings of type !

%
. A Kauffman state associated to

(D, δ) is marked out by •’s .

2.2. Kauffman state sum. The aim here is to define a value 〈D〉, which is the multi-
variable version of the Kauffman state sum that we defined in [1].

Definition 2.1. Suppose δ is on an edge with color t, and the colors of the marked
regions are x and xt respectively. Define

|δ| = x− xt.

Note that all edges have non-trivial colors, we have |δ| *= 0 ∈ ZH1(S3\G;Z).

Definition 2.2. Choose a base point δ on an edge. Suppose (D, δ) is a connected deco-
rated diagram withN crossings C1, C2, · · · , CN in Cr(D) andN+2 regionsR1, R2, · · · , RN+2

in Re(D).

(i) Define the local contributions M$

Cp
and A$

Cp
associated to each corner + around

the crossing Cp as in Fig. 7.

−1

1
11

−1

1
11

1 1
1

t
t−1

1
1t−1

t
t

1
t1

t−1/2 t1/2

t−1/2 − t1/2

t

Figure 7. The local contributions M$

Cp
(top) and A$

Cp
(bottom). Here t

indicates the color of the nearby edge.

(ii) For each state s ∈ S(D, δ), let

M(s) :=
N
∏

p=1

M
s(Cp)
Cp

,
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A(s) :=
N
∏

p=1

A
s(Cp)
Cp

.

(iii) The state sum is defined as

(1) 〈D〉 := |δ|−1
∑

s∈S(D,δ)

M(s) · A(s).

For all the cases that S(D, δ) = ∅ or D is disconnected, we let 〈D〉 = 0.

For an MOY graph (G, c), there is a homormorphism φc : H1(S3\G)→ Z that assigns
the oriented meridian of an edge e to c(e). The state sum 〈D, c〉 defined in [1, Definition
2.11] can be obtained from 〈D〉 by replacing each element in H1(S3\G) with its image
under φc. In particular 〈D, c〉 *= 0 implies that 〈D〉 *= 0.

Proposition 2.3. The state sum 〈D〉 does not depend on the choice of the base point δ.

Proof. Omitted. !

Proposition 2.4. The state sum 〈D〉 is invariant under the Reidemeister moves (II) –
(V) in Fig. 2, and its variations under Reidemeister move (I) are given as below.

t

〈 t 〉

=

〈 t 〉

=

〈 t 〉

= t−1

〈 t 〉

=

〈 t 〉

.

Proof. Omitted. !

2.3. A multi-variable Alexander polynomial. In this part, we present a way of
normalizing the state sum so that it becomes an invariant for framed transverse graphs.
This work is a generalization of [1, Section 3.2].

Let G be a transverse graph. Recall that a framing of G is an embedded compact
surface F ⊂ S3 in which G is sitting as a deformation retract. A framed graph is a graph
equipped with a framing. More precisely, each vertex of G is replaced by a disk in F
where the vertex is the center of the disk, and each edge of G is replaced by a strip
[0, 1] × [0, 1] where [0, 1] × {0, 1} is attached to the boundaries of its adjacent vertex
disks and the edge is {1

2} × [0, 1]. It is obvious to see that a framed transverse graph
is equivalent with a ribbon graph defined in [4], where a vertex is replaced by a coupon
while an edge is replaced by an annulus.

Each graph diagram of G in R2 has a blackboard framing, whose projection in R2 is the
tubular neighborhood of the graph diagram in R2. Hereafter, a framed transverse graph
will be represented by graph diagrams with blackboard framing. For framed transverse
graphs, we have the following result.

Lemma 2.5. Any two graph diagrams for a framed transverse graph can be connected
by a sequence of Reidemeister moves in Fig. 8.

Starting from a framed graph diagram, we hope to construct an appropriate factor that
cancels the change of the state sum coming from Reidemeister move (I) in Proposition
2.4 while keeping invariant under the other types of Reidemeister moves.
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I’: ←→ ←→

II: ←→

III: ←→ ←→

IV:
...

...

←→
...

...

...

...

←→
...

...

Figure 8. Reidemeister moves for framed transverse graph diagrams (rib-
bon graphs).

From now on, we use the blackboard-bold letters G and D to denote a framed trivalent
graph and diagram, respectively.

Definition 2.6. For a framed transverse graph diagram D, define the normalized Alexan-
der polynomial by

(2) ∆D := Rot(D)1/2 · 〈D〉.

Theorem 2.7. ∆D is a topological invariant of the framed transverse graph G.

Proof. Since both 〈D〉 and Rot(D) are invariant under Reidemeister moves (II, III, IV ),
it is enough to study their behavior under move (I ′). Suppose the graph on the left hand
side of (I ′) is D1 and the right one is D2. Then by proposition 2.4 〈D1〉 = t−1〈D2〉, where t
is the color of the corresponding edge. By Proposition 1.7 we have Rot(D1) = t2Rot(D2).
Therefore ∆D1

= ∆D2
under move (I ′). !

3. Future studies

There are several questions whose answers remain open to us.

(i) For a graph diagram D of a transverse graph, what is the relation of Rot(D)
and Wu invariant?

(ii) Is Rot(D) a complete regular homotopy invariant for transverse graphs?
(iii) For a framed trivalent graph without sink or source, what is the relation of ∆D

and Viro’s gl(1|1)-Alexander polynomial defined in [6]?
(iv) How to extend the definition of Rot(D) or even∆D to a graph with sources/sinks?
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A bracket polynomial for the Alexander–Conway

polynomial

石井 敦（筑波大学数理物質系）

概要
アレクサンダー多項式とジョーンズ多項式はどちらもよく知られた多項式不変量

であり、スケイン関係式を用いて簡単に計算して値を求めることができる。ジョー
ンズ多項式の不変性は、カウフマンブラケットを用いることで初等的に与えること
ができる。本稿では、アレクサンダー多項式に対しても、初等的に不変性を与えるブ
ラケット多項式を導入する。

1 ブラケット多項式
図 1の左の絵にあるような、n個の上端点と n個の下端点を持つタングルを (n, n)-タ
ングルといい、本稿では、端点で上から下に向かう向きを持っているとする。(n, n)-タン
グルを平行なひもによって閉じることで、タングル T の閉包 T̂ が得られる。タングル T

のダイアグラムが D であった場合、これに平行なひもを加えることで得られるダイアグ
ラムを D̂で表す。このとき、D̂は T̂ のダイアグラムになる。タングルはその端点に 1価
頂点を持つが、本稿では、(n, n)-タングルはその内部に、1価または 3頂点で入次数 1の
頂点を持ってもよいものとする。(n, n)-タングルはその内部に頂点を持たないとき、古典
的であるという。

定義 1.1. 向き付けられた 1, 3価 (n, n)-タングルダイアグラムDに対して、⟨D⟩ ∈ Z[t±1]

を次で定義する。

•
〈 〉

= −t−1

〈 〉
+

〈 〉
+ t−1

〈 〉
•
〈 〉

= −t
〈 〉

+ t

〈 〉
+

〈 〉
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T

n︷ ︸︸ ︷

︸ ︷︷ ︸
n

(n, n)-タングル

→ T

T̂

図 1

• 交点を持たないダイアグラム D に対して

⟨D⟩ =

{
1 D はループを含まない
0 D はループを含む

次に、定義 1.1 の ⟨D⟩ を状態和公式で与える。これは、⟨D⟩ の well-definedness を与
える。ダイアグラム D の交点の集合を C(D)とする。また、交点 χの符号を sgn(χ)で
表す。向き付けられた 1, 3価 (n, n)-タングルダイアグラム D の状態 σ とは、0, 1,−1の
各交点への割り当て、つまり、C(D)から {0, 1,−1}への写像のことである。ただし、割
り当てられた 0, 1,−1は次のタングルに対応し、この対応によってダイアグラム D のす
べての交点を置き換えて得られるダイアグラムを Dσ で表す。

, →

0

,

1

,

−1

.

状態 σ に対して、交点 χの重み wt(χ;σ)を次で定義する。

wt(χ;σ) =


1 σ(χ) = sgn(χ)のとき
t− sgn(χ) σ(χ) = − sgn(χ)のとき
−t− sgn(χ) σ(χ) = 0のとき

⟨D⟩の状態和公式は次で与えられる。

⟨D⟩ =
∑

σ: D の状態

∏
χ∈C(D)

wt(χ;σ)δ(Dσ), (1)

ここで、δ(Dσ) ∈ {0, 1}は次で与えられる。

δ(Dσ) =

{
1 Dσ はループを含まない
0 Dσ はループを含む
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状態和公式 (1)を用いることで次の補題が得られる。

補題 1.2. 次の関係式が成り立つ。

•
〈 〉

=

〈 〉
=

〈 〉
•

〈 〉
=

〈 〉

•
〈 〉

=

〈 〉
= 0

•
〈 〉

=

〈 〉
= 0

•
〈 〉

+

〈 〉
=

〈 〉
+

〈 〉
Proof. これらの関係式が交点のないダイアグラムに対して成り立てば、状態和公式 (1)

から、一般のダイアグラムに対しても、これらの関係式が成り立つことが分かる。交点の
ないダイアグラムに対しては、ループの有無に着目することで、これらの関係式が得られ
る。特に、最後の関係式は、タングルの外側での端点のつながり方に着目することで得ら
れる。

補題 1.3. 次の関係式が成り立つ。

(1)

〈 〉
=

〈 〉
(2)

〈 〉
= t−1

〈 〉
+ (1− t−1)

〈 〉
(3)

〈 〉
= t

〈 〉
+ (1− t)

〈 〉
(4)

〈 〉
=

〈 〉
Proof. 補題 1.2より次が成り立つ。

(1)

〈 〉
= −t−1

〈 〉
+

〈 〉
+ t−1

〈 〉
=

〈 〉
.

(2)

〈 〉
= −t−1

〈 〉
+

〈 〉
+ t−1

〈 〉
= t−1

〈 〉
+ (1− t−1)

〈 〉
.
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(3)

〈 〉
= −t

〈 〉
+ t

〈 〉
+

〈 〉
= t

〈 〉
+ (1− t)

〈 〉
.

(4)

〈 〉
= −t

〈 〉
+ t

〈 〉
+

〈 〉
=

〈 〉
.

補題 1.4. 次の関係式が成り立つ。

(1)

〈 〉
=

〈 〉
=

〈 〉

(2) t−1

〈 〉
=

〈 〉
=

〈 〉

(3)

〈 〉
=

〈 〉
= t

〈 〉

Proof. (1) 補題 1.2より次が成り立つ。

〈 〉
= −t−1

〈 〉
+

〈 〉
+ t−1

〈 〉
=

〈 〉
,

〈 〉
= −t

〈 〉
+ t

〈 〉
+

〈 〉
=

〈 〉
.

(2) 補題 1.2より次が成り立つ。

〈 〉
= −t

〈 〉
+ t

〈 〉
+

〈 〉
= t

〈 〉
,

〈 〉
= −t−1

〈 〉
+

〈 〉
+ t−1

〈 〉
=

〈 〉
.

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

240



(3) 補題 1.2より次が成り立つ。

〈 〉
= −t

〈 〉
+ t

〈 〉
+

〈 〉
=

〈 〉
,

〈 〉
= −t−1

〈 〉
+

〈 〉
+ t−1

〈 〉
= t−1

〈 〉
.

補題 1.5. 次の関係式が成り立つ。

〈 〉
=

〈 〉
.

Proof. 補題 1.2と補題 1.4より次が成り立つ。

〈 〉
= −t−1

〈 〉
+

〈 〉
+ t−1

〈 〉

= −t−1

〈 〉
+

〈 〉
+ t−1

〈 〉
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= −t−1

〈 〉
− t−1

〈 〉
+

〈 〉

+ t−1

〈 〉
+ t−1

〈 〉

= −t−1

〈 〉
+

〈 〉
+ t−1

〈 〉

=

〈 〉
.

命題 1.6. 次の関係式が成り立つ。

(1) t

〈 〉
=

〈 〉
=

〈 〉

(2) t−1

〈 〉
=

〈 〉
=

〈 〉

(3)

〈 〉
=

〈 〉
=

〈 〉

(4)

〈 〉
=

〈 〉
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(5)

〈 〉
=

〈 〉

Proof. 補題 1.2より次が成り立つ。

(1)

〈 〉
= −t−1

〈 〉
+

〈 〉
+ t−1

〈 〉
= t−1

〈 〉
,

〈 〉
= −t

〈 〉
+ t

〈 〉
+

〈 〉
=

〈 〉
.

(2)

〈 〉
= −t

〈 〉
+ t

〈 〉
+

〈 〉
= t

〈 〉
,

〈 〉
= −t−1

〈 〉
+

〈 〉
+ t−1

〈 〉
=

〈 〉
.

補題 1.2, 補題 1.3, 補題 1.4より次が成り立つ。

(3)

〈 〉
= −t−1

〈 〉
+

〈 〉
+ t−1

〈 〉
=

〈 〉
,

〈 〉
= −t

〈 〉
+ t

〈 〉
+

〈 〉
=

〈 〉
.

(4)

〈 〉
= −t−1

〈 〉
+

〈 〉
+ t−1

〈 〉

= −
〈 〉

+

〈 〉
+

〈 〉
=

〈 〉
.
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補題 1.3と補題 1.5より次が成り立つ。

(5)

〈 〉
= −t−1

〈 〉
+

〈 〉
+t−1

〈 〉

= −t−1

〈 〉
+

〈 〉
+t−1

〈 〉

=

〈 〉
.

2 アレクサンダー・コンウェイ多項式
命題 2.1. (1) 次の関係式が成り立つ。

t1/2
〈 〉

− t−1/2

〈 〉
= (t1/2 − t−1/2)

〈 〉
.

(2) 任意の向き付けられた古典的な (2, 2)-タングル T に対して、次が成り立つ。

t1/2

〈
T

〉
= t−1/2

〈
T

〉
.

Proof. (1) 次の等式の差を取ることで、等式が得られる。

t1/2
〈 〉

= −t−1/2

〈 〉
+ t1/2

〈 〉
+ t−1/2

〈 〉
,

t−1/2

〈 〉
= −t1/2

〈 〉
+ t1/2

〈 〉
+ t−1/2

〈 〉
.
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(2) (1)の等式と命題 1.6より、ある α, β ∈ Z[t±1/2]が存在して、次が成り立つ。〈
T

〉
= α

〈 〉
+ β

〈 〉
= (β − t−1α)

〈 〉
+ α

〈 〉
+ t−1α

〈 〉
.

この等式の左側と右側でタングルを閉じることで、次の等号を得る。

t1/2

〈
T

〉
= t−1/2α

〈 〉
= t−1/2

〈
T

〉
.

D を向き付けられた古典的な (n, n)-タングルのダイアグラムとする。D の回転数
rot(D) は、すべての成分で点を移動させたときの接ベクトルの角変化量の総和を 2π

で割ったものとして定義する。このとき、rot(D) = rot(D̂) − n が成り立つ。また、D
のねじれ数 wr(D) を正交点の数から負交点の数を引いた数として定義する。このとき、
wr(D) = wr(D̂)が成り立つ。

定理 2.2. D を向き付けられた古典的な (n, n)-タングル T のダイアグラムとする。この
とき、

t
rot(D)+wr(D)

2 ⟨D⟩

は T の不変量である。特に、T が (1, 1)-タングルである場合、次が成り立つ。

∆T̂ (t) = t
rot(D)+wr(D)

2 ⟨D⟩.

ここで、∆L(t)は向き付けられた絡み目 Lのアレクサンダー・コンウェイ多項式である。

Proof. 命題 1.6より
t
rot(D)+wr(D)

2 ⟨D⟩

はダイアグラム D で表される向き付けられた古典的な (n, n)-タングル T の不変量で
ある。
Lを向き付けられた絡み目とし、T を向き付けられた古典的な (1, 1)-タングルで Lを閉
包に持つものとする。D を T のダイアグラムとする。このとき、X(L)を次で定義する。

X(L) := t
rot(D)+wr(D)

2 ⟨D⟩.
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命題 2.1より、X(L)が向き付けられた古典的な (1, 1)-タングル T の選び方に依らないこ
とが分かる。また、X(L)は次のスケイン関係式をみたす。

X

( )
−X

( )
= (t1/2 − t−1/2)X

( )
.

自明な結び目に対して
∆⃝(t) = 1 = X(⃝)

が成り立つことと合わせると、次が得られる。

∆L(t) = X(L).

したがって、
∆T̂ (t) = X(T̂ ) = t

rot(D)+wr(D)
2 ⟨D⟩.

3 終わりに
講演では、本稿で紹介したブラケット多項式のねじれ版も紹介しました。これについて
は参考文献 [1]を参照ください。

参考文献
[1] A. Ishii, On bracket polynomials for Alexander type invariants, preprint.
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άϥϑθʔλ͓ΑͼͶ͡ΕΞϨΫαϯμʔଟ߲ࣜͷ͍͔ͭ͘ͷදࣔ

HIROSHI GODA AND TAKAYUKI MORIFUJI

ABSTRACT. ຊߨԋͰ͸ྻߦॏΈ෇͖άϥϑͷθʔλؔ਺ʹؔ͢Δ݁Ռͱɼ͔ͦ͜Βಘ
ΒΕΔ૒݁ۂͼ໨ͷମੵެࣜʹ͍ͭͯใ͠ࠂ·ͨ͠ɽ

1. GRAPHS

A digraph G = (V,A) is a pair of a set V and a multiset A, where A consists of ordered
pairs a = (u, v) of elements u, v ∈ V . An element of A is called a directed edge or an arc
of G. If a = (u, v) is an arc of G, then u is called the tail of a, and v the head of a, denoted

1

2

3

4v v v1 1 22 3

a

a

1

2 a

a

a

a

v1 v2G G

by t(a) and h(a) respectively. If a sequence c = (a1a2 · · · a!) satisfies h(ai) = t(ai+1) for all
i = 1, 2, . . . , !− 1, then c is called a path of G, and ! is called the length of c, denoted by |c|.
Further, if h(a!) = t(a1), c is said to be closed. Let C be the set of closed paths of G, and
C! the set of closed paths of length !. A prime closed path is a closed path which cannot be
written in the form dk for a shorter d ∈ C. We denote by P the set of prime closed paths of
G.

Let c = (a1a2 · · · a!) ∈ C. The cyclic rearrangement (a2a3 · · · a!a1), (a3a4 · · · a1a2), . . . ,
(a!a1 · · · a!−2a!−1) of c is also a closed path of lenght !. We write c ∼ d if d is a cyclic
rearrangement of c. This binary relation ∼ is an equivalence relation on C. We call it the
cyclic equivalence. Let [C] = C/ ∼ and [P ] = P/ ∼. An element of [C] ([P ] resp.) is
called a cycle (prime cycle resp.).

2. IHARA ZETA FUNCTION AND ITS EXPRESSIONS

Definition. The following formal power series

ZG(s) =
∏

γ∈[PG]

1

1− s|γ|

is called the Ihara zeta function of G, denoted by ZG(s). It is called an Euler product expres-
sion.

Example. ZG1
(s) =

1

1− s2
(a1a2) ∼ (a2a1), (a1a2a1a2) = (a1a2)2

For G2, (a2a1), (a2a1a3a4), (a2a1a3a4a3a4), (a2a1(a3a4)3), . . . , (a2a1a3a4a3a4 · · · a3a4), . . . . . . ,∞.
Thus it might be difficult to calculate ZG2

(s). However we can calculate the zeta function
using a matrix as follows.

2020 Mathematics Subject Classification. Primary 57K14; Secondary 05C50, 57K10, 57K32.
1
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1

2

3

4v v v1 1 22 3

a

a

1

2 a

a

a

a

v1 v2G G

Definition. Let us consider the map

θ : A× A −→ {0, 1} : (a, a′) '→ δh(a)t(a′).

Then we have the edge matrix of GMG(θ) = (θ(a, a′))a,a′∈A.

Theorem [Hashimoto].
ZG(s) =

1

det(I − sMG(θ))
.

This expression is called Hashimoto expression.

Example.

1

2

3

4v v v1 22 3
a

a

a

a

G

0  1  1  0
1  0  0  0
0  0  0  1
0  1  1  0

M
2G

ZG2
(s) =

1

1− 2s2
.

Definition. N!: the number of closed paths (not necessaily cycles, not necessarily prime) of
length ! in G.

Theorem.

ZG(s) = exp

(

∑

!≥1

N!

!
s!
)

.

This expression is called the exponential expression.

Example.

1

2

3

4v v v1 1 22 3

a

a

1

2 a

a

a

a

v1 v2G G

logZG1
(s) = log

1

1− s2
= s2 +

s4

2
+

s6

3
+

s8

4
+

s10

5
+ · · ·

N1 = 0, N2 = 2, N3 = 0, N4 = 2, N6 = 2, N8 = 2, N10 = 2, · · ·
N2 : (a1a2), (a2a1), N4 : (a1a2)

2, (a2a1)
2, N4 : (a1a2)

3, (a2a1)
3.

1

2

3

4v v v1 1 22 3

a

a

1

2 a

a

a

a

v1 v2G G
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logZG2
(s) = log

1

1− 2s2
= 2s2 + 2s4 +

8s6

3
+ 4s8 +

32s10

5
+ · · ·

N1 = 0, N2 = 4, N3 = 0, N4 = 8, N6 = 16, N8 = 32, · · ·
N2 : (a1a2), (a2a1), (a3a4), (a4a3),

N4 : (a1a2)2, (a2a1)2, (a3a4)2, (a4a3)2, (a1a3a4a2), (a3a4a2a1), (a4a2a1a3), (a2a1a3a4)

3. WEIGHTED ZETA FUNCTIONS

Let G = (V,A) be a digraph, and R a commutative Q-algebra. The map ω : A → R is
called a weight, and (G,ω) is called a weighted digraph.

Example. (G1,ω1) : ω1(a1) = t, ω1(a2) = 1− t.
(G2,ω2) : ω2(a1) = t, ω2(a2) = 1− t−1, ω2(a3) = t−1, ω2(a4) = 1− t.

1

2

3

4v v v

1

1 22 3

a

a

1

2

a

a

a

a

v1 v2 G

G

v1 v2

v v v1 2 3

t

1- t

t t

1- t1- t

-1

-1

Definition. The matrix AG is called a weighted adjacency matrix of (G,ω) if AG = (auv)u,v∈V ,

(Auv is the set of arcs from u to v) , where auv =

{

∑

a∈Auv
ω(a) if a = (u, v) ∈ Auv

0 if a = (u, v) /∈ Auv

Example.

v1 v2

t

1- t
  0    t  
1-t   0  

A
1G 1G

v v v1 2 3

t t

1- t1- t

-1

-1

  0        t     0  
1-t      0     t  
  0      1-t    0  

A 2G
-1    -1 2G

The same thing as in §2 applies to weighted case ! i.e., We may consider the weighted
zeta function ZG(s;ω).

ZG(s;ω) =
1

det(I − sAG(ω))
=

1

det(I − sMG(ω))
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= exp

(

∑

!≥1

N!(ω)

!
s!
)

.

Example. ZG1
(s;ω1) =

1

det(I − sAG1
(ω1))

=
1

1 + (−t+ t2) s2
,

v1 v2

t

1- t 1G
v v v1 2 3

t t

1- t1- t

-1

-1
2G

ZG2
(s;ω2) =

1

det(I − sAG2
(ω2))

=
1

1 +
(

2− t− 1
t

)

s2

Moreover, we can have the same result as in the ‘matrix weight’ case. Let :

Θ : A× A → Mat(R) : (a, a′) '→ δh(a)t(a′)Ω(a
′).

The edge matrix MG(Ω) whose (a, a′)-entry is the block matrix Ω(a′) for a′ = (v′i, v
′
j), and

the adjacency matrix is :

AG(Ω) =

(

∑

a∈Auv

Ω(a)

)

u,v∈V

Example.

1

2

3

4v v v1 22 3
a

a

a

a

G v v v1 2 3

Ω( 1a )

Ω( )Ω( )

Ω( 1a ) Ω( )

Ω( )Ω(2a

3a

4a

MG2
(Ω) =









O Ω(a2) Ω(a3) O
Ω(a1) O O O
O O O Ω(a4)
O Ω(a2) Ω(a3) O









, AG2
(Ω) =





O Ω(a1) O
Ω(a2) O Ω(a3)
O Ω(a4) O



 .

Definition. Set :
N!(Ω) =

∑

c∈C!

trΩ(c).

Theorem ([1], [4]).

ZG(s;Ω) =
∏

γ∈[PG]

1

det(I − s|γ|Ω(γ))
=

1

det(I − sMG(Ω))

=
1

det(I − sAG(Ω))
= exp

(

∑

!≥1

N!(Ω)

!
s!
)
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4. THE KNOT GRAPH AND THE VOLUME OF A HYPERBOLIC KNOT

Let GK = (V,A) be a knot graph of a knot K. For the detail of the knot graph, see [2].
We define the Alexander weight as follows:

Definition. Let ω : A → R = Q[t±1] be

ω(a) = ω(vi, vj) =

{

tsign(vi) if a = (vi, vi+1)

1− tsign(vi) if a = (vi, vj).

Then we call the map ω the Alexander weight. See the next figure.

t 1-t t -11-t-1

+ -

vv

v

v v

vii

i+1 i+1j j

Example. The knot graph for the trefoil is G1 and it for the figure eight knot is G2. Suppose
ω is the Alexander weight.

v1 v2

t

1- t 1G

v v v1 2 3

t t

1- t1- t

-1

-1
2G

k

k
k

1

2
3

*

*k1

k3
k2

k4

-

+ +

+ +

Then we have :

ZG1
(s;ω) =

1

det(I − sAG1
(ω1))

=
1

1 + (−t+ t2) s2
, ZG1

(1;ω) =
1

1− t+ t2
.

ZG2
(s;ω) =

1

det(I − sAG2
(ω2))

=
1

1 +
(

2− t− 1
t

)

s2
, ZG2

(1;ω) =
1

−t+ 3− 1
t

.

Similarly, we have the twisted Alexander polynomial using the matrix weighted zeta func-
tion !.

Definition.

∆K,ρ(t) =
det
(

Φ
(

∂ri
∂xj

))

1≤i,j≤m−1

detΦ(xm − 1)

(

=:
∆1

K,ρ(t)

detΦ(xm − 1)

)

.

Theorem ([4]). Let GK be the knot graph for a knot K, and suppose that Ω is the twisted
Alexander weight for GK . Then

1

∆1
K,ρ(t)

= ZGK (1;Ω) =
∏

γ∈[PGK
]

1

det(I − Ω(γ))
=

1

det(I −MGK (Ω))
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=
1

det(I − AGK (Ω))
= exp

(

∑

!≥1

N!(Ω)

!

)

Let Ωn be the twisted Alexander weight for the knot graph GK of a hyperbolic knot K,
which corresponds to the lift of the holonomy representation ρn : π1(EK) → SL(n;C).
Further, we set qk(t) = tr (AGK (Ωn))k ∈ C[t±1] (k = 1, 2, . . . , d) and

(q(t) =
(

− q1(t),−1!q2(t),−2!q3(t), . . . ,−(d− 1)!qd(t)
)

.

By using above expressions, we have:

Theorem ([4]). Let K be a hyperbolic knot, and let ζ( (= 1) ∈ S1.

Vol(S3 \K) = 4π lim
n→∞

1

n2
log

∣

∣

∣

∣

∣

mn
∑

k=0

Bk((q(ζ))

k!

∣

∣

∣

∣

∣

,

where Bk is the Bell polynomial and m is the number of vertices in the knot graph GK .

Remark. In the previous work [3], we have obtained a similar formula for a fibered hyper-
bolic knot.
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バンド手術による絡み目解消経路の特徴付け
お茶の水女子大学大学院人間文化創成科学研究科　清水 日菜乃

1 アブストラクト
今回は、平行に向き付けられたトーラス絡み目 T (2, 6)がバンド手術によって解かれる経路を特徴付ける。
この研究は [10, 11]で行われた研究を拡張するものである。
DNAの部位特異的組換え (site-specific recombination)は、向き付けられた結び目・絡み目の向きを保つ
バンド手術を用いてモデル化される。[1]において、平行に向き付けられたトーラス絡み目 T (2, 2n)が部位
特異的組換えにより段階的に解かれる様子が観察されている。[10, 11]において、その様子が結び目理論を
用いて解明されている。[10, 11]では、DNAの組換えを扱う観点から途中に現れるものは結び目または 2

成分絡み目に限るという制約のもとその特徴付けが行われてきた。DNA組換えとバンド手術に関する論文
は、[2]などがある。
一方、[5]において、渦で作られた 31結び目が繋ぎ換え (reconnection)により解かれる様子が観察されて
いる。繋ぎ換えも組換えと同様に、向きを保つバンド手術を用いてモデル化されるため、[10, 11]の結果が
渦結び目・絡み目の研究 [6, 12, 13]に応用されている。渦の繋ぎ換えでは成分数に関する制約を外すことが
自然となったため、成分に関する制約を外した上で絡み目が解かれる様子の特徴付けを行うのが今回の研
究である。

2 研究の背景
2.1 DNAの組換えによる絡み目解消
DNA の部位特異的組換えは、バンド手術でモデル化されることが知られている。

⇒ ⇒

基質 組換え 生成物
D.W.Sumners, Notices of AMS, 42 (1995)

部位特異的組換えは、特定の部位 (塩基配列) の箇所のみ起こる組換えである。
Grainge et al. (EMBO J. 2007) は XerCD-dif-FtsK は細胞内で得られた DNA 絡み目 (RH 2m-cat (torus

link T (2, 2m))) で平行な部位を持つものを、何回かの組換えで解くことを示した。部位の塩基配列を用い
て、DNA 絡み目には自然に向きを入れることが出来るため、向きのついた絡み目に対するバンド手術で部
位特異的組み換えをモデル化することができる。この実験では組換えが起こる部位 (dif) が 2 つしかない
ため、絡み目が解かれる過程で現れる成分数は 1 か 2 である。
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定義 2.1 (向きを保つバンド手術). Lを S3の絡み目とする。b : [0, 1]× [0, 1]→ S3を埋め込みで、b−1(L) =

[0, 1]×{0, 1}を満たすものとする。このとき、Lbを Lから b([0, 1]×{0, 1})を取り除き b({0, 1}× [0, 1])に
変えて得られる絡み目とする。この操作をバンド手術という。バンド b([0, 1] × [0, 1])以外の部分の向きが
一致するとき、向きを保つバンド手術という。

図 1: バンド手術

[10, 11]では、平行な向きを持つ 621 が最短経路で自明な結び目に解かれる様子の特徴付けが行われてい
る。[10]では、絡み目の交点数が各ステップで下がる場合はただ一つの経路であることが証明されている。
[11]では、絡み目の交点数が各ステップで絡み目の交点数が上がらない場合は 9通りの経路があることが証
明されている。この論文では、DNAの組み換えの様子をモデル化しているため、経路に現れるものは結び
目または成分数が 2の絡み目となることが仮定されている。

定理 2.2. [10] 経路に現れる絡み目の成分数が 2以下であり、各ステップで絡み目の交点数が下がると仮定
したとき、平行な向きを持つ 621 が自明な結び目に解かれる最短経路は図 2にある唯一つである。

図 2: 定理 2.2の結果
Shimokawa,K., Ishihara, K., Grainge, I., Sherratt, DJ., Proc Natl Acad Sci U S A. (2013) Dec 24;110(52):20906-11

定理 2.3. [11] 経路に現れる絡み目の成分数が 2以下であり、各ステップで絡み目の交点数が上がらないと
仮定したとき、平行な向きを持つ 621 が自明な結び目に解かれる最短経路は図 3にある 9通りである。

3 渦結び目・絡み目
渦の 31 が時間経過で 021 に解ける様子を観察する実験が行われている。

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

254



6

5

4

3

2

0

-5 -4 -3 -2 -1 0
-4 -3 -2 -1 0 1

図 3: 定理 2.3の結果
Stolz, R., Yoshida, M., Brasher, R. et al., Pathways of DNA unlinking: A story of stepwise simplification. Sci Rep 7, 12420
(2017)

“Creation and dynamics of knotted vortices”,

D. Kleckner and W.T.M. Irvine, Nature Physics 9, 253-258 (2013)

渦結び目は繋ぎ換えによって自明な絡み目に解かれる。

渦にも自然に向きが入り、渦の繋ぎ換えも向きを保つバンド手術によってモデル化される。
渦絡み目についても、平行な向きを持つ T (2, 6)から繋ぎ換えにより自明な結び目が得られる様子のシ
ミュレーション等を用いた研究が [7]などで行われている。渦の絡み目の場合には、成分数に関する制限が
無くなる。
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先行研究で分かっている
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今回分かった経路

図 4: 主定理の図。左から符号数が −5,−4,−3,−2,−1, 0である。

今回は、成分数に関する仮定をなくした上で、平行な向きを持つ 621が最短経路で自明な結び目に解かれ
る様子を特徴付ける。ここでは、各ステップで交点数は増加しないと仮定する。定理 3.1がこの論文の主定
理である。

定理 3.1. 平行な向きを持つ 621が自明な結び目に解かれる、仮定を満たす最短経路は図 4にある 41通りで
ある。

4 主定理の証明の準備
この章では主定理の証明に用いる補題を準備する。なお、講演では経路に非分離絡み目は現れないと仮定
していたが、補題 4.1によって経路に非分離絡み目は現れないことがわかった。これによって、さらに明確
に経路を特徴付けることができた。

補題 4.1. [8] L と Lb を向き付けられた絡み目とする。Lb が L から向きを保つバンド手術で得られると
き、次が成り立つ：

|σ(L)− σ(Lb)|+ |n(L)− n(Lb)| = 1

ただし σ(L)は Lの符号数、n(L)は Lの退化次数である。

命題 4.2. 621 が 01 に解かれる最短経路において、現れる絡み目の符号数は－ 5,－ 4,－ 3,－ 2,－ 1, 0で
ある。

補題 4.3. 向きを保つバンド手術は絡み目の成分数を 1変化させる。

補題 4.4. 経路に現れる絡み目の成分数は 4以下である。

証明. σ(621) = −5, σ(01) = 0だから、命題 4.1より、621 の絡み目解消の最短経路で現れる絡み目の符号数
はそれぞれ −5,−4,−3,−2,−1, 0である。また、命題 4.3より、621 の絡み目解消の最短経路で現れる絡み
目の成分数は 2, 1, 2, 1, 2, 1か 2, 1, 2, 3, 2, 1か 2, 3, 2, 1, 2, 1か 2, 3, 4, 3, 2, 1のいずれかである。
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補題 4.5. Lが分離絡み目のとき、n(L) ̸= 0である。

証明. L の分離した成分にそれぞれ連結なザイフェルト曲面を張り、それらをチューブで繋ぎ合わせる。そ
の時、チューブの中心線に対応する S の 1 次元 ホモロジー H1(S) の生成元 aで、絡み数 lk(a, a+)が 0 の
ものが 1 つ増え、A の対角成分に 0 が現れる。これは、Aの固有値 0に対応し、 n(L) ̸= 0 となる。

補題 4.6. 経路に分離絡み目は現れない。

証明. 定理より |σ(L) − σ(Lb)| + |n(L) − n(Lb)| = 1であり、最短経路だと |n(L) − n(Lb)| = 0となる。
n(621) = 0だから、経路に現れる絡み目はすべて退化次数が 0である。よって経路に分離絡み目は現れな
い。

補題 4.7. Lを成分数が 4以下で、交点数が 6以下の非分離絡み目とする。このとき、以下が成り立つ。

1. σ(L) = −5かつ成分数が偶数であることの必要十分条件は、L = 621 である。

2. σ(L) = −4かつ成分数が奇数であることの必要十分条件は、L = 51, 31#31, 2
2
1#421または 633である。

3. σ(L) = −3かつ成分数が偶数であることの必要十分条件は、L = 421, 6
2
2, 6

2
3, 31#221, (2

2
1#221#221)

c また
は (221#221#221)

t である。

4. σ(L) = −2かつ成分数が奇数であることの必要十分条件は、L = 31, 52, 62, 6
3′

1 , 6
3∗
1 , 4

2
1#22

′

1 , 4
2∗′

1 #221

または 221#221 である。

5. σ(L) = −1かつ成分数が偶数であることの必要十分条件は、L = 62∗
′

1 , 62∗
′

3 , 521, 4
2∗′

1 , 221 または 31#221
′

である。

6. σ(L) = 0かつ成分数が奇数であることの必要十分条件は、L = 01, 41, 61, 6
∗
1, 63, 2

2
1#221

′または 31#3∗1

である。

補題 4.8. [4] L を (c+ 1) 成分の絡み目とする。Lb が L から向きを保つバンド手術で得られる c 成分の
絡み目とする。このとき、以下が成り立つ：

V (L;ω) = ηiV (Lb;ω) = ±ic(i
√
3)δ, η = ±1

ならば、
icV (L;−1) ≡ ηic−1V (Lb;−1) (mod 3δ+1)

が成り立つ。特に、
V (L;ω)

V (Lb;ω)
∈ {±i,−

√
3
±1
}

が成り立つ。

補題 4.9. [3] Q(L;x) を L の Q多項式とする。また、ρ(L) = Q(L; (
√
5− 1)/2) とする。Lb が L から向

きを保つバンド手術で得られるとき、次が成り立つ：
ρ(L)

ρ(Lb)
∈ {±1,

√
5
±1
}.

補題 4.10. [3] L = K1 ∪K2 とする。もし lk(K1,K2) が偶数のとき、Lb が L から向きを保つバンド手術
で得られるとすると、

Arf(L) = Arf(Lb)

が成り立つ。
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図 5: 今回は、図のような向き付けられた結び目・絡み目の表記を用いる。表記は、[10, 11]に合わせてい
るため、[9]とは異なるものがある。

補題 4.11. [K.Ishihara (private communication)] L = K1 ∪K2 ∪K3, L′ = K1 ∪K ′
2 とする。ただし Ki

は結び目とする。このとき、K2 と K3 に向きを保つバンド手術を行って K ′
2 ができたとすると、

lk(K1,K
′
2) = lk(K1,K2) + lk(K1,K3)

が成り立つ。

証明. K2,K3の間に向きを保つバンド手術が存在し、K ′

2を得るとき、ライデマイスター変形によってバン
ドを Lの正則図形の領域の内側に取ることができる。このとき Lの他の絡み数は変わらないから、

lk(K1,K
′
2) = lk(K1,K2) + lk(K1,K3)

が成り立つ。

5 主定理の証明
5.1 Step 1

この章では、符号数が −5の絡み目から符号数が −4の絡み目へのバンド手術を考察する。

命題 5.1. 621から向きを保つバンド手術で得られる交点数が6以下で符号数が−4の絡み目は、51, 31#31, 2
2
1#421

である。

証明. 図 8のようにバンド手術が存在する。補題 4.7から従う。
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命題 5.1を示すためには、以下の補題を示せば良い。
補題 5.2. 621 と 633 の間に向きを保つバンド手術は存在しない。
証明. それぞれの各成分を図 6のようにおく。
このとき lk(K1,K2) = −3, lk(K

′

1,K
′

2) = −1, lk(K
′

2,K
′

3) = 1, lk(K
′

3,K
′

1) = −1である。補題 4.11より、ど
の 2成分の間にも向きを保つバンド手術は存在しない。よって、621と 633の間に向きを保つバンド手術は存
在しない。

K

K

K

K

K1

2

1

3

2
'

'

'

図 6: 621 と 633 の成分の名前

5.2 Step 2

ここでは、421#221から向きを保つバンド手術で得られる交点数が 6以下で符号数が−3の絡み目を特徴付
ける。
命題 5.3. 421#221から向きを保つバンド手術で得られる交点数が6以下で符号数が−3の絡み目は、421, 622, 623, 31#221

or 221#221#221 である。
証明. 図 8のようにバンド手術が存在する。補題 4.7から従う。

5.3 Step 3

ここでは、623から向きを保つバンド手術で得られる交点数が 6以下で符号数が−2の絡み目を特徴付ける。
命題 5.4. 623から向きを保つバンド手術で得られる交点数が 6以下で符号数が−2の絡み目は、52, 221#221, 6

3∗
1

である。
証明. それぞれ図 8のようにバンド手術が存在する。

命題 5.4を示すためには、以下の補題を示せば良い。
補題 5.5. 623 と 31, 62, 4

2
1#22

′

1 , 4
2∗′

1 #221 の間に向きを保つバンド手術は存在しない。
証明. 62, 4

2
1#22

′

1 , 4
2∗′

1 #221 について、
V (623;ω)

V (421#22
′

1 ;ω)
=
√
3 /∈ {±i,−

√
3
±1
},

V (623;ω)

V (42∗
′

1 #221;ω)
=
√
3 /∈ {±i,−

√
3
±1
},

ρ(623)

ρ(62)
= −
√
5 /∈ {±1,

√
5
±1
}.

補題 4.8と補題 4.9よりこれらの間に向きを保つバンド手術は存在しない。
31 について、lk(623) = −2だから補題 4.10が使える。Arf(623) = 0,Arf(31) = 1だから、623 から 31 への向
きを保つバンド手術は存在しない。
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5.4 Step 4

ここでは、63∗1 から向きを保つバンド手術で得られる交点数が 6以下で符号数が −1の絡み目を特徴付
ける。

命題 5.6. 63∗1 から向きを保つバンド手術で得られる交点数が 6以下で符号数が−1の絡み目は 42∗
′

1 である。

証明. 図 8のように向きを保つバンド手術が存在する。補題 4.7から従う。

命題 5.6を示すためには、以下の補題を示せば良い。

補題 5.7. 63∗1 と 62∗1 , 2
2
1 の間に向きを保つバンド手術は存在しない。

証明. 62∗1 , 2
2
1 について、

V (62∗1 ;ω)

V (63∗1 ;ω)
= i
√
3 /∈ {±i,−

√
3
±1
}

V (221;ω)

V (63∗1 ;ω)
=
√
3 /∈ {±i,−

√
3
±1
}

となる。よって、補題 4.8より 63∗1 と 62∗1 , 2
2
1 の間に向きを保つバンド手術は存在しない。

5.5 Step 5

ここでは、42∗1 から向きを保つバンド手術で得られる交点数が 6以下で符号数が 0の絡み目を特徴付ける。

命題 5.8. 42∗
′

1 から向きを保つバンド手術で得られる交点数が 4以下で符号数が 0の絡み目は、01である。

証明. 図 8のように向きを保つバンド手術が存在する。

命題 5.8を示すためには、以下の補題を示せば良い。

補題 5.9. 42∗
′

1 と 41, 2
2
1#22

′

1 の間に向きを保つバンド手術は存在しない。

証明.
ρ(42∗

′

1 )

ρ(41)
= −
√
5
−1

/∈ {±1,
√
5
±1
}

となる。補題 4.9より 42∗
′

1 と 41の間に向きを保つバンド手術は存在しない。221#22
′

1 について、それぞれ各
成分を図 7のようにおく。
このとき lk(K1,K2) = 2, lk(K

′

1,K
′

2) = −1, , lk(K ′

2,K
′

3) = 1, , lk(K
′

1,K
′

2) = 0 となり、補題 4.11 より、
221#22

′

1 のどの 2つの成分の間にも 42∗
′ への向きを保つバンド手術は存在しない。

よって、42∗
′

1 と 221#22
′

1 の間に向きを保つバンド手術は存在しない。

K
K

K

K

K

1
2

'
1

'
2

'
3

図 7: 42∗
′

1 と 221#221#221 の成分の名前
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図 8: バンドの図
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Liminal SL2Zp-representations and odd-th cyclic covers

of genus one two-bridge knots – a précis in Japanese –

Honami Sakamoto, Ryoto Tange, and Jun Ueki

Abstract

pを素数とし, Kを種数 1の 2橋結び目とする. pが結び目Kのある奇数次の巡回被覆の
1次ホモロジー群の大きさを割るとき, その群 π1(S3 −K)は liminal SL2Zp指標をもつ.
加えて, liminal SL2Zp表現の存在についても論じる. 議論の過程で, ルジャンドル記号を
使って素数 pがあるルカス型数列を割るための条件も指摘する.
本稿は研究集会「結び目の数理 VII」の報告集記事であり, 内容は論文 [STU25]に基

づく.

Contents

1 導入 1
2 種数 1の 2橋結び目 2
3 Liminalな SL2Zp 指標 3
4 Liminal表現 5
5 Lucas型数列と Fibonacci型数列 6
6 巡回被覆 7
References 8

1. 導入
pを素数とし, Zpを p進整数環とする. Galois表現の変形理論 (Hida–Mazur理論)とその低次元位
相幾何学における類似研究 [MTTU17, KMTT18, TTU22, TU24, BTTU23]の文脈において, 剰
余表現が可約であるような既約な SL2Zp 表現に特別な関心がある. この論文では, Mazurの提案
[Maz11, Section 19]に従い, 「逆の方向へ進む」ことを目指す.

πを群とする. 関数 χ : π → Zpが SL2Zp指標であるとは, χ = tr ρとなるような Zpの拡大体上
の SL2表現 ρが存在することをいう. また, SL2Zp表現 (resp. 指標)が liminalであるとは, SL2Zp

表現 (resp. 指標)が絶対既約であり, かつ, そのすべての開近傍は絶対既約な SL2Zp表現 (resp. 指
標)をもつことをいう.

我々の主結果は次のように述べられる.

定理 1.1. K を S3上の種数 1の 2橋結び目とする. 素数 pが結び目K のある奇数次の巡回被覆の
1次ホモロジー群の大きさを割るとき, その群 π1(S3 −K)は liminalな SL2Zp指標をもつ.

定理 1.1の証明においては, 指数多様体, Alexander多項式の巡回終結式, そしてルジャンドル記
号を用いる. また, ある Fibonacci型/Lucas型数列の性質を示して用いる.

議論は次のように与えられる. Section 2では,種数が 1の 2橋結び目,すなわちJ(2k, 2l)(k, l ∈ Z,
(k, l) $= (0, 0))型のダブルツイスト結び目の諸性質を再確認し, 既約な SL2Zp指標と可約な SL2Zp

指標の多様体たちの交点を計算する (命題 2.1).

2020 Mathematics Subject Classification Primary 20C12, 57M12; Secondary 57K10, 20E26
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Section 3では, Henselの補題を繰り返し使うことで, J(2k, 2l)が liminal SL2Zp指標をもつこ
とが (i) p = 2かつ r ≡ 1 mod 8, または (ii) p $= 2, かつ k2l2 − klの非平方部分 rについてルジャ
ンドル記号 ( rp) = 1 をみたすことと同値であること (定理 3.1)を示す. また, 様々な具体例を紹介
する. Section 4では, さらに liminal SL2Zp表現の存在について考察する (命題 4.2).

Section 5では,与えられたm ∈ Zに対して, t2−t+m = (t−a)(t−b)と書き, Ln = an+bnによっ
て Lucas型数列 (Ln)n ∈ ZNを定める. ある n ∈ Z!0に対して p | L2n+1であるとき, (4m

2−m
p ) = 1

となることを示し (命題 5.1), 具体例を添える. m = −1のとき, (L, n)nは古典的な Lucas型となる
が, これは 8の字結び目 J(2,−2) = 41のAlexander多項式から生じる場合である.

Section 6 では, 結び目 K の巡回被覆 Mn → S3 の諸性質を思い出し, Alexander 多項式が
∆K(t) = mt2 − (2m − 1)t + mになるような結び目K について, p | #H1(M2n+1)であるならば
(4m

2−m
p ) = 1であること (定理 6.1)を示し, そこから主定理 (定理 1.1)を導く.

このような変形可能な指標は Alexander多項式の零点に対応するということが, Burdeと de
Rhamの研究によって古典的に知られている [Bur67, dR67], また, [HPSP01]も参照のこと). なの
で, 我々の研究の背景には, 深い文脈が横たわっていると考えられる. さらなる課題や展望について
は注意 6.4で述べる. なお, Burde–de Rhamの定理の p進類似とその数論的な設定への応用が, 第
2著者らによって与えられている [MTT24].

謝辞 . 研究集会「結び目の数理VII」の世話人の先生方, また有用な助言をくださった Léo Benard,
三原朋樹, 関真一朗, 丹下基生, Anh T. Tran, 寺嶋郁二, 山口祥司, 吉崎彪雅に感謝します. 本研究
の一部は, JSPS科研費 JP23K12969の助成を受けたものです.

2. 種数 1の 2橋結び目
任意の種数 1の 2橋結び目は, 各 (0, 0) $= (k, l) ∈ Z2に対し次の図式によって定義される J(2k, 2l)
型のダブルツイスト結び目として実現される. 基本的な参考文献は [Tra18]である.

k full-twists

l full-twists

特に, J(2, 0)は自明な結び目, J(2, 2)は三葉結び目 31, J(2,−2)は 8の字結び目 41であること
が知られている. そのような結び目の群は次のような表示を持つ:

π := π1(S
3 − J(2k, 2l)) = 〈a, b | wla = bwl〉.

ここで, a, bはメリディアンを表し, w = (ba−1)k(b−1a)kである.

ザイフェルト行列の 1つは V =

(

k 1
0 l

)

であり, Alexander多項式は

∆J(2k,2l)(t) = det (tV − V ⊥) = klt2 + (1− 2kl)t+ kl

である.

各 g ∈ πに対し, 写像 tr g : Hom(π, SL2C) → C; ρ (→ tr ρ(g)を考える. そのとき, SL2C表現の
共役類は

x := tr a, y := tr ab−1
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によってパラメーター付けられる. (これは yは [TU24] のものとは異なるが, 今回の計算において
は強い利点がある. 古い方の yは tr ab = tr a tr b− tr ab−1 = x2− yをみたす.) さらに, z := trwと
おく.

非可換な SL2C表現の各共役類は, 次の式で定義されるRileyの普遍表現によって代表される.

ρR(a) =

(

s 1
0 s−1

)

, ρR(b) =

(

s 0
2− y s−1

)

,

ここで, x = s+ s−1であり, x, yはRiley多項式 fk,l(x, y) = Φk,l(x, y − 2) = 0をみたす.

既約表現の共役類たちと, fk,l(x, y) = 0かつ y − 2 $= 0なる点たちの間には, 一対一対応が存在
する. y − 2 = 0の各点は可約表現の集合と可換表現の集合の組と対応する.

命題 2.1. fk,l(x, y) = 0と y − 2 = 0の交点は (x, y) = (±
√

4− 1
kl , 2)である.

各 n ∈ Zに対し, n次の第 2種チェビシェフ多項式 Sn(z) ∈ Z[z]を

Sn−1(2 cos θ) =
sinnθ

sin θ
, θ ∈ R, sin θ $= 0

によって定める. この定義は, S−1(z) = 0, S0(z) = 1, 任意の n ∈ Zに対し Sn+1(z) − zSn(z) +
Sn−1(z) = 0という条件と同値である. これらの多項式は S−1−n(z) = −S−1+n(z)と Sn−1(±2) =
(±1)n−1nをみたす.

SL2指標の性質に基づく計算によって,

z = trw = 2 + (y − 2)(−x2 + y + 2)S2
m−1(y)

が成り立つ.

[Tra18, Subsection 2.2]により, 既約指標の多様体は
fk,l(x, y) = Sl(z)− (1 + (−x2 + y + 2)Sk−1(y)(Sk(y)− Sk−1(y))Sl−1(z)

によって与えられる.

命題 2.1の証明. y− 2 = 0のとき, z = 2であり, 0 = fk,l(x, 2) = l− (1+ (−x2+2+2)k((k+1)−
k))l = 1− (4− x2)klとなり, したがって x = ±

√

4− 1
kl である.

注意 2.2. 古いパラメータでは,交点は (x, η) = (±
√

4− 1
kl ,−

1
kl )である.なお,命題 2.1は charF ! kl

をみたす任意の代数閉体 Fに対して有効である.

3. Liminalな SL2Zp指標
定理 3.1. kl $= 0と仮定する. このとき, J(2k, 2l)の群が liminalな SL2Zp指標をもつ必要十分条件
は
i) p = 2かつ 4k2l2 − kl ≡ 1 mod 8,または
ii) p $= 2, p ! kl, かつ 4k2l2 − klの非平方部分 rに対し, ルジャンドル記号

(

r

p

)

= 1.

ここに 0 $= a ∈ Zに対し, b2 | aをみたす最大の整数を bとするとき, a/b2を aの非平方部分と
呼ぶ. (この用語は別の概念に用いられる場合もあるので注意されたい.) また, a ∈ Zの p上のルジャ
ンドル記号 ( a

p ) ∈ {0,±1}は以下のように定義される. まず, p | aのとき, ( a
p ) = 0と置く. 次に,

p ! aと仮定する. もし a ≡ x2 mod pとなる x ∈ Zが存在するなら, ( a
p ) = 1と定める. そうでない

とき, ( a
p ) = −1と定める. 次の補題はHenselの補題 (cf.[Neu99, Chapter II (4.6)])の帰結である.
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補題 3.2. 0 $= a ∈ Zかつ p2 ! aとする. このとき,
√
a ∈ Zpとであるための必要十分条件は.

i) p = 2かつ a ≡ 1 mod 8, または
ii) p $= 2, ( a

p ) = 1.

証明. (i) p = 2とする. もし √
a ∈ Z2 なら,

√
a =

∑

i bi2
i かつ bi ∈ {0, 1}となり, a ≡ (b0 +

2b1 + 4b2)2 ≡ b20 + 4b1(b0 + b1)となる. すると, 仮定より 4 ! aのために, b0 = 1となる. b1 = 0, 1
のいずれの場合にも a ≡ 1 mod 8 である. 逆に, a ≡ 1 mod 8 とし, a = 8b + 1, b ∈ Z と
おく. X2 − a = 0 が Z2 に解 X = α をもつとき, ある β ∈ Z2 があって α = 2β + 1 となり,
α2 − a = (2β + 1)2 − (8b+ 1) = 4(β2 + β − 2b)となる. 多項式 Y 2 + Y − 2b mod 2が F2で単根を
もつので, Henselの補題により, Y 2 + Y − 2bは Z2に根をもち, よってX2 − aも Z2に根を持つ.

ii) p $= 2と仮定する. p | aのとき,
√
a $∈ Zpとなる. p ! aのとき, X2 − a mop pは Fp2 に 2つ

の単根を持ち, それらはHenselの補題によって Zpの 2次拡大へと持ち上がる. また, 次の 3つの条
件は同値である; ( a

p ) = 1である, X2 − a mod pの根が Fpに根を持つ, X2 − aが Zpに根を持つ.

このことから結論を得る.

補題 3.3. π1(S3 − J(2k, 2l))の liminalな SL2Zp指標と, Z 2
p 上で fk,l(x, y) = 0と y− 2 = 0の交点

との間に 1対 1対応がある.

証明. ρが Im tr ρ ⊂ Zpをみたす liminal表現であるとき, tr ρは Z 2
p において y − 2 = 0上にある.

加えて, 各 n ∈ Z>0に対し, ρ ≡ ρ′ mod pnとなる既約表現 ρ′があるため, tr ρは fk,l(x, y) ≡ 0 mod
pn上にある. したがって, tr ρも Z 2

p において fk,l(x, y) = 0上にある.

逆を示す. Section2の Rileyの表現 ρRは Section2において, Zp[x, y]の 2次拡大上の表現と見
ることができる.

命題 2.1より, fk,l(x, y) = 0とy−2 = 0はZ 2
p 内で交点をもつとき, fk,l(x, 2) = (fk,l(x, y) mod (y−

2))は Zpにおいて単根 αをもち, Henselの補題により (x, y) = (α, 2)の周りの陰関数 x = xf (y) ∈
Zp[[y− 2]]が得られる. x = xf (y)をRileyの表現に代入することで, Zp[[y− 2]]の 2次拡大における
既約表現 ρRを得る. このとき, Im trρR ⊂ Zp[[y − 2]]である .

Zp[[y − 2]]の要素は, p進単位円盤 |y − 2|p < 1内の任意の y ∈ Zpにおいて Zpに収束すること
に注意する. y = 2を代入すると, この ρRに y = 2を代入すると, 点 (α, 2)に対応する可約表現 ρ
が得られ, tr ρ ⊂ Zpとなる. 一方, 0 $= |2− η|p < 1, つまり, ある n ∈ Z>0に対し 2 ≡ η mod pnを
みたすような y = η ∈ Zpを ρRに代入すると, 絶対既約表現 ρη であって tr ρη ⊂ Zpをみたすもの
が得られる. したがって, tr ρは liminal SL2Zp指標である.

定理 3.1の証明. fk,l(x, y) = 0と y − 2 = 0が Z 2
p に交点を持つための必要十分条件は p ! klかつ√

4k2l2 − kl ∈ Zpであることなので, 補題 3.2と補題 3.3から定理の主張が得られる.

例 3.4. 群 π1(S3 − J(2, 2l))が liminalな SL2Zp指標をもつ条件は (4l
2−l
p ) = 1となる. 初等的な計

算により, 次を得る.

(i) J(2, 2) = 31 (三葉結び目): ( 3
p ) = 1, i.e., p ≡ ±1 mod 12.

(ii) J(2,−2) = 41 (8の字結び目): ( 5
p ) = 1, i.e., p ≡ ±1 mod 5.

(iii) J(2, 4): (14p ) = 1, i.e., p ≡ ±1,±9,±25,±5,±11,±13 mod 56.

(iv) J(2,−4): (18p ) = 1, i.e., p ≡ ±1 mod 8.

(v) J(2, 6): p = 2 or (33p ) = 1, i.e., p ≡ ±1,±2,±4,±8,±16 mod 33.

(vi) J(2,−6): (39p ) = 1, i.e., ±p ≡ 1, 5, 7, 19, 23, 25, 26, 35, 41, 49, 61, 67 mod 156.

証明. p = 2のときの条件は 4l2 − l ≡ 1 mod 8, すなわち l ≡ 3 mod 8となる. 以下, p $= 2と仮定
する.
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(i) l = 1のとき, 4l2 − l = 3であり, その条件は ( 3
p ) = 1となる. p ≡ 1 mod 4のとき, 平方剰

余の相互法則により, ( p
3 ) = ( 3

p )が成り立つ. x ≡ ±1ならば x2 ≡ 1であるから, ( 3
p ) = 1の必要十

分条件は p ≡ 1 mod 3である. また, p ≡ −1 mod 4のとき, ( p
3 ) = −( 3

p )より, p ≡ −1 mod 3の必
要十分条件は ( 3

p ) = 1である. したがって, 条件は p ≡ ±1 mod 12である.

(ii) l = −1 のとき, 条件は ( 5
p ) = 1 である. 5 ≡ 1 mod 4 より, ( 5

p ) = ( p
5 ) が成り立つ.

x ≡ ±1,±2ならば x2 ≡ ±1 mod 5であるから, 条件は p ≡ ±1 mod 5である.

(iii) l = 2のとき,条件は (14p ) = ( 2
p )(

7
p ) = 1である .第 2補題によると, ( 2

p ) = 1をみたすのは
p ≡ ±1 mod 8の場合に限る. 7 ≡ 3 mod 4 であり, x ≡ ±1,±2,±3ならば x2 ≡ 1, 4, 2 mod 7であ
ることに注意する. p ≡ 1 mod 4のとき, ( 7

p ) = ( p
7 ), so ( 7

p ) = 1をみたすのは p ≡ 1, 2, 4 mod 7の
場合に限る. p ≡ −1 mod 4のとき, ( 7

p ) = −( p
7 )となり, ( 7

p ) = 1の必要十分条件は p ≡ −1,−2,−4

mod 7である. したがって, その条件は “±p ≡ ±1 mod 8かつ±p ≡ 1, 2, 4 mod 7” または “±p ≡ 3
mod 8 ±p ≡ 1, 2, 4 mod 7” (同じ順序での 2重符号)となり, 結論を導く.

(iv) l = −2のとき, 4l2 − l = 18 = 2 · 32より, 条件は ( 2
p ) = 1である. 第二補充法則によれば,

( 2
p ) = 1の必要十分条件は p ≡ ±1 mod 8である.

(v) l = 3 のとき, 条件は 1 = (33p ) = ( 3
p )(

11
p ) = ((−1)

p−1

2 )2( p
3 )(

p
11) = ( p

3 )(
p
11) である.

x ≡ ±1 ならば x2 ≡ 1 mod 3 であるから, p ≡ 1 mod 3 の必要十分条件は ( p
3 ) = 1 である.

x ≡ ±1,±2,±3,±4,±5ならば x2 ≡ 1, 4, 9, 5, 3 mod 11であるから, ( p
11) = 1 iff p ≡ 1, 4, 9, 5, 3

mod 11となる. ( p
3 )と ( p

11)の両方の値は 1である必要十分条件は p ≡ 1, 4, 31, 16, 25 mod 33である.
両方の値が−1となる必要十分条件は p ≡ 2 mod 3および p ≡ 2, 6, 7, 8, 10 mod 11であり,それはす
なわち p ≡ 2, 17, 29, 8, 32 mod 33である. したがって, その条件は p ≡ 1, 2, 4, 8, 16, 17, 25, 29, 31, 32
mod 33,となり, 結論を導く.

(vi) l = −3のとき,条件は (39p ) = ( 3
p )(

13
p ) = 1となる. (i)で見たように, ( 3

p ) = 1の必要十分条件
は p ≡ ±1, ( 3

p ) = −1の必要十分条件は p ≡ ±5 mod 12である. また, x ≡ ±1,±2,±3,±4,±5,±6

ならば x2 ≡ 1, 4, 9, 3, 12, 10 mod 13 であるから, (13p ) = 1 の必要十分条件は p ≡ ±1,±3,±4

mod 13,(13p ) = −1は p ≡ ±2,±5,±6 mod 13である. したがって, (39p ) = 1の必要十分条件は
±p ≡ 1, 25, 133, 49, 121, 61, 41, 89, 5, 125, 149, 137 mod 156であるる.

4. Liminal表現
いま ρを Zpの有限拡大上の表現とし, ρ := ρ mod pが絶対既約であり, Im tr ρ ⊂ Fpをみたすと
する. このとき, 有限体の Brauer群は自明であるから, Skolem–Noetherの定理により, このよう
な Fp 上のある表現 ρ′ と共役である (cf.[Mar16, Subsection 3.5]). さらに, Nyssenの定理 [Nys96,
Théorèm 1]により, この ρ′は Zp上の表現 ρ′であって trρ = trρ′を満たすものへと持ち上がり, こ
のような ρ′は共役を除き一意的である.

この議論がそのまま既約指標多様体Xirr(S3 − J(2k, 2l)) = {ff,l(x, y) = 0} \ {y − 2 = 0}であ
るザリスキー閉包上の表現に拡張できるかどうかが気になるところである. Nyssenの証明は, 絶対
既約性が多元環準同型の全射性と同値であるという事実を用いているので, その結果は剰余可約表
現には必ずしも拡張されない. さらに, [KMTT18, Subsection 2.3]に指摘されているように, 結び
目群の表現の設定では, 随伴表現の 2次ホモロジーが消えないという意味で, 変形問題には障害が
生じる. 次の問題は繊細である.

問い 4.1. Zp上の liminal表現が与えられたとき, liminalな SL2Zp表現を見つけられるか?

少なくとも次が言える.
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命題 4.2. 定理 3.1の条件のもとで, p $= 2 かつ (−kl
p ) = 1であるとき, liminalな SL2Zp表現が存在

する.

証明. 補題 3.3の ρRを考え, s = x−
√
x2−4
2 に注意する. 命題 2.1より,

√
x2 − 4 |y=2 =

√

−1
kl が成り

立つ. (−kl
p ) = 1のとき,

√
x2 − 4 =

√

−1
kl ∈ Zpであり, よって, ρR mod y − 2は liminal SL2Zp表

現である.

5. Lucas型数列と Fibonacci型数列
m ∈ Zとし, t2 − t +m = (t − a)(t − b)と書くと, a + b = 1, ab = mが成り立つ. Lucas型数列
と Fibonacci型数列をそれぞれ Ln = an + bn, Fn = an−bn

a−b と定義する. すると, L0 = 2, L1 = 1,
L2 = 1 − 2m, Ln+2 = Ln+1 −mLn, F0 = 0, F1 = 1, F2 = 1, Fn+2 = Fn+1 −mFnとなり, した
がって Ln, Fn ∈ Zである.

すると,

L 2
n + (4m− 1)F 2

n = 4mn · · · (()
が得られる. なぜなら, (a− b)2 = (a+ b)2 − 4ab = 1− 4mより, (an + bn)2 + (4m− 1)(a

n−bn

a−b )2 =

(an + bn)2 − (an − bn)2 = 4anbn = 4mnである.

ここで, pがL2n+1を割り切るようなある n ∈ Z!0があると仮定する. そのとき, (4m− 1)F 2
n ≡

(2mn)2m mod pが成り立つ. これは, m(4m − 1)がmod pで平方であることを表している. さら
に, p ! m(4m− 1)が成り立つ. なぜなら, p | mのとき, 漸化式により, すべての n ∈ Z>0に対して
Ln ≡ 1 mod pとなり, p | L2n+1と矛盾する. 一方, p | 4m− 1ならば, (()より p = 2または p | m
となり, したがって矛盾する. よって, 次が得られる.

命題 5.1. 素数 pに対し, ある n ∈ Z!0があって pがL2n+1を割り切るとき, ルジャンドル記号につ
いて

(

4m2 −m

p

)

= 1となる.

例 5.2. 以下の例は, 例 3.4と見比べることができる.

(i) m = 1とする. このとき, 条件 ( 12
p ) = 1は p = 2または p ≡ ±1 mod 12となる. Ln+1 =

Ln − Ln−1より,

n mod 6 1 2 3 4 5 6
Ln 1 −1 −2 −1 1 2

である. よって, p = 2のみである.

(ii) m = −1とする. このとき, Lnと Fnは古典的なものであり, 条件 ( 5
p ) = 1は p = 2または

p ≡ ±1 mod 5となる. よって,

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Ln 1 3 22 7 11 2·32 29 47 22 ·19 3·41 199 2·7·23 521 3·281

15 16 17 18 19 20 21
22 ·11·31 13·17 3571 2·3·13·37 9349 15127 24 ·29·211

である.

L2n+1の値を 0 " n " 10の範囲でリストアップする. (ii) m = −1, (iii) m = 2, (iv) m = −2,
(v) m = 3, (vi) m = −3に対し, L2n+1 (0 " n " 10)の値は次のようになる.
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2n+ 1 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21
(ii) 1 22 11 29 22 ·19 199 521 22 ·11·31 3571 9349 24 ·29·211
(iii) 1 5 11 13 5 67 181 52 ·11 101 797 5·13·43
(iv) 1 7 31 127 7·73 23·89 8191 7·31·151 131071 524287 72 ·127·337
(v) 1 23 31 83 23 ·17 67 1559 23 ·29·31 21929 44917 23 ·41·83
(vi) 1 2·5 61 337 2·5·181 23·491 51169 2·52 ·61·89 67·21487 7634353 2·5·41·293·337

しばしば, 大きな素数が見つかる.

注意 5.3. 少なくともm = −1(古典的な場合)のとき, 命題 5.1の逆は成り立たない. 実際, Lagarias
[Lag85]は, 集合

SA := {p | p ≡ ±1 mod p divides Ln for some n ∈ Z>0}

の素数の密度が 5/12であることを示した. よって, 集合
{p | p ≡ ±1 mod 5 and p divides L2n+1 for some n ∈ Z!0}

の素数の密度は, 集合 {p | p ≡ ±1 mod 5}の密度 1/2よりも小さい.

6. 巡回被覆
S3 内の結び目 K を考え, その Alexander多項式を ∆K(t)で表す. このとき, Fox–Weberの公式
[Web79]により, 各 n ∈ Z>0に対し, K で分岐する Z/nZ被覆Mn → S3は

rn := |H1(Mn;Z)| = |Res(tn − 1,∆K(t))|

を満たす. ただし群Gが有限群のとき |G|でGの位数#Gを表し, Gが無限群のときは |G| = 0と
定める. また, 多項式 f(t), g(t) ∈ Z[t]に対し, Res(f(t), g(t)) ∈ Zはそれらの終結式を表す. なお,
K が種数 1の 2橋結び目であるときは, H1(Mn)の詳しい群構造は Foxらによって知られている
([Fox60], [Ily21]). まず, 次のように主張する.

定理 6.1. ∆K(t) = mt2 + (1− 2m)t+mでm ∈ Zであるとき, p | rnとなるある奇数 nがあるな
らば

(

4m2 −m

p

)

= 1である.

証明. オイラーのトーシェント関数は m " 6に対して ϕ(m) " 2をみたす. rn = 0となるのは
m = 1または 6 | nのときのみである. よって, 任意の奇数 nに対して 0 $= rn = #H1(Mn)が成り
立つ.

m = 0のとき, rn = 1, p ! rnである. 以下, m $= 0である. ∆K(t) = mt2 + (1 − 2m)t +m =
m(t − α)(t − β), m ∈ Zと書く. すると, αβ = 1, α + β = 2m−1

m , rn = mn(αn − 1)(βn − 1) =
mn(2−αn−βn)である.さらに, t2−t+m = (t−a)(t−b)と書く.すると, a+b = 1, ab = m, a2+b2 =
1− 2m = −m(α+ β), a2b2 = m2 = (−mα)(−mβ)となり, よって, {a2, b2} = {−mα,−mβ}とな
る. a2 = −mα, b2 = −mβとしてよい.

n が奇数のとき, L 2
n = (an + bn)2 = ((−mα)n + (−mβ)n + 2mn) = mn(2 − αn − βn) =

−Res(tn − 1,∆K(t)) = rnが成り立つ. したがって, 命題 5.1から結論が導かれる.

定理 1.1の証明. ∆J(2k,2l)(t) = klt2 + (1 − 2kl)t + kl であるから, m = kl を代入することで,
定理 3.1と定理 6.1から得られる.

注意 6.2. nが偶数であるとき, Res(tn−1,∆k(t)) = mn(αn+βn−2) = ((−mα)n+(−mβ)n−2mn) =
(an − bn)2 = (a− b)2F 2

n = (1− 4m)F 2
n = L 2

n − (2mn/2)2が成り立つ. したがって, p | rnはルジャ
ンドル記号に関する似たような条件を導けない.
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例 6.3. 4m2 −mが平方因子をもつ場合, 定理 1.1の逆は成り立たない. 例えば, m = 16かつ p = 3
のとき, 4m2 −m = 16·63 = 7 · 122, (7/3) = (1/3) = 1である. なので, J(2, 32)は Z3上 liminal指
標をもつ. この場合, n ∈ Z>0に対して, 3 ! r2n−1である.

注意 6.4. 次の点については依然として謎のままである.

(1) 定理 1.1はより広いクラスの結び目に拡張されるのか？文字通りでは一般的に正しいわけで
はない. ∆K(t) = −t4 + 3t3 − 3t2 + 3t− 1を持つK = 63は, r5 = |Res (t5− 1,∆K(t))| = 24 とな
り, 2つの多様体の交点は F 2

2 には存在しない. しかし, そのような素数は非常に稀に思われる. より
一般的な設定で適切な定式化や解釈が存在することが期待される.

(2) 定理 1.1の背景には, Burde–de Rham 理論があると考えられる. しかし, 明確な含意はなく,
むしろこの結果が新たな視点を提供することが期待される.

(3) Burde–de Rham理論は, Heusener–Portiによって高次元表現に拡張されている [HP15].我々
の研究も高次元の場合に拡張されるだろうか. 8の字結び目の SL3C指標多様体の研究 [HMP16]が
1つの手がかりである可能性がある.

(4) 問い 4.1でも述べたように、定理 3.1の条件のもとで常に liminalな SL2Zp表現が存在する
かどうかは繊細な問題である.
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Hasse norm principle and genus theory in 3-dimensional topology

田代大尭（九州大学大学院数理学府博士１年）

概 要
本稿は２０２４年１２月２４日から２７日にかけて早稲田大学にて開催された研究集会「結

び目の数理VII」の報告書である。講演では数論的位相幾何学における類似に基づき、整数論
の重要な結果であるハッセのノルム原理と種の理論の位相幾何学的類似について解説した。

イントロ
数論的位相幾何学は整数環と３次元多様体、素イデアルと結び目などの整数論と３次元位相幾

何学の諸概念の類似に基づき、両理論の相互発展を目指す分野である。OF を数体 F の整数環と
して、本講演で使用した類似は次のとおりである。(cf. [4])

OF のコンパクト化したスペクトル 有向連結閉 3次元多様体
Spec(OF ) X

OF の素イデアル X の結び目
Spec(OF /p) ↪→ Spec(OF ) K : S1 ↪→ X
OF の素イデアルの有限集合 X の絡み目

S = {p1, · · · pn} L = K1 t · · · tKn

p進整数環 K の環状近傍
SpecOp VK
p進体 VK の境界トーラス
Fp ∂VK

F の分数イデアル X の 1次元輪体群
JF Z1(X)

F の非零代数的数 X の 2次元鎖群
F× C2(X)

境界準同型 境界準同型
∂F : F× → JF ∂X : C2(X)→ Z1(X)

a 7→ (a) Σ 7→ ∂XΣ
F の (狭義)イデアル類群 X の 1次元ホモロジー群
HF = Coker(∂F )(H

+(F )) H1(X) = Coker(∂X)
OF の単数群 X の 2次元ホモロジー群

O×
F H2(X)

F のイデール群 X のイデール群
IF IX

F の主イデール群 X の主イデール群
PF PX

有限次拡大 有限次被覆
E/F h : Y → X

n冪剰余記号 絡み数
(ap )n lk(L,K)

以上の類似をもとに、数論で展開されるイデール群を用いて述べられるハッセのノルム原理及
びその応用である種の理論の位相幾何学的類似を紹介するのが講演の目的であった。
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用語 多様体または 3次元多様体は有向連結閉 3次元多様体を指すものとする。多様体X とそ
の部分多様体Aに対して、Hn(X),Hn(X,A)は各Z係数 n次特異ホモロジー群、特異相対ホモロ
ジー群を表すものとする。h : Y → X をガロア被覆としたとき、hのガロア群をGal(h)で表す。
Xの結び目Kに対して、VK でKの環状近傍、µK , λK で各Kのメリディアン、ロンジチュード
を表す。整ホモロジー 3球面X内の結び目K,K ′に対して、lk(K,K ′)でK,K ′の絡み数を表す。

1 状況設定
本章は [4],[7]を参考にしている。また、数論側のイデール理論は [6]を参考にしている。整数環
の素イデアル全体の集合の幾何学的類似物の 1つとして、多様体Xに対して非常に許容的な絡み
目というものがある。
定義 1.1. (非常に許容的な絡み目 [7]) X を 3次元多様体とする。この時、可算個の tameな成分
からなる絡み目L ⊂ Xが非常に許容的な絡み目であるとは、任意の L0 ⊂ Lで分岐する有限次分
岐被覆 h : Y → X に対して、H1(Y )が h−1(L)の成分により生成されるもののことである。
定理 1.2. (cf. [7]) X の非常に許容的な絡み目 L ⊂ X は存在する。
以上の定理により、X 内で非常に許容的な絡み目 Lを１つ取り (X,L)の組に対して議論する

(この組を単にX と書くこともある)。X のイデール群、主イデール群を定める。
定義 1.3. (イデール群) X を非常に許容的な絡み目 L を備える多様体とする。この時、X の
イデール群IX を次で定める。

IX := {(aK)K ∈
∏
K⊂L

H1(∂VK)|aK ∈ Z[µK ] for almost all K ⊂ L}.

主イデール群は対角写像∆X : H2(X,L) → IX の像として定められるので、H2(X,L),∆X を
定義する。講演では X が整ホモロジー 3球面としたときの H2(X,L),∆X のイメージを作って
もらうことに注力したが、本稿では一般の多様体での構成を行う。有限部分絡み目 L,L′ ⊂ Lで
L ⊂ L′となるものをとる。この時、自然な全射 jL,L′ : H2(X,L) ↪→ H2(X,L

′)を得る。よって、
((H2(X,L))L, (jL,L′)L⊂L′)は帰納系をなし、H2(X,L)でこの帰納極限を表す。

H2(X,L) := lim−→
L⊂L

H2(X,L) =
⊔
L⊂L

H2(X,L)/ ∼ .

ただし、SL ∈ H2(X,L), SL′ ∈ H2(X,L
′)に対して、SL ∼ SL′を有限部分絡み目L∪L′ ⊂ L′′ ⊂ L

が存在して jL,L′′(SL) = jL′,L′′(SL′)を満たすときに定める。更に、有限絡み目 L ⊂ Lに対して、
VL :=

⊔
K⊂L VK , XL := X \ IntVLと置く。(X,VL)に対して、切除同型と相対ホモロジー完全列

の境界準同型の合成により ∂Lを次で定める。
∂L : H2(X,L)

∼=→ H2(X,VL)
ex→ H2(XL, ∂VL)

∂→ H1(∂VL).

L, L′ ⊂ Lで L ⊂ L′を満たすものを取ると、次の図式 (∗)を得る。

H2(X,L
′)

∂L′→ H1(∂VL′)

(∗) : jL,L′ ↑ ⟳ ↓ pL′,L

H2(X,L)
∂L→ H1(∂VL).

ただし、pL′,L : H1(∂VL′)→ H1(VL)は自然な射影とする。∂Lに対して Lに関する極限を取るこ
とで、X の対角写像∆X : H2(X,L)→ IX を得る。
定義 1.4. (主イデール群) PX := Im(∆X)をX の主イデール群という。
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2 ハッセのノルム原理
2.1 ハッセのノルム原理のステートメント
本研究課題の動機となった整数論におけるハッセのノルム原理を紹介する。

定理 2.1. (ハッセのノルム原理 [2]) E/F を代数体の有限次巡回拡大として、E,F のイデール群、
主イデール群を各 IE , IF、PE , PF とし、NE/F : IE → IF , NE/F : PE → PF を得る。
このとき、NE/F (IE) ∩ PF = NE/F (PE)が成立。
この位相幾何学的類似を述べる。

定理 2.2. (幾何学的ハッセのノルム原理 [9]) M を非常に許容的な絡み目 Lを備える整ホモロ
ジー３球面、f : N → M を L0 ⊂ Lで分岐する有限次巡回分岐被覆とする。この時、f∗ : IN →
IM , f∗ : PN → PM が誘導される。
このとき、f∗(IN ) ∩ PM = f∗(PN )が成立。

図 1: ハッセのノルム原理の解釈

この式は上の図のように解釈することができる。図 1の右下の結び目をイデール群のK成分と
する。これが図 1の左下の図のような紫の曲面AK の境界になっていて被覆空間では図 1の右上
の図のような絡み目K1 tK2になっているならば、図１の左上のような曲面AK1 , AK2 が存在し
てこの図式が可換になる、即ち境界を取る操作と被覆により低空間へ送る操作が順番に依らない
ということである。このような曲面が取れてしまうというのは f の巡回性がいかに強い条件なの
かをよく表している。しかし、このような曲面がとれるというメリットとは裏腹に、定理 2.2.を
示すには余計な情報もついてきてしまうという事情がある。この余計な情報は無視できるという
ことを示すために、∆M の明示化を使う。

2.2 ∆M の明示化
M は整ホモロジー 3球面、有限部分絡み目 L ⊂ M であるから、H2(M,L)は Lの各成分のザ
イフェルト曲面で生成される。∂L : H2(M,L)→ H1(∂VL)は切除同型と境界準同型の合成により
得られたので、Lの各成分のザイフェルト曲面に IntVLの穴を開けた後、境界を取る操作を施す。
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図 2: ハッセのノルム原理の解釈

図 2のような穴あき曲面AK1 , AK2に対して境界を取る場合を考える。AK1に境界をとると、外
側のループはK1自身のロンジチュードに、内側のループはK1に絡んでいる結び目のメリディア
ンになる。よって、Lの成分K のザイフェルト曲面 SK に対して、∂Lは次のように表せる。

∂L(SK) := [λK ]−
∑

K′⊂L\K

lk(K,K ′)[µK′ ].

∂Lに対して Lに関する極限を取ると、∆M を明示化することができる。

3 種の理論
3.1 ヒルベルトの定理 90

この節では種の理論の証明で必要になるヒルベルトの定理 90を紹介する。数体のイデール群に
対するヒルベルトの定理 90は次の通り。

定理 3.1. (数体のイデール群に対するヒルベルトの定理 90 [1, Chapter 7, Corollary 7.4]) E/F を
代数体の有限次巡回拡大でGal(E/F ) = 〈σ〉とする。このとき、任意の a ∈ IE に対して、b ∈ IE
が存在して a = (σ − 1)bを満たす。

一方、トポロジーでは次の通り。以下、S3に対して、S3は非常に許容的な絡み目L ⊂ S3を備
えるものとする。

定理 3.2. (3次元多様体に対するヒルベルトの定理 90 [10]) f :M → S3を L0 ⊂ Lで分岐する素
数次巡回分岐被覆でGal(M/S3) = 〈τ〉とする。このとき、任意の a ∈ IM に対して、b ∈ IM が存
在して a = (τ − 1)bを満たす。

3.2 種の理論
最初に、幾何学的種の理論の先行研究を挙げる。被覆の底空間が有理ホモロジー 3球面で素数

次巡回被覆の場合 [8, 15]、底空間が S3で任意の有限次巡回被覆の場合 [5, Theorem]、任意の 3次
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元多様体の有限次分岐ガロア被覆の場合 [11, Theorem 3.2]がある。今回の論文は彼らのアプロー
チと異なり、 数論における種の理論 [3, Section 2]と証明まで含めて完全にパラレルになってい
る点に特色がある。では、数論における種の理論について紹介しよう。

定理 3.3. (種の理論 cf.)[3, Section 2]) n ≥ 2 を自然数, {p1, · · · , pr : 素数 |pi ≡ 1 mod n},
SpecOk → SpecZを p1 · · · , prで分岐する n次巡回分岐被覆とする。H+(k)のイデアル類を代表
するイデアルは各 piと互いに素なOkのイデアルを取り、[a], [b] ∈ H+(k)に対して次のような同
値関係を定める。[a] ≈ [b]:同じ種に属するdef⇔

(
Nk/Q(a)

pi

)
n
=

(
Nk/Q(b)

pi

)
n
.

この時、H+(k)/ ≈ ∼= (Z/nZ)r−1が成り立つ。

一方、今回の結果は次の通り。

定理 3.4. ([10]) pを素数、L0 = K1 t · · · tKr ⊂ S3を絡み目、L0 ⊂ Lを S3の非常に許容的な
絡み目、f : M → S3を L0で分岐する p次巡回分岐被覆とする。H1(M)のホモロジー類を代表
する 1次元輪体は f−1(L0)と交わらないとし、このとき [a], [b] ∈ H1(M)に対して次のような同
値関係を定める。[a] ≈ [b]:同じ種に属するdef⇔ lk(f∗(a),Ki) ≡ lk(f∗(b),Ki) mod p.

このとき、H1(M)/ ≈ ∼= (Z/pZ)r−1が成り立つ。

[10]の証明のプロセスが [3, Section 2]と同様であることを確認する。方針としてはχ : H1(M)→
(Z/pZ)rを構成し、これに準同型定理を用いる。
H1(M)/ ≈ ∼= H1(M)/Kerχにおいて、Kerχ = (τ−1)H1(M)を示すためにハッセのノルム原理

とヒルベルトの定理 90を使う (但し τ は f のガロア群の生成元)。このことから、H1(M)/Kerχ ∼=
f∗(IM ) + PS3/f∗(UM ) + PS3 を示すことができる。
また、[7]による幾何学的類体論の同型射によって f∗(IM ) + PS3/f∗(UM ) + PS3

∼= (Z/pZ)r−1

が示される。
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絡み目の p 進トーション

吉崎彪雅

1. Introduction

本稿は，研究集会「結び目の数理VII」での筆者の講演内容をまとめたものであ
り，内容は [9] に基づく．本稿を通して，p を素数とし，d を正の整数とする．本稿
で主に紹介するのは，閉整ホモロジー 3 球面上の絡み目で分岐する Z d

p 被覆と呼ば
れる被覆の系列に対し，それらの 1 次ホモロジー群の位数が p 進的に収束すること
である．ここで Z d

p とは，p 進整数全体からなる集合 Zp := lim←−Z/pnZ の d 個直和
である．
本研究の背景について簡単に紹介する．数論の分野において，大域体と呼ばれる

対象の Zp 拡大と呼ばれる無限次拡大体に対して，その中間体の類数という不変量が
p 進的に収束することが発見された ([4, Corollary 2], [7, Theorem 2.1], [8, Theorem
5.3])．そして，数論と位相幾何学の類似を追求する数論的位相幾何学の観点から，結
び目の分岐 Zp 被覆 (Zp 拡大の類似物)に対して，部分被覆の 1次ホモロジー群の位
数 (類数の類似物) もまた，p 進的に収束することが証明された ([7, Theorem 3.1])．
本稿の主結果 Theorem 1.2 は，結び目に対する結果の絡み目への一般化である．
次に，本稿で使用する概念や記号について準備する．M を有向連結閉 3 次元多様

体，Lを tameな有限絡み目とする．写像 h : N →M が Lで分岐するM の有限次分
岐被覆であるとは，X =M−L, Y = N−h−1(L)とおくとき，制限写像 h|Y : Y → X
が有限次被覆空間であり，その X ↪→ M に関する Fox 完備化として h が実現さ
れることをいう．とくに，h∗(π1(Y )) が π1(X) の正規部分群であるとき，h は正規
(Galois) 被覆であるという．このとき，被覆変換群 G は G ∼= π1(X)/h∗(π1(Y )) を
満たす．逆に，有限群への全射準同型写像 τ : π1(X)→ G が与えられたとき，正規
部分群 ker τ ⊂ π1(X) に対応して，正規被覆 Y → X 及び正規分岐被覆 N →M が
定まる．
Definition 1.1 (分岐 Z d

p 被覆). M を閉整ホモロジー 3 球面とし，L = l1 ∪ · · · ∪ ld
をM 内の d成分絡み目とする．π1(M−L)ab におけるメリディアンを m1, ..., md と
する．群準同型写像 τ : π1(M−L)→ Z d を，アーベル化 π1(M−L)→ π1(M−L)ab
と標準同型 π1(M − L)ab ∼= Zd;mi 7→ ei (ei は Zd の標準基底) の合成写像とする．
正の整数からなる組 (n1, ..., nd) に対して，Γn1,...,nd

=
∏

i p
niZ とおく．τ と自然な

全射 Z d → Z d/Γn1,...,nd
との合成写像を τn1,...,nd

とおき，ker τn1,...,nd
に対応する分岐

被覆を Mn1,...,nd
→M とかけば，これは自然に逆系をなす．これを本稿では (M,L)

の分岐 Z d
p 被覆と呼ぶ．

有限とは限らない群 A に対して，

|A| =

{
A の元の個数 A が有限集合
0 A が無限集合

と定める．また，Anon-p を，位数が有限かつ p と素な元全体からなる部分群とする．
本稿の主結果は次の通りである．

1
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Theorem 1.2. すべての (n1, ..., nd) ∈ Z d
>0 に対して，Mn1,...,nd

が有理ホモロジー 3
球面となる絡み目で分岐する Z d

p 被覆に対して，limn1,...,nd→∞ |H1(Mn1,...,nd
;Z)non-p|

は Zp において収束する．
Theorem 1.2の証明には，多変数多項式の巡回終結式と呼ばれる対象の p進収束性

を用いる (Theorem 2.1)．巡回終結式定義や結果については，Section 2 でまとめる．
Section 3では，Theorem 2.1 と，Mayberry–Murasugi, Porti らによるホモロジーの
位数を計算する公式 (Theorem 3.1) を用いて，Theorem 1.2 を証明する．Section 4
では，具体例として k-twisted Whitehead link (k ∈ Z>0) に対する p 進極限値の
計算結果を紹介する．講演では計算方法について言及しなかったが，k が偶数の場
合は計算が簡単なので，計算方法も併せて紹介する．Section 5 では，Theorem 1.2
の極限値が，p 進トーションという CW 複体の不変量と一致することを紹介する
(Theorem 5.1)．Section 6 では，現在残っている課題を共有する．

2. 巡回終結式
Theorem 1.2 は，整数係数多項式の巡回終結式というものの p 進的ふるまいから

従う．そのため本節では，巡回終結式とその p 進収束性を紹介する．
R を整域とする．t を変数とする多項式 f, g ∈ R[t] に対して，

f = amt
m + am−1t

m−1 + · · · a0,
g = bnt

n + bn−1t
n−1 + · · · b0,

am, bn 6= 0 とおく．f と g の終結式 Res(f, g) を，Sylvester 行列

Syl(f, g) =



am am−1 · · · a0
. . . . . . . . .

am am−1 · · · a0
bn bn−1 · · · b0

. . . . . . . . .
bn bn−1 · · · b0


の行列式を用いて，

Res(f, g) = det Syl(f, g)

によって定める．正の整数の組 n1, ..., nd ∈ Zd をとる．整数係数多変数多項式
f(t1, ..., td) ∈ Z[t1, ..., td] に対して，各変数について反復的に終結式をとることで，

rn1,...,nd
(f) = Res(tp

n1

1 − 1, ...,Res(tp
nd

d − 1, f))

を定義する．[7] において，d = 1 の場合，すなわち一変数多項式に対する rn(f) の
p 進収束性を証明した．今回，これを多変数に拡張した．
Theorem 2.1. 多重数列 (rn1,...,nd

(f)) は Zp で収束する．
Remark 2.2. 数列 (rn1,...,nd

(f)) が収束する場合，n = n1 = · · ·nd を満たす部分列
(rn,...,n(f)) もまた同じ値に収束する．
また，定理の証明から自然に次も分かる．

Corollary 2.3. ある組 (m1, ...,md) ∈ Z d
>0 に対して，ϕi(ti) | tp

mi

i − 1 (1 ≥ i ≥ d)
なる多項式 ϕi をとる．このとき，ni ≥ mi における多重数列

Res(
tp

n1

1 − 1

ϕ1(t1)
,Res(

tp
n2

2 − 1

ϕ2(t2)
, ...,Res(

tp
nd

d − 1

ϕd(td)
, f)))

は，Zp で収束する．
2
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3. Theorem 1.2 の証明
本節では，巡回終結式の収束性から Theorem 1.2を導く．そのために，Mayberry–

Murasugi, Portiらによる結果を紹介する．M を整ホモロジー 3球面とする．被覆変換
群が有限アーベル群 Gとなる，絡み目 Lで分岐する分岐被覆空間 h : N →M を考え
る．このとき，h : N →M に対応するような全射準同型写像 σ : π1(M−L)→ Gが存
在するのであった．Gから C∗への準同型写像全体を Ĝとする．絡み目 L = l1∪· · ·∪ld
に対して，各成分のメリディアンを選び mi (1 ≤ i ≤ d) とする．ξ ∈ Ĝ に対して，
L の部分絡み目 Lξ = ∪ξ(σ(mi))̸=1li を定め，Lξ の成分数を d(Lξ) とする．また，Lξ
の成分の番号は ξ1, ..., ξd(Lξ) とする．たとえば，Lξ = lξ1 ∪ · · · ∪ lξd(Lξ)

となり，対応
するメリディアンは mξ1 , ..., mξd(Lξ)

となる．Ĝ(1) = {ξ ∈ Ĝ | Lξ: one component}
と定める．以上の設定で，次が成り立つ．
Theorem 3.1 ([5, Theorem 10.1], [2, Theorem 1.1]).

|H1(N ;Z)| = |G|∏
ξ∈Ĝ(1) |1− ξ(σ(mξ1))|

∏
ξ∈Ĝ

|∆Lξ
(ξ(σ(mξ1)), ..., ξ(σ(mξd(Lξ)

)))|. (3.1)

Theorem 2.1 (Corollary 2.3)と Theorem 3.1を用いて，主結果を証明する．µp(n) =
{ζ ∈ C | ζpn = 1, ζ 6= 1} とおく．まず，Γ =

∏
i p

niZp とおき，Definition 1.1 にお
ける τΓ に対して Theorem 3.1 を適用すれば，Mn1,...,nd

の 1 次ホモロジーの位数が
得られる．ここで，各メリディアン mi に対して τΓ(mi) の位数は pni であることに
注意する．このとき，(3.1) の分数部分は 1 となることがわかる．さらに，ξ ∈ Ĝ が
走る部分を，L の部分絡み目が走るように並び替えると，Mn1,...,nd

のホモロジーの
位数は次のように書ける．

|H1(Mn1,...,nd
,Z)| =

∏
L′⊂L

∏
ζ1∈µp(nL′

1
)

· · ·
∏

ζd(L′)∈µp(nL′
d(L′)

)

|∆L′(ζ1, ..., ζd(L′))|

=
∏
L′⊂L

|Res(t
p
n
L′
1

1 − 1

t1 − 1
, ...,Res(

tp
n
L′
d(L′)

d(L′) − 1

td(L′) − 1
,∆L′))|.

ここで，添え字の L′
1, ..., L

′
d(L′) は，L′ の成分の番号である．これに Corollary 2.3

を適用すれば，主結果 (Theorem 1.2) が得られる．
4. 具体例

M = S3 とし，L として twisted Whitehead link の場合に，Z2
p 被覆のホモロジー

の位数の p 進極限値を計算する．正の整数 k に対して，k-twisted Whitehead link
Lk を fig. 1 の形の絡み目とする．
このとき，閉整ホモロジー 3 球面 M 上 Lk で分岐する Z2

p 被覆 (Mn1,n2 → M)
に対して，

lim
n1,n2→∞

|H1(S
3
n1,n2

;Z)non-p| =
m|m|p

ωp(m|m|p) if k = 2m,
ωp(2)

2
if k = 2m+ 1, p 6= 2

(−1)mω2(m+1)−ω2(m)
k

∏
ζ∈µ2\{−1} | log2

mζ+m+1
mζ+m+ζ

|2 log2 mζ+m+1
mζ+m+ζ

if k = 2m+ 1, p = 2.

となる．ここで，| · |p は正規化された p 進絶対値とし，ωp はタイヒミュラー指標と
する．ただし，m が偶数の場合は ω2(m) = 0 と定める．また，µ2 = ∪n≥1µ2(n) と

3
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Figure 1. Lk

する．ここでは k = 2m の場合の計算方法を見る．Lk の Alexander 多項式は次の
形である ([6, Proposition 12.2])．

∆Lk
(t1, t2) =

{
m(1 + t1t2 − t1 − t2) if k = 2m, m ≥ 1

1 +m−m(t1 + t2) + (1 +m)t1t2 if k = 2m+ 1, m ≥ 0.

Lk の任意の 1 成分部分絡み目 L′ は自明な結び目であるため，∆L′(t1, t2) = 1 とな
る．よって，Theorem 1.2 の証明をふまえると，H1(Mn;Z) の位数は以下のように
書ける．

|H1(S
3
n1,n2

;Z)| =
∏

ζ1∈µp(n1)

∏
ζ2∈µp(n2)

|m(1 + ζ1ζ2 − ζ1 − ζ2)|.

右辺を変形していくと，
|H1(S

3
n1,n2

;Z)| =
∏

ζ1∈µp(n1)

∏
ζ2∈µp(n2)

|m(1− ζ1)(1− ζ2)|

= m(pn1−1)(pn2−1)
∏

ζ1∈µp(n1)

|1− ζ1|pn2−1
∏

ζ2∈µp(n2)

|1− ζ2|


= m(pn1−1)(pn2−1)

∏
ζ1∈µp(n1)

(
|1− ζ1|p

n2−1pn2
)

= m(pn1−1)(pn2−1)pn1(pn2−1)+n2(pn1−1).

となる．よって，non-p part の位数は (m|m|p)(p
n1−1)(pn2−1) となり，n1, n2 →∞ で

m|m|p/ωp(m|m|p) に収束することが分かる．
k = 2m+1 の場合も基本的には同様の計算方法であるが，少し技巧的な計算が必

要になる．

5. p 進トーション
2020年に，Kionke [3] は p 進トーションというホモトピー不変量を定義した．本

節では，主結果の p 進極限値と p 進トーションとの関係について紹介する．まず，
p 進トーションの定義を簡単に紹介する．有限 CW-複体 X に対して，X̃ を X の
普遍被覆とし，X の部分集合 A をとる．G を開副 p-群を部分群に持つ副有限群と
し，ϕ : π1(X)→ G を群準同型写像とする．開部分群 Γ ⊂ π1(X) に対して，Γ に対
応する X の不分岐被覆を hΓ : X̃/Γ→ X と表記する．また，R を 1/p を含む単位
的可換環とし，有限生成アーベル群 H のトーション部分群を torsH によって表す

4
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ことにする．このとき，j 番目の p 進トーションとは
t
[p]
j (X,A;ϕ,R) := #G

p (tors lim−→
N<G

Hj(X̃/ϕ−1(N), AN ;R)) (5.1)

によって定義されるものである．ここで，#G
p は集合の位数を p 進的に補完する関

数であり，有限集合に対してはその位数を，p 進的に “許容的”な (“admissible”[3,
Definition 4.2]) 無限集合については，Zp あるいは ∞ に値をとるものである (詳し
くは [3, Section 4])．また，N は G の開正規部分群を亙り，AN = h−1

φ−1(N)(A) と
する．
本節の結果は次である．

Theorem 5.1. M を整ホモロジー 3 球面とし，d 成分絡み目 L に対して，アレキ
サンダー多項式 ∆L(t1, ..., td) が (1, ..., 1) 以外の 1 の p べき根対で 0 にならないと
する．N(L) を M における L の管状近傍とし，E(L) = M − intN(L) とおく．こ
のとき，

lim
n1,...,nd→∞

|H1(Mn1,...,nd
;Z)non-p| = t

[p]
2 (E(L), ∂E(L);ϕ,Z[1/p]).

証明は，Kionkeによる “近似定理”を利用する．
Theorem 5.2 ([3, Theorem 5.11]). ∩nNn = {1} をみたす G の正規閉部分群の列
N1 ⊃ N2 ⊃ N3 ⊃ · · · に対して，

lim
n→∞

|torsHj(X̃/ϕ−1(Nn)), ANn ;R| = t
[p]
j (X,A;ϕ,R)

が成り立つ．
Theorem 5.1の証明. n = n1 = · · · = nd の場合を考え，Mn =Mn,...,n とおく．この
とき Remark 2.2 より，

lim
n1,...,nd→∞

|H1(Mn1,...,nd
;Z)non-p| = lim

n→∞
|H1(Mn;Z)non-p| (5.2)

である．X = E(L) とおく．Γ = (pnZp)d に対応する被覆空間を hn : Xn → X とす
る．(5.2) とあわせれば，Theorem 5.2 より，

|torsH2(Xn, ∂Xn;Z[1/p])| = |H1(Mn;Z)non-p|
を示せればよい．まず，

|torsH2(Xn, ∂Xn;Z[1/p])| = |torsH2(Xn, ∂Xn;Z)non-p|
であるから，Z 係数コホモロジーを見ればよい．Lefschetz 双対より，

H2(Xn, ∂Xn;Z) ∼= H1(Xn;Z)
を得る．Hartley–Murasugi [1, Theorem 2.1] より，

torsH1(Xn;Z) ∼= tors(H1(Mn;Z)/〈h−1
n (L)〉) (5.3)

となる．ここで，〈h−1
n (L)〉 は h−1

n (L) の各成分の類で生成される H1(Mn;Z) の部分
群である．H1(M ;Z) = 0 より，L の各成分 K には Seifert 曲面 ΣK が存在する．
∆L に対する仮定より，L は hn で分解しない (すなわち，#h−1

n (L) = d)．よって
各 K に対して ∂h−1

n (ΣK) = eKh
−1
n (K) (eK は分岐指数) となるため，H1(Mn;Z) に

おいて eK [h
−1
n (K)] = 0 となる．eK は被覆変換群 (Z/pnZ)d の位数 pnd を割るた

め，特に p べきである．従って [h−1
n (K)] は H1(Mn;Z) の p-パートに含まれ，(5.3)

より，
torsH1(Xn;Z)non-p ∼= torsH1(Mn;Z)non-p

となる． □
5
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6. 課題
現在残っている課題を挙げる．
• Theorem 1.2 では，「すべての有限次部分被覆が有理ホモロジー 3 球面となる
分岐 Z d

p 被覆」という仮定がついているが，一般には分岐 (Z/pnZ)d 被覆が
有理ホモロジー 3 球面とならない (1 次ホモロジー群が有限にならない) 絡
み目も存在する．そのような場合に，1 次ホモロジー群のトーションパート
の位数に対して p 進収束性を示し，その極限値の具体例を求めよ．
• Theorem 5.1 では，絡み目が分解しないこと (Alexander 多項式が (1, ..., 1)
以外の 1 の素数べき根で消えないこと) を仮定している．こちらも一般には
成り立たないが，p 進トーションと一致するだろうか．
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Twisted Whitehead 絡み目のトーション関数の零点集合について

植木 潤 (Jun Ueki)

Abstract

結び目や絡み目の群の既約 SL2C指標がなす代数多様体上で, Reidemeisterトーション関
数が定める因子（零点集合に重複度の情報を備えたもの）を調べ, とくに次の 2点を指摘
する. (1) Whitehead絡み目W1の群の non-acyclicな既約表現は, (−3,−3)-fillingを経由
することで特徴付けられる. (2) twisted Whitehead 絡み目Wk (k ∈ Z)について, ホロノ
ミー表現が乗っている指標多様体の既約成分上で, 因子の重複度は 2である.
本稿は研究集会「結び目の数理 VII」の報告集記事であり, 内容は論文 [TTU22,

BTTU23] に基づく.

1. Figure-eight knot, and twist knots

1.1 SL2C指標多様体
K = 41 (figure-eight knot)の群は

πK = π1(S
3 − 41) = 〈a, b | aw = wb〉

という表示をもつ. ここに a, bはメリディアン元であり, w = [a, b−1]とおく. 一般に g ∈ πK に対し
tr g : Hom(πK , SL2C); ρ %→ tr ρ

という写像を考える. πK の SL2C指標たちは, x = tr a, y = tr abによってパラメトライズされる.
表現の共役類の集合について

Hom(πK , SL2C)//conj. = {tr ρ | ρ ∈ Hom(πK , SL2C)}

という等式があり, f(x, y) = 2x2 − x2y + y2 − y − 1 ∈ Z[x, y]と置くと, 既約 SL2C指標の全体と
代数的集合 {(x, y) ∈ C2 | f(x, y) = 0, x2 − y − 2 '= 0}の間に自然な全単射がある.

1.2 トーション関数
πK の既約 SL2C表現の各共役類の代表元は, C[x, y]の 2次拡大に値を持つRileyの普遍 SL2C表現
ρR に指標多様体の座標を代入することで得られる. そのReidemeisterトーションは複体の基底を
選ぶことで決まる不変量であるが, 一般に境界が空でない連結な 3次元多様体は 2次元複体に潰れ
るので, 群の表示から Fox微分によって計算することができ,

τ(S3 −K,ρR) = −2(x− 1) := τ(x, y) ∈ Z[x, y]

と計算される. また, FracZ[x, y]の単元倍を除き, 局所係数ホモロジーの orderを用いて τ(S3 −
K,ρR)

.
=
∏

i(ordHi(S3 −K,ρR))(−1)i となる.

各既約 SL2C表現 ρに対し, τ(S3 −K,ρR)に ρの共役類の座標を代入することで τ(S3 −K, ρ)
の値が得られ, 関数 τ(S3 −K,ρR)の零点は non-acyclicな SL2C表現に対応する.

なお GL1 普遍表現 ρ1 を考えると, K の Alexander多項式 ∆K(t)について τ(S3 − K,ρ1)
.
=

∆K(t)/(t− 1) となる. この意味で τ(x, y)はAlexander多項式の SL2版と考えられる.

2020 Mathematics Subject Classification Primary 57K10, 11R23; Secondary 57K31, 11S05
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植木 潤 (Jun Ueki)

1.3 零点の位数
B.Mazurの問題 [Maz00]の, この文脈での解釈が示唆することに, 代数多様体 f(x, y) = 0上の多項
式関数 τ(x, y)の零点の重複度は, 繊細かつ興味深い対象である.

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

上の図は R2での f(x, y) = 0と τ(x, y) = 0の様子である. 2つの曲線が共有点で接しているこ
とが見て取れる. このことは, τ(x, y)の f(x, y) = 0上の零点の重複度が 2である, と換言される.

K = 41に限らず次が言える. 各 n ∈ Zに対し twist結び目 J(2, 2n)を次の図で定める.

n full-twists

J(2, 0) = 01 (unknot), J(2, 2) = 31 (trefoil), J(2,−2) = 41 (figure-eight) である.

定理 1.1 [TTU22, Theorem B]. 任意の twist結び目 J(2, 2n) (n ∈ Z)に対し, 記号を同様に定めた
とき, トーション関数 τ(x, y)の指標多様体 f(x, y) = 0上の零点の重複度は 2である.

同様の性質は他の結び目についても見られ, 一般に次が期待される.

予想 1.2. 一般に素な双曲結び目K に対し, ホロノミー表現を含む既約 SL2C指標の多様体上で,
トーション関数の零点の重複度は 2であろう.

1.4 幾何学的な解釈
定理 1.3 [TTU22, Theorems C,D]. 任意の twist結び目 J(2, 2n) (n ∈ Z)の既約 SL2C表現 ρにつ
いて,

ρが non-acyclic ⇐⇒
iff

ρは−3-fillingを経由し, かつ tr ρ(a−1wn) = −1

という同値性がある.

なお一般の体 F上で, A ∈ SL2Fについて, ordA = 3 ⇐⇒
iff

trA = −1 という同値性がある.
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2. Whitehead link

Whitehead絡み目W1は次の図で定義される.

m

µ

W1の群は表示
πW1

= π1(S
3 −W1) = 〈m,µ | mω = ωµ〉,

ω = ω(m,µ) を持つ. 既約 SL2C表現は x = trm, y = trµ, z = trmµ によってパラメトライズさ
れ, 既約 SL2C指標の代数多様体とトーション関数は, それぞれ

f(x, y, z) = xyz2 − z(x2 + y2 + z2) + xy + 2z,

τ(x, y, z) = −2(x+ y − z − 2)

によって与えられる.

定理 2.1 [BTTU23]. (1) (x, y, z) ∈ C3について, 次の同値性がある:

　　 f = 0 かつ τ = 0 ⇐⇒
iff

x+ y − 1 = 0 かつ z + 1 = 0　
　 ⇐⇒

iff
(x, y, z) ∈ C3に共役類が対応する既約表現 ρは, (−3,−3)-fillingを経由する.

(2) P を f = τ = 0上の genericな点とすれば, 環の局所化について
(C[x, y, z]/(f, τ))(P )

∼= (C[x, y, z]/((x+ y − 1)2, z + 1))(P ).

この環の長さから, f = 0上での τ の零点の重複度は 2である.

(−3,−3)-fillingによって得られる空間W (−3,−3)は 2つのレンズ空間の連結和L(3, 1)#L(3, 1)
であり, その基本群は三角群Γ(3, 3,∞)と同型である. (1)の系として, L(3, 1)#L(3, 1)の既約 SL2C

表現は全て non-acyclicである.

なおW1の第 2成分に対する−3-fillingを経由する指標全体がなす部分多様体は {x + y − 1 =
0, z+1 = 0}∪{x−y−1 = 0, z−1 = 0}である. W1の第 1成分に 1/n-fillingを施すとS3−J(2, 2n)
が得られ, 前節で述べた twist結び目 J(2, 2n)に対する既存の結果が復元される.

f = 0上の点 (a, b, c)周りでの陰関数を z = zf (x, y)とし, L(x, y) = τ(x, y, zf (x, y))と定める.
このとき (a, b)周りでの L(x, y)の Taylor展開を同じ記号 L(x, y)で表せば, (2)より, 極大イデア
ルm = (x− a, y− b) ⊂ C[[x− a, y− b]]に対し L(x, y) ∈ m2 かつ L(x, y) '∈ m3である. この性質は,
有限体上の表現の CDVR上の普遍変形 ρに付随する “代数的 L関数” Lρに遺伝する.

因子の零点の重複度という概念には長い歴史があり, 交叉重複度と深い関係がある. 今回我々は
[Sha13, Chapter 3]に従って由緒ある方法で零点の重複度を定義し, Serreの交叉公式 (cf. [Har77,
Appendix A])を用いて局所環の長さを用いて重複度を計算した.

f(x, y, z) = 0と τ(x, y, z) = 0を R3内に図示すると次のようになる.
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W1の non-acyclic表現の特徴付けは, 次の一般的な事実の系と捉えることができる. これは閉 3
次元多様体に対する [Kit94, Main Theorem]の, 境界付き versionである.

定理 2.2 [BTTU23]. Mを cuspつき 3次元双曲多様体, NをMからfillingによって得られるSeifert
多様体とし, Nのbase orbifoldはEuler数 '= 0であるとする.表現ρ : π1M → SL2Cがπ1M ! π1N
(例外型手術) を経由し, ρは境界上で自明であり, generic fiberを I2に送るとする. このとき ρは
non-acyclicである.

3. Twisted Whitehead links

各 k ∈ Zに対し, Wkを次の図で定義する. W1はWhitehead linkである. なお標準的な 2橋絡み目
表示によればWk = b(2, k, 2) = b(2, k + 1,−2) となり, W−kとWk−2は互いに鏡映の関係にある.

m

µ

k
half
twists
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Wkの SL2C指標多様体は最初に [Tra16]で計算された. 次に [Tra18]で別の方法で計算され, ホ
ロノミー指標が属する既約成分が特定された. Wkのトーション関数は [NT19]で計算された.

なおWk から−1/l-filling (l ∈ Z)によって double twist knot J(k, 2l)が得られ, 諸性質が遺伝
する. また Borromean ringから fillingによってW2k−1たちが得られる.

定理 3.1 [BTTU23]. Wkの群の SL2C既約表現を考えた場合も, 既約指標の多様体の, ホロノミー
指標が乗っている既約成分 f = 0上では, τ の零点の重複度は 2である. 他の既約成分上では, τ の
零点の重複度は 1である.

証明. v = trµmµ−1m−1 = x2 + y2 + z2 − xyz − 2とおき, f, τ を C[x, y, z, w]の元と見れば, 環
C[x, y, z, w]/(f, τ, v − (x2 + y2 + z2 − xyz − 2)) の genericな点での局所化から得られる.

一般のWkに対する non-acyclic表現の具体的な幾何的特徴付けは, まだ得られていない:

問題 3.2. W1 に対するW (−3,−3) ∼= L(3, 1)#L(3, 1)に当たるものを, 一般のWk に対して見つ
けよ.
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BTTU23 Léo Bénard, Ryoto Tange, Anh T. Tran, and Jun Ueki, Multiplicity of non-acyclic SL2-
representations and L-functions of the twisted Whitehead links, preprint. arXiv:2303.15941,
2023.

Har77 Robin Hartshorne, Algebraic geometry, Graduate Texts in Mathematics, vol. No. 52, Springer-
Verlag, New York-Heidelberg, 1977. MR 463157

Kit94 Teruaki Kitano, Reidemeister torsion of Seifert fibered spaces for SL(2;C)-representations,
Tokyo J. Math. 17 (1994), no. 1, 59–75. MR 1279569

Maz00 Barry Mazur, The theme of p-adic variation, Mathematics: frontiers and perspectives, Amer.
Math. Soc., Providence, RI, 2000, pp. 433–459. MR 1754790 (2001i:11064)

NT19 Hoang-An Nguyen and Anh T. Tran, Twisted Alexander polynomials of twisted Whitehead links,
New York J. Math. 25 (2019), 1240–1258. MR 4028833

Sha13 Igor R. Shafarevich, Basic algebraic geometry. 1, third ed., Springer, Heidelberg, 2013, Varieties
in projective space. MR 3100243

Tra16 Anh T. Tran, Character varieties of (−2, 2m+1, 2n)-pretzel links and twisted Whitehead links,
J. Knot Theory Ramifications 25 (2016), no. 2, 1650007, 16. MR 3463852

Tra18 , The A-polynomial 2-tuple of twisted Whitehead links, Internat. J. Math. 29 (2018),
no. 2, 1850013, 14. MR 3770936

TTU22 Ryoto Tange, Anh T. Tran, and Jun Ueki, Non-acyclic SL2-representations of twist knots, −3-
Dehn surgeries, and L-functions, Int. Math. Res. Not. IMRN (2022), no. 15, 11690–11731. MR
4458562

植木 潤 (Jun Ueki) uekijun46@gmail.com
Department of Mathematics, Faculty of Science, Ochanomizu University; 2-1-1 Otsuka, Bunkyo-
ku, 112-8610, Tokyo, Japan

研究集会「結び目の数理 VII 」報告集

288


	cover
	preface
	contents
	33-reports
	1-kuno
	2-murakami
	序
	主結果
	漸近展開予想
	負定値鉛管多様体
	主結果

	証明の方針
	証明の方針の概略
	Gukov–Pei–Putrov–Vafa 不変量
	円周極限予想
	モジュラー変換公式と下側の矢印

	「モジュラー級数」の枠組み

	3-kobayashi
	4-morita
	5-nishimoto
	6-kin
	7-hirata
	8-okuhara
	9-iwamoto
	10-hama
	11-kuno
	12-nakashima
	13-iwai
	14-matsushima
	15-suzuki
	16-iida
	17-himeno
	18-ueda
	19-tsuno
	20-miki
	21-yasuda
	22-fukuda
	23-kai
	イントロダクション
	準備
	対称空間のカンドルオイラー標数
	カンドルオイラー標数の例
	カンドルオイラー標数の性質

	24-arai
	25-hasegawa
	26-bao
	27-ishii
	28-goda
	29-shimizu
	30-sakamoto
	31-tashiro
	¾뚷À�쓪
	¥케ꗃ¥묀꓎¥츀ꗫ¥뢶Íﴀ
	¥케ꗃ¥묀꓎¥츀ꗫ¥뢶Íﴀ꓎¥뤀ꗆ¡밀ꗈ¥ꗳ¥저
	M¤츀쳀¼ꠀ늽

	¼꓎Íﴀ쿀
	¥툀ꗫ¥�¥저꓎Ä췽90
	¼꓎Íﴀ쿀


	32-yoshizaki
	1. Introduction
	2. ‘—›ñ‘I„‰”®
	3. padiclimit ‡Ì‘ØŒ¾
	4. ‰ï‚ÌŠá
	5. p ’i…g†[…V…⁄…ﬁ
	6. ›Û‚è
	”Ó”«
	References

	33-ueki




