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概要
[3]から，次数 2の結び目不変量はガウス図式の数え上げの項と Arnold不変量の項の和で表すことが出来ること
が分かる．本稿では，同じく次数 2の不変量であるMilnorの 3重絡み数をあるコード図の数え上げと doodle不変
量を用いて表す．また本稿では，講演スライドで紹介したコード図の作り方を簡略化しており，例に挙げる絡み目
も変更している．

1 Doodle不変量
この章では doodleを定義した後，3成分 doodleの不変量を定義する．

定義 1.1. [cf.[2], [5]] Doodleとは，平面上の有限個の閉曲線の和集合であって，高々 2重点しか持たず，各 2重点が横
断的になっているものである．n個の閉曲線の和集合である doodleのことを n成分 doodleといい，D = (C1, . . . ,Cn)

と書く．また，doodle Dを構成している各 Ci のことを，doodleの成分という．

本稿では，断りがない限り doodleと書いたら 3成分 doodleを表しているものとする．

例 1.2. 図 1において，doodleの例とそうではない例を示す．図 1の (c)では，横断的ではない 2重点を持っている
点，(d)では 3重点を持っている点から，それぞれ doodleではない例となっている．

Doodleの例

Doodleではない例

(a) (b)

(c) (d)
図 1 Doodleと doodleではない例

定義 1.3. [cf.[2], [5]] 2つの doodle Dと D′ が isotopicであるとは，全同位な変形と Reidemeister変形の Iと IIと III

の一部だけで移り合うときにいう．

* mail:23ss108k@gmail.com



注意 1.4. 定義 1.3において，許可されている Reidemeister変形と禁止されている Reidemeister変形は次の図 2と 3

に示す通りである．これらの図では，同じ色で描かれた曲線は同じ成分の一部を表しており，変形前後で向きを保っ

RII

RI

RII

RIII

RIII

図 2 許可されている変形

図 3 禁止されている変形

ているものとする．

3成分 doodleの不変量を定義する．Doodle D = (C1,C2,C3)の C2 と C3 の交点 pの符号 δ(p; C2,C3)を図 4のよう
に定義する．そして，単純閉曲線 C1 の内部にある C2 と C3 の交点 pの符号 ϵ(p; C1,C2,C3)を図 5のように定義す

δ(p; C2,C3) = +1
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図 4 符号 δ(p; C2,C3)の絵

る．符号 ϵ(p; C1,C2,C3)は，C1 に反時計回りの向きがついていれば δ(p; C2,C3)と一致し，C1 に時計回りの向きが

ϵ(p; C1,C2,C3) = δ(p; C2,C3)
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図 5 符号 ϵ(p; C1,C2,C3)の絵

ついていれば δ(p; C2,C3)の −1倍となるものである．

定義 1.5 (cf. [2]). 各成分が自己交差を持たない doodle D = (C1,C2,C3)を考える．このとき，C1 の内部にあるすべて
の C2 と C3 の交点を考え，µ(C1,C2,C3)を次で定義する:

µ(C1,C2,C3) :=
∑

p

ϵ(p; C1,C2,C3). (1.1)

例 1.6. 図 6にて，µ(C1,C2,C3)の計算例を示す．

定義 1.5で定義した µ不変量を自己交差を持つ doodleに拡張する．Doodle D = (C1,C2,C3)の成分 C1 に着目し，
C1 の全ての自己交差に対して smoothingという自己交差を繋ぎ変える操作を行うことを考える（図 7を参照）．
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図 6 µ(C1,C2,C3)の計算例
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図 7 Smoothingの例

定義 1.7. Doodle D = (C1,C2,C3)を考え，C1 の全ての自己交差に smoothingを行うことで得られた単純閉曲線の和
集合を (C1,1, . . . ,C1,a)とする．このとき，µ(C1,C2,C3)を次で定義する:

µ(C1,C2,C3) :=
a∑

i=1

∑
p

ϵ(p; C1,i,C2,C3). (1.2)

この µ不変量は次の性質を満たす．

命題 1.8. (1) µ(C1,C2,C3)の値は整数である．
(2) － Ci と書いたら Ci と向きだけが入れ替わっているものを表しているとする．このとき，次の式が成り立つ:

µ((−1)s1C1, (−1)s2C2, (−1)s3C3) = (−1)sµ(C1,C2,C3) (s1, s2, s3 ∈ {0, 1}, s = s1 + s2 + s3). (1.3)

(3) S3 を 3次対称群とする．このとき，次の式が成り立つ:

µ(Cσ(1),Cσ(2),Cσ(3)) = sgn(σ)µ(C1,C2,C3) (σ ∈ S3). (1.4)

(4) µ不変量は，定義 1.3に関しての不変量となっている．

2 コード図の作り方
まずは doodleから絡み目を作ることを考える．Doodle D = (C1,C2,C3)から絡み目 L(D)を次のように作る．

• C1 と C2 の交点では C1 の方が上になるように上下をつける．
• C2 と C3 の交点では C2 の方が上になるように上下をつける．
• C3 と C1 の交点では C3 の方が上になるように上下をつける．
• 各成分の自己交点には適切な上下をつける．

例 2.1. 図 8にて，doodleから絡み目を作る例を示す．図 8の D′ の自己交差には左上から右下へ向かう方を上にする
ような上下をつけて L(D′)を作ったが，上下を逆にしても問題はない．

Doodleから出来る絡み目には次のことが成り立つ．

命題 2.2 (cf. [2]). (1) L(D)の各成分が自明になるように上下を付けられる．



D′ L(D′)

C1

C2

C3

L1

L2

L3

D L(D)

図 8 Doodleから絡み目を作る例

(2) L(D)のどの 2つの成分の絡み数を考えても 0になる．

ここからは，今回の主結果に必要なコード図を作っていく．

定義 2.3. S 1 上のコード図であって，次のような頂点を許すコード図のことを一般化されたコード図という．

• 他の頂点とコードで結ばれていない頂点．
• 2つ以上の頂点とコードで結ばれている頂点．

例 2.4. 図 9にて，頂点集合 V = {a, b, c, d}を持つ一般化されたコード図の例を示す．頂点 aは 2つ以上の頂点とコー
ドで結ばれている頂点であり，頂点 dは他の頂点とコードで結ばれていない頂点になっている．
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d

図 9 一般化されたコード図の例

図 10 の 3 成分絡み目 L = (L1, L2, L3) を基にコード図を作ることを考える．L から得られる doodle を DL =
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図 12

(C1,C2,C3)とし，DL から出来る絡み目を L(DL) = (L′1, L
′
2, L

′
3)とする（それぞれ図 11と 12を参照）．各交点には次



の図 13のような符号 γ(p; L1, Lk)がついていると仮定する（図 10の各交点には既にこの符号を右上につけている）．
Va(L1)を絡み目 Lにおいて L1 と他の成分との交点のうち，L1 の方が上にある交点を集めた集合とする．絡み目 Lと

γ(p; Lk, Ll) = −1
Lk Ll Ll Lk

p p

γ(p; Lk, Ll) = +1

図 13 符号 γ(p; L1, Lk)の絵

L(DL)を比較したときに，成分 Li と L j の交点の上下が入れ替わっている交点を集めた集合を Vc(Li, L j)とし，上下が
入れ替わっていない交点を集めた集合を Vnc(Li, L j)とする（図 14を参照）．L(DL)の作り方から，Va(L1)は次のよう

L(DL)
L1 L2
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r−2 ∈ Vc(L1, L3)

q+2 ∈ Vnc(L1, L2)

図 14 図 10の Lにおける Vc(L1, L3)と Vnc(L1, L2)の例

に書くことが出来る:

Va(L1) = {q+2 , r−2 , q+4 , r−4 } = {r−2 , r−4 } ⊔ {q+2 , q+4 } = Vc(L1, L3) ⊔ Vnc(L1, L2). (2.1)

ここで，2 点 bc3 と bnc2 を L1 上に取る．ただし，bc3 を始点，bnc2 を終点とするような L1 の一部を切り取ったとき
に，その上に Va(L1)の元が存在していないような位置に 2点を取ることにする（図 15を参照）．Va(L1)の元と 2点
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図 15

bc3 と bnc2 を頂点とするような一般化されたコード図 GL1 を次の手順で作っていく．

1. L1 上の Va(L1)の元と 2点 bc3 と bnc2 の位置に対応するように，S 1 上に各点を取る（図 16を参照）．ここで S 1

とは GL1 の外側の円周のことを表しており，L1 に対応する向きがついているとする．
2. Vc(L1, L3)の元と bc3 を交点を持たないようにコードで結ぶ．このとき，符号 γ(p; L1, L3)が +1の元は bc3 が終
点に，−1の元は bc3 が始点となるようにコードに向きをつける（図 17を参照）．これらのコードを集めた集合
を T1,3 とする．

3. 同様に，Vnc(L1, L2)の元と bnc2 をお互いに交点を持たないようにコードで結び，向きをつける（図 18を参照）．
このとき結んだコードを集めた集合を T1,2 とする．
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同じ様にコード図 GL2 と GL3 を作る．

定義 2.5. コード図 GLk において，Tk, j と Tk,i の全ての交点を符号 ϵ(p; S k,Tk, j,Tk,i)で足し合わせたものを
⟨

j i ,GLk

⟩
と書く．

3 主結果
定理 3.1. 向き付けられた 3成分絡み目 L = L1 ∪ L2 ∪ L3 を考え，Lから得られた doodleを DL = (C1,C2,C3)とする．
また，A3 を 3次交代群とする．このとき，Milnorの 3重絡み数は次のように書くことが出来る:

µ̄L(123) ≡ −µ(C1,C2,C3) −
∑

(i, j,k)∈A3

⟨
j i ,GLk

⟩
mod ∆L(123). (3.1)

例 3.2. 図 10 の絡み目 L の 3 重絡み目 µ̄L(123) を計算する．絡み目 L の絡み数はそれぞれ Link(L1, L2) =

2,Link(L2, L3) = 2,Link(L3, L1) = −2 であるので，∆L(123) = 2 である．また，doodle DL の µ 不変量を計算す
ると µ(C1,C2,C3) = +2であることが分かる（図 11を参照）．次に GL1 を基に

⟨
3 2 ,GL1

⟩を計算すると −3になるこ
とが分かる（図 18を参照）．同様に GL2 と GL3 を構成して，それぞれの交点の符号和を計算すると

⟨
1 3 ,GL2

⟩
= −1

となり，⟨2 1 ,GL3

⟩
= −1となることが分かる（図 19と 20を参照）．以上のことから，絡み目 Lの 3重絡み数を計算

すると次のようになる:
µ̄L(123) ≡ −2 − (−3 − 1 − 1) ≡ 1 mod 2. (3.2)

定理 3.1は次の定理を基に証明する．

定理 3.3 (cf. [4, Theorem(1)]). 絡み目 L = (L1, L2, L3)の各成分を境界とするザイフェルト曲面を Fi (i = 1, 2, 3)とし，
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F = F1 ∪ F2 ∪ F3 とする．任意のザイフェルト曲面 F に対して,次が成り立つ:

µ̄L(123) ≡ m123(F) − t123(F) mod ∆L(123). (3.3)

この定理で出てくる t123(F)はザイフェルト曲面 Fの 3重点の符号和を表しており，m123(F)は Liと Int (F j), Int (Fk)

の交点が定める語の追い越し数の和を表している（詳細は [4]を参照）．

定理 3.3の証明方針. 最初にコード図 GLi (i = 1, 2, 3)を基にして，次の手順で L1 を境界とする曲面を貼る．

1. ザイフェルトアルゴリズムによって L1 を境界とするザイフェルト曲面を貼る（図 21と 22を参照）．このよう

L1 L1
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図 21
L1 L1

D1

図 22

にして貼った曲面を D1 と置く．
2. ここでは図 23のように stretchという曲面を引き伸ばす操作をすることで D1を変形することを考える．Va(L2)

stretch
L2 L2

L1 L1

図 23

の元のうち L1 と L2 の交点になっている元を考える．この元に対応する D1 と L2 の交点の付近の曲面を，bc1

に向けて L2 の向きに沿って stretchする．ただし，太さと stretchする先を調整することで曲面同士が交点を持
たないようにする．



3. 同様に Va(L3)の元のうち L1 と L3 の交点になっている元を考える．この元に対応する D1 と L3 の交点の付近
の曲面を，bnc1 に向けて L3 の向きとは反対向きに stretchする．このときも太さと stretchする先を調整するこ
とで曲面同士が交点を持たないようにする．

以上の操作によって出来たザイフェルト曲面を Σ1 とおく．同様の手順で Σ2 と Σ3 を構成する．このとき，m123(Σ1 ∪
Σ2 ∪ Σ3) ≡ 0 mod ∆L(123)となる．また，ザイフェルト曲面 Σ1 ∪ Σ2 ∪ Σ3 に現れる 3重点は次の 2つに分けることが
出来る．

(1) 変形する前のザイフェルト曲面 D1 ∪ D2 ∪ D3 に現れる 3重点．
(2) 変形する前のザイフェルト曲面 D1 ∪ D2 ∪ D3 には現れない 3重点．

この後は (1)の 3重点の符号和が µ(C1,C2,C3)に対応していることを証明する（図 24を参照）．その後，(2)の 3重
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図 24

点の符号和が ∑(i, j,k)∈A3

⟨
j i ,GLk

⟩に一致することを示すことで定理 3.1を証明できる（図 25を参照）． □
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