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Abstract

S. Satoh and Y. Tomiyama gave a characterization of a multivariable polynomial invariant
of almost classical virtual links. N. Kamada extended the multivariable polynomial invariant to
twisted links. In this talk, We give some results which are similar to S. Satoh and Y. Tomiyama’s.

1 Preparation

1.1 virtual link の Alexander numbering

D を virtual knot diagram [1]とする．ここで，Dの semi-arc とは D の 2つの real crossing の間に
ある arc または real crossing を持たない loop のことである. また D の Alexander numbering とは D
の各 real crossing を構成する semi-arc に対して Fig. 1 の条件を満たす numbering である. (i, j ∈ Z)

Fig. 1: Alexander numbering

virtual link diagram の Alexander numbering の例を Fig. 2 に示す. ここで classical link diagram
は常に Alexander numbering 可能である.

Fig. 2: Alexander numbering

ここで，すべての virtual link diagram が Alexander numbering を持つとは限らない. Fig. 3 に
Alexander numbering を持たない virtual link diagram の例を示す.

Fig. 3: Virtual link diagram which does not admit an Alexander numbering.

virtual link diagram D が almost classical [2]であるということは，D が Alexander numbering可能
であるということである. virtual link L が almost classical であるということは，L が almost classical
な virtual link diagram を持つことである.
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1.2 virtual link の multivariable polynomial invariant

D を virtual link diagram とする. pole diagram とは， Fig. 4 に示すように edge 上に pole を持つ
link diagram のことである. Fig. 5 に pole diagram の例を示す.

Fig. 4: A pole

Fig. 5: A pole diagram

A-splice (または B-splice) とは Fig. 6 に示す link diagram の real crossing における local re-
placement のことである. ここで Fig. 6において, 上 (または下)の 各 real crossing における local
replacement を A-splice (または B-splice)という.

Fig. 6: A-splice and B-splice

D を link diagram とする. D の state とは D の各 classical crossing を A-splice (または B-splice)
して得られた pole diagram のことである. ここで D の state の loop 上の pole の数は even である.

map ι とは以下の条件を満たす state diagram の loop の集合から Z への写像である.

(i) ι
( )

= r, ここで pole は 交互に 2r 個あり, 点線部は virtual crossing を含む.

(ii) ι
( )

= ι
( )

(iii) ι
( )

= ι
( )

D を virtual link diagram とする. D の state S について, ♮S = (S の A-splice の数) − (S の
B-splice の数), ♯S = (S の loop の数), τi(S) = (ι(l) = i となる S の loop l の数) とする.

D の double bracket を以下に定める.

⟨⟨D⟩⟩ :=
∑
S

A♮S(−A2 −A−2)♯Sd
τ1(S)
1 d

τ2(S)
2 · · · ∈ Z[A±1, d1, d2 · · · ].

w(D) = (D の positive crossing の数) − (D の negative crossing の数) とする. D の multivariable
polynomial を以下に定める.



RD := (−A3)−w(D) ⟨⟨D⟩⟩ .

Theorem 1.1. (H. A. Dye, L.H. Kauffman and Y. Miyazawa [3], [4])
D を virtual link diagram とする. multivariable polynomial RD は virtual link の不変量である.

multitvariable polynomial RD ∈ Z[A±1, d1, d2 · · · ] について, Exp(RD) を RD の di を含まない項
の A の指数の集合とする.

Theorem 1.2. (T. Nakamura, Y. Nakanishi, S. Satoh and Y. Tomiyama [5])
L を almost classical な µ(L) compornent の virtual link とし, D を L の virtual link diagram とする.

Exp(RD) ⊂
{

4Z (µ(L) : even)
4Z+ 2 (µ(L) : odd)

この定理の例を示す. D を Fig. 2に示す virtual link diagram とし, Lを D を持つ virtual link とす
る. ここで multivariable polynomial RD = −A−10(A4 +1)(A16 +A12 +A8 +A4 +1) となり µ(L) = 1
であるので, 定理を満たしている.

1.3 twisted link の multivariable polynomial invariant

twisted link diagram [6]とは virtual link diagramの arc上に Fig. 7のように barを含んだ diagram
のことである. twisted link diagram の例を Fig. 7 の右側に示す.

Fig. 7: bar と twisted link diagram

twisted Reidemeister moves とは Fig. 8 に示す局所変形である. twisted link diagram D と D′ が
有限回の generalized Reidemeister move と twisted Reidemeister move で移り合うとき, D と D′ は同
値であるという. twisted link とは twisted link diagram の同値類である.

I II III

Fig. 8: twisted Reidemeister move

次に twisted link の multivariable polynomial invariant [7], [8] について定義する. D を twisted
link diagram とし, D に対して map ι を定義する. map ι とは以下の条件を満たす state diagram の
loop の集合から Z への写像である.

(i) ι
( )

= r, ここで pole は 交互に 2r 個あり, 点線部は virtual crossing, bar を含む.

(ii) ι
( )

= ι
( )

(iii) ι
( )

= ι
( )



(iv) 　ι
( )

= ι
( )

D の state の loop l に対して, l の bar の数が odd であるとき, ι(l) = 0 となる.

twisted link diagram D の state Sについて, ♮S = (S の A-splice の数) − (S の B-splice の数), ♯S
= (S の loop の数), ♯0S = (S の bar の数が odd である loop の数), τi(S) = (ι(l) = i となる S の loop
l の数) とする.

D の double bracket を以下に定める.

⟨⟨D⟩⟩ :=
∑
S

A♮S(−A2 −A−2)♯SM ♯0Sd
τ1(S)
1 d

τ2(S)
2 · · · ∈ Z[A±1,M, d1, d2 · · · ].

w(D) = (D の positive crossing の数) − (D の negative crossing の数) とする. D の multivariable
polynomial を以下に定める.

XD := (−A3)−w(D) ⟨⟨D⟩⟩ .

Theorem 1.3. (N. Kamada [7])
D を twisted link diagram とする. multivariable polynomial XD は twisted link の不変量である.

twisted link の multivariable polynomial の例を示す. D を Fig. 7 に示す twisted link diagram と
する. このとき multivariable polynomial XD = −A−12M(A4 + 1)(A6 +A4 − 1) となる.

2 Main result and applications

2.1 Main result

D を twisted link diagram とし, b1, b2, · · · , br を D の bar とする. ここで D の bar-edge とは D の
2つの real crossing または bar の間にある arc または real crossing, bar を持たない loop のことである.
また D の twisted pseudo Alexander numbering とは D の各 real crossing, bar を構成する bar-edge に
対して Fig. 9 の条件を満たす numbering である (i, j, lm, km ∈ Z). ここで lm, km とは D の bar bm に
隣接する bar-edge に対する twisted pseudo Alexander numbering である. 各 lm, km に対して, 和は n
になる.

Fig. 9: ｔ wisted pseudo Alexander numbering

D の twisted pseudo odd Alexander numbering とは D の各 lm, km の和が odd になる D の twisted
pseudo Alexander numbering であり, D の twisted pseudo odd Alexander numbering とは D の各
lm, km の和が evenになる D の twisted pseudo Alexander numbering である. Fig. 10 にその例を示す.



n = 1 n = 2

Fig. 10: twisted pseudo Alexander numbering の例

D の twisted pseudo odd Alexander numbering と twisted pseudo odd Alexander numbering に対
して, 以下の定理を発見した.

Theorem 2.1. D を twisted pseudo odd Alexander numbering を持つ twisted link diagram とする. こ
のとき D の multivariable polynomial に対して XD ∈ Z[A±1] が成り立つ.

Theorem 2.2. D を成分数が µ(L) で twisted pseudo even Alexander numbering を持つ twisted link
diagram とする. The multivariable polynomial XD ∈ Z[A±4,M ]A2µ(L)

この定理の例を示す. D1, D2 を Fig. 10 に示す twisted link diagram とする. ここで D1 が twisted
pseudo odd Alexander numbering を持ち, D2 が twisted pseudo even Alexander numbering を持つ.
また Lを D を持つ virtual link とする. このとき multivariable polynomial XD1 = −A4(A4+1)(A10−
A6 −A4 +A2 + 1), XD2 = −A−10(A4 + 1){(A8 − 3A4 + 1)A4 − (A16 − 2A8 + 1)M2} となり µ(L) = 1
であるので, 定理を満たしている.

2.2 application

L を twisted link とし, D を Fig. 11 に示す L の twisted link diagram とする. このとき multivariable
polynomial XD = −A−12(A4 + 1)(A6 + A4d1 − (A4 + 1)M2 + A4) となるので, L は twisted pseudo
Alexander numbering を持つ twisted link diagram を持たない.

D

Fig. 11: twisted pseudo Alexander numbering を持たない twisted link diagram

また, twisted link diagram D の twisted pseudo Alexander numbering に関して以下の proposition
を発見した.

Proposition 2.3. D を twisted link diagram とし, D̃ を D の double covering diagram とする. この
とき D が twisted pseudo Alexander numbering を持つならば, D̃ は almost classical である.

twisted link diagram Dの double covering diagram D̃ [9]について定義する. b1, b2, · · · , bk を twisted
link diagram D の bar とする．D を y 軸の左側に置き, D の任意の 2つの bar において, bar を通る
x 軸に平行な直線が同じにならないようにする．Fig. 12 のように D の y 軸対称の diagram の real
crossing の符号をすべて入れ替えて得られた diagram を s(D) とする.



D s(D)

Fig. 12: D と s(D)

D と s(D) の各 bar における近傍を Fig. 13 のように変形する. このようにして得られた diagram
D̃ を D の double covering diagram という．double covering diagramの例を Fig. 14 に示す.

⇒

D s(D) D̃

Fig. 13: double covering diagram

⇒

D s(D) D̃

Fig. 14: double covering diagram の例

ここで, Fig. 14 の twisted link diagram D は Fig. 15 に示すように twisted pseudo Alexander
numbering を持つ. このとき, D の double covering diagram D̃ は Fig. 15 に示すように almost
classical である.



⇒

D s(D) D̃

Fig. 15: D と D̃ の numbering
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