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1. Introduction

本稿は，研究集会「結び目の数理VII」での筆者の講演内容をまとめたものであ
り，内容は [9] に基づく．本稿を通して，p を素数とし，d を正の整数とする．本稿
で主に紹介するのは，閉整ホモロジー 3 球面上の絡み目で分岐する Z d

p 被覆と呼ば
れる被覆の系列に対し，それらの 1 次ホモロジー群の位数が p 進的に収束すること
である．ここで Z d

p とは，p 進整数全体からなる集合 Zp := lim←−Z/pnZ の d 個直和
である．
本研究の背景について簡単に紹介する．数論の分野において，大域体と呼ばれる

対象の Zp 拡大と呼ばれる無限次拡大体に対して，その中間体の類数という不変量が
p 進的に収束することが発見された ([4, Corollary 2], [7, Theorem 2.1], [8, Theorem
5.3])．そして，数論と位相幾何学の類似を追求する数論的位相幾何学の観点から，結
び目の分岐 Zp 被覆 (Zp 拡大の類似物)に対して，部分被覆の 1次ホモロジー群の位
数 (類数の類似物) もまた，p 進的に収束することが証明された ([7, Theorem 3.1])．
本稿の主結果 Theorem 1.2 は，結び目に対する結果の絡み目への一般化である．
次に，本稿で使用する概念や記号について準備する．M を有向連結閉 3 次元多様

体，Lを tameな有限絡み目とする．写像 h : N →M が Lで分岐するM の有限次分
岐被覆であるとは，X = M−L, Y = N−h−1(L)とおくとき，制限写像 h|Y : Y → X
が有限次被覆空間であり，その X ↪→ M に関する Fox 完備化として h が実現さ
れることをいう．とくに，h∗(π1(Y )) が π1(X) の正規部分群であるとき，h は正規
(Galois) 被覆であるという．このとき，被覆変換群 G は G ∼= π1(X)/h∗(π1(Y )) を
満たす．逆に，有限群への全射準同型写像 τ : π1(X)→ G が与えられたとき，正規
部分群 ker τ ⊂ π1(X) に対応して，正規被覆 Y → X 及び正規分岐被覆 N →M が
定まる．
Definition 1.1 (分岐 Z d

p 被覆). M を閉整ホモロジー 3 球面とし，L = l1 ∪ · · · ∪ ld
をM 内の d成分絡み目とする．π1(M−L)ab におけるメリディアンを m1, ..., md と
する．群準同型写像 τ : π1(M−L)→ Z d を，アーベル化 π1(M−L)→ π1(M−L)ab

と標準同型 π1(M − L)ab ∼= Zd;mi 7→ ei (ei は Zd の標準基底) の合成写像とする．
正の整数からなる組 (n1, ..., nd) に対して，Γn1,...,nd

=
∏

i p
niZ とおく．τ と自然な

全射 Z d → Z d/Γn1,...,nd
との合成写像を τn1,...,nd

とおき，ker τn1,...,nd
に対応する分岐

被覆を Mn1,...,nd
→M とかけば，これは自然に逆系をなす．これを本稿では (M,L)

の分岐 Z d
p 被覆と呼ぶ．

有限とは限らない群 A に対して，

|A| =

{
A の元の個数 A が有限集合
0 A が無限集合

と定める．また，Anon-p を，位数が有限かつ p と素な元全体からなる部分群とする．
本稿の主結果は次の通りである．
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Theorem 1.2. すべての (n1, ..., nd) ∈ Z d
>0 に対して，Mn1,...,nd

が有理ホモロジー 3
球面となる絡み目で分岐する Z d

p 被覆に対して，limn1,...,nd→∞ |H1(Mn1,...,nd
;Z)non-p|

は Zp において収束する．
Theorem 1.2の証明には，多変数多項式の巡回終結式と呼ばれる対象の p進収束性

を用いる (Theorem 2.1)．巡回終結式定義や結果については，Section 2 でまとめる．
Section 3では，Theorem 2.1 と，Mayberry–Murasugi, Porti らによるホモロジーの
位数を計算する公式 (Theorem 3.1) を用いて，Theorem 1.2 を証明する．Section 4
では，具体例として k-twisted Whitehead link (k ∈ Z>0) に対する p 進極限値の
計算結果を紹介する．講演では計算方法について言及しなかったが，k が偶数の場
合は計算が簡単なので，計算方法も併せて紹介する．Section 5 では，Theorem 1.2
の極限値が，p 進トーションという CW 複体の不変量と一致することを紹介する
(Theorem 5.1)．Section 6 では，現在残っている課題を共有する．

2. 巡回終結式
Theorem 1.2 は，整数係数多項式の巡回終結式というものの p 進的ふるまいから

従う．そのため本節では，巡回終結式とその p 進収束性を紹介する．
R を整域とする．t を変数とする多項式 f, g ∈ R[t] に対して，

f = amt
m + am−1t

m−1 + · · · a0,
g = bnt

n + bn−1t
n−1 + · · · b0,

am, bn 6= 0 とおく．f と g の終結式 Res(f, g) を，Sylvester 行列

Syl(f, g) =



am am−1 · · · a0
. . . . . . . . .

am am−1 · · · a0
bn bn−1 · · · b0

. . . . . . . . .
bn bn−1 · · · b0


の行列式を用いて，

Res(f, g) = det Syl(f, g)

によって定める．正の整数の組 n1, ..., nd ∈ Zd をとる．整数係数多変数多項式
f(t1, ..., td) ∈ Z[t1, ..., td] に対して，各変数について反復的に終結式をとることで，

rn1,...,nd
(f) = Res(tp

n1

1 − 1, ...,Res(tp
nd

d − 1, f))

を定義する．[7] において，d = 1 の場合，すなわち一変数多項式に対する rn(f) の
p 進収束性を証明した．今回，これを多変数に拡張した．
Theorem 2.1. 多重数列 (rn1,...,nd

(f)) は Zp で収束する．
Remark 2.2. 数列 (rn1,...,nd

(f)) が収束する場合，n = n1 = · · ·nd を満たす部分列
(rn,...,n(f)) もまた同じ値に収束する．
また，定理の証明から自然に次も分かる．

Corollary 2.3. ある組 (m1, ...,md) ∈ Z d
>0 に対して，ϕi(ti) | tp

mi

i − 1 (1 ≥ i ≥ d)
なる多項式 ϕi をとる．このとき，ni ≥ mi における多重数列

Res(
tp

n1

1 − 1

ϕ1(t1)
,Res(

tp
n2

2 − 1

ϕ2(t2)
, ...,Res(

tp
nd

d − 1

ϕd(td)
, f)))

は，Zp で収束する．
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3. Theorem 1.2 の証明
本節では，巡回終結式の収束性から Theorem 1.2を導く．そのために，Mayberry–

Murasugi, Portiらによる結果を紹介する．M を整ホモロジー 3球面とする．被覆変換
群が有限アーベル群 Gとなる，絡み目 Lで分岐する分岐被覆空間 h : N →M を考え
る．このとき，h : N →M に対応するような全射準同型写像 σ : π1(M−L)→ Gが存
在するのであった．Gから C∗への準同型写像全体を Ĝとする．絡み目 L = l1∪· · ·∪ld
に対して，各成分のメリディアンを選び mi (1 ≤ i ≤ d) とする．ξ ∈ Ĝ に対して，
L の部分絡み目 Lξ = ∪ξ(σ(mi)) ̸=1li を定め，Lξ の成分数を d(Lξ) とする．また，Lξ

の成分の番号は ξ1, ..., ξd(Lξ) とする．たとえば，Lξ = lξ1 ∪ · · · ∪ lξd(Lξ)
となり，対応

するメリディアンは mξ1 , ..., mξd(Lξ)
となる．Ĝ(1) = {ξ ∈ Ĝ | Lξ: one component}

と定める．以上の設定で，次が成り立つ．
Theorem 3.1 ([5, Theorem 10.1], [2, Theorem 1.1]).

|H1(N ;Z)| = |G|∏
ξ∈Ĝ(1) |1− ξ(σ(mξ1))|

∏
ξ∈Ĝ

|∆Lξ
(ξ(σ(mξ1)), ..., ξ(σ(mξd(Lξ)

)))|. (3.1)

Theorem 2.1 (Corollary 2.3)と Theorem 3.1を用いて，主結果を証明する．µp(n) =
{ζ ∈ C | ζpn = 1, ζ 6= 1} とおく．まず，Γ =

∏
i p

niZp とおき，Definition 1.1 にお
ける τΓ に対して Theorem 3.1 を適用すれば，Mn1,...,nd

の 1 次ホモロジーの位数が
得られる．ここで，各メリディアン mi に対して τΓ(mi) の位数は pni であることに
注意する．このとき，(3.1) の分数部分は 1 となることがわかる．さらに，ξ ∈ Ĝ が
走る部分を，L の部分絡み目が走るように並び替えると，Mn1,...,nd

のホモロジーの
位数は次のように書ける．

|H1(Mn1,...,nd
,Z)| =

∏
L′⊂L

∏
ζ1∈µp(nL′

1
)

· · ·
∏

ζd(L′)∈µp(nL′
d(L′)

)

|∆L′(ζ1, ..., ζd(L′))|

=
∏
L′⊂L

|Res(t
p
n
L′
1

1 − 1

t1 − 1
, ...,Res(

tp
n
L′
d(L′)

d(L′) − 1

td(L′) − 1
,∆L′))|.

ここで，添え字の L′
1, ..., L

′
d(L′) は，L′ の成分の番号である．これに Corollary 2.3

を適用すれば，主結果 (Theorem 1.2) が得られる．
4. 具体例

M = S3 とし，L として twisted Whitehead link の場合に，Z2
p 被覆のホモロジー

の位数の p 進極限値を計算する．正の整数 k に対して，k-twisted Whitehead link
Lk を fig. 1 の形の絡み目とする．
このとき，閉整ホモロジー 3 球面 M 上 Lk で分岐する Z2

p 被覆 (Mn1,n2 → M)
に対して，

lim
n1,n2→∞

|H1(S
3
n1,n2

;Z)non-p| =
m|m|p

ωp(m|m|p) if k = 2m,
ωp(2)

2
if k = 2m+ 1, p 6= 2

(−1)mω2(m+1)−ω2(m)
k

∏
ζ∈µ2\{−1} | log2

mζ+m+1
mζ+m+ζ

|2 log2 mζ+m+1
mζ+m+ζ

if k = 2m+ 1, p = 2.

となる．ここで，| · |p は正規化された p 進絶対値とし，ωp はタイヒミュラー指標と
する．ただし，m が偶数の場合は ω2(m) = 0 と定める．また，µ2 = ∪n≥1µ2(n) と
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Figure 1. Lk

する．ここでは k = 2m の場合の計算方法を見る．Lk の Alexander 多項式は次の
形である ([6, Proposition 12.2])．

∆Lk
(t1, t2) =

{
m(1 + t1t2 − t1 − t2) if k = 2m, m ≥ 1

1 +m−m(t1 + t2) + (1 +m)t1t2 if k = 2m+ 1, m ≥ 0.

Lk の任意の 1 成分部分絡み目 L′ は自明な結び目であるため，∆L′(t1, t2) = 1 とな
る．よって，Theorem 1.2 の証明をふまえると，H1(Mn;Z) の位数は以下のように
書ける．

|H1(S
3
n1,n2

;Z)| =
∏

ζ1∈µp(n1)

∏
ζ2∈µp(n2)

|m(1 + ζ1ζ2 − ζ1 − ζ2)|.

右辺を変形していくと，
|H1(S

3
n1,n2

;Z)| =
∏

ζ1∈µp(n1)

∏
ζ2∈µp(n2)

|m(1− ζ1)(1− ζ2)|

= m(pn1−1)(pn2−1)
∏

ζ1∈µp(n1)

|1− ζ1|p
n2−1

∏
ζ2∈µp(n2)

|1− ζ2|


= m(pn1−1)(pn2−1)

∏
ζ1∈µp(n1)

(
|1− ζ1|p

n2−1pn2
)

= m(pn1−1)(pn2−1)pn1(pn2−1)+n2(pn1−1).

となる．よって，non-p part の位数は (m|m|p)(p
n1−1)(pn2−1) となり，n1, n2 →∞ で

m|m|p/ωp(m|m|p) に収束することが分かる．
k = 2m+1 の場合も基本的には同様の計算方法であるが，少し技巧的な計算が必

要になる．

5. p 進トーション
2020年に，Kionke [3] は p 進トーションというホモトピー不変量を定義した．本

節では，主結果の p 進極限値と p 進トーションとの関係について紹介する．まず，
p 進トーションの定義を簡単に紹介する．有限 CW-複体 X に対して，X̃ を X の
普遍被覆とし，X の部分集合 A をとる．G を開副 p-群を部分群に持つ副有限群と
し，ϕ : π1(X)→ G を群準同型写像とする．開部分群 Γ ⊂ π1(X) に対して，Γ に対
応する X の不分岐被覆を hΓ : X̃/Γ→ X と表記する．また，R を 1/p を含む単位
的可換環とし，有限生成アーベル群 H のトーション部分群を torsH によって表す
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ことにする．このとき，j 番目の p 進トーションとは
t
[p]
j (X,A;ϕ,R) := #G

p (tors lim−→
N<G

Hj(X̃/ϕ−1(N), AN ;R)) (5.1)

によって定義されるものである．ここで，#G
p は集合の位数を p 進的に補完する関

数であり，有限集合に対してはその位数を，p 進的に “許容的”な (“admissible”[3,
Definition 4.2]) 無限集合については，Zp あるいは ∞ に値をとるものである (詳し
くは [3, Section 4])．また，N は G の開正規部分群を亙り，AN = h−1

φ−1(N)(A) と
する．
本節の結果は次である．

Theorem 5.1. M を整ホモロジー 3 球面とし，d 成分絡み目 L に対して，アレキ
サンダー多項式 ∆L(t1, ..., td) が (1, ..., 1) 以外の 1 の p べき根対で 0 にならないと
する．N(L) を M における L の管状近傍とし，E(L) = M − intN(L) とおく．こ
のとき，

lim
n1,...,nd→∞

|H1(Mn1,...,nd
;Z)non-p| = t

[p]
2 (E(L), ∂E(L);ϕ,Z[1/p]).

証明は，Kionkeによる “近似定理”を利用する．
Theorem 5.2 ([3, Theorem 5.11]). ∩nNn = {1} をみたす G の正規閉部分群の列
N1 ⊃ N2 ⊃ N3 ⊃ · · · に対して，

lim
n→∞

|torsHj(X̃/ϕ−1(Nn)), ANn ;R| = t
[p]
j (X,A;ϕ,R)

が成り立つ．
Theorem 5.1の証明. n = n1 = · · · = nd の場合を考え，Mn = Mn,...,n とおく．この
とき Remark 2.2 より，

lim
n1,...,nd→∞

|H1(Mn1,...,nd
;Z)non-p| = lim

n→∞
|H1(Mn;Z)non-p| (5.2)

である．X = E(L) とおく．Γ = (pnZp)
d に対応する被覆空間を hn : Xn → X とす

る．(5.2) とあわせれば，Theorem 5.2 より，
|torsH2(Xn, ∂Xn;Z[1/p])| = |H1(Mn;Z)non-p|

を示せればよい．まず，
|torsH2(Xn, ∂Xn;Z[1/p])| = |torsH2(Xn, ∂Xn;Z)non-p|

であるから，Z 係数コホモロジーを見ればよい．Lefschetz 双対より，
H2(Xn, ∂Xn;Z) ∼= H1(Xn;Z)

を得る．Hartley–Murasugi [1, Theorem 2.1] より，
torsH1(Xn;Z) ∼= tors(H1(Mn;Z)/〈h−1

n (L)〉) (5.3)

となる．ここで，〈h−1
n (L)〉 は h−1

n (L) の各成分の類で生成される H1(Mn;Z) の部分
群である．H1(M ;Z) = 0 より，L の各成分 K には Seifert 曲面 ΣK が存在する．
∆L に対する仮定より，L は hn で分解しない (すなわち，#h−1

n (L) = d)．よって
各 K に対して ∂h−1

n (ΣK) = eKh
−1
n (K) (eK は分岐指数) となるため，H1(Mn;Z) に

おいて eK [h
−1
n (K)] = 0 となる．eK は被覆変換群 (Z/pnZ)d の位数 pnd を割るた

め，特に p べきである．従って [h−1
n (K)] は H1(Mn;Z) の p-パートに含まれ，(5.3)

より，
torsH1(Xn;Z)non-p ∼= torsH1(Mn;Z)non-p

となる． □
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6. 課題
現在残っている課題を挙げる．
• Theorem 1.2 では，「すべての有限次部分被覆が有理ホモロジー 3 球面となる
分岐 Z d

p 被覆」という仮定がついているが，一般には分岐 (Z/pnZ)d 被覆が
有理ホモロジー 3 球面とならない (1 次ホモロジー群が有限にならない) 絡
み目も存在する．そのような場合に，1 次ホモロジー群のトーションパート
の位数に対して p 進収束性を示し，その極限値の具体例を求めよ．
• Theorem 5.1 では，絡み目が分解しないこと (Alexander 多項式が (1, ..., 1)
以外の 1 の素数べき根で消えないこと) を仮定している．こちらも一般には
成り立たないが，p 進トーションと一致するだろうか．
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