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概 要
本稿は２０２４年１２月２４日から２７日にかけて早稲田大学にて開催された研究集会「結

び目の数理VII」の報告書である。講演では数論的位相幾何学における類似に基づき、整数論
の重要な結果であるハッセのノルム原理と種の理論の位相幾何学的類似について解説した。

イントロ
数論的位相幾何学は整数環と３次元多様体、素イデアルと結び目などの整数論と３次元位相幾

何学の諸概念の類似に基づき、両理論の相互発展を目指す分野である。OF を数体 F の整数環と
して、本講演で使用した類似は次のとおりである。(cf. [4])

OF のコンパクト化したスペクトル 有向連結閉 3次元多様体
Spec(OF ) X

OF の素イデアル X の結び目
Spec(OF /p) ↪→ Spec(OF ) K : S1 ↪→ X

OF の素イデアルの有限集合 X の絡み目
S = {p1, · · · pn} L = K1 t · · · tKn

p進整数環 K の環状近傍
SpecOp VK

p進体 VK の境界トーラス
Fp ∂VK

F の分数イデアル X の 1次元輪体群
JF Z1(X)

F の非零代数的数 X の 2次元鎖群
F× C2(X)

境界準同型 境界準同型
∂F : F× → JF ∂X : C2(X) → Z1(X)

a 7→ (a) Σ 7→ ∂XΣ
F の (狭義)イデアル類群 X の 1次元ホモロジー群
HF = Coker(∂F )(H

+(F )) H1(X) = Coker(∂X)
OF の単数群 X の 2次元ホモロジー群

O×
F H2(X)

F のイデール群 X のイデール群
IF IX

F の主イデール群 X の主イデール群
PF PX

有限次拡大 有限次被覆
E/F h : Y → X

n冪剰余記号 絡み数
(ap )n lk(L,K)

以上の類似をもとに、数論で展開されるイデール群を用いて述べられるハッセのノルム原理及
びその応用である種の理論の位相幾何学的類似を紹介するのが講演の目的であった。



用語 多様体または 3次元多様体は有向連結閉 3次元多様体を指すものとする。多様体X とそ
の部分多様体Aに対して、Hn(X),Hn(X,A)は各Z係数 n次特異ホモロジー群、特異相対ホモロ
ジー群を表すものとする。h : Y → X をガロア被覆としたとき、hのガロア群をGal(h)で表す。
Xの結び目Kに対して、VK でKの環状近傍、µK , λK で各Kのメリディアン、ロンジチュード
を表す。整ホモロジー 3球面X内の結び目K,K ′に対して、lk(K,K ′)でK,K ′の絡み数を表す。

1 状況設定
本章は [4],[7]を参考にしている。また、数論側のイデール理論は [6]を参考にしている。整数環

の素イデアル全体の集合の幾何学的類似物の 1つとして、多様体Xに対して非常に許容的な絡み
目というものがある。
定義 1.1. (非常に許容的な絡み目 [7]) X を 3次元多様体とする。この時、可算個の tameな成分
からなる絡み目L ⊂ Xが非常に許容的な絡み目であるとは、任意の L0 ⊂ Lで分岐する有限次分
岐被覆 h : Y → X に対して、H1(Y )が h−1(L)の成分により生成されるもののことである。
定理 1.2. (cf. [7]) X の非常に許容的な絡み目 L ⊂ X は存在する。
以上の定理により、X 内で非常に許容的な絡み目 Lを１つ取り (X,L)の組に対して議論する

(この組を単にX と書くこともある)。X のイデール群、主イデール群を定める。
定義 1.3. (イデール群) X を非常に許容的な絡み目 L を備える多様体とする。この時、X の
イデール群IX を次で定める。

IX := {(aK)K ∈
∏
K⊂L

H1(∂VK)|aK ∈ Z[µK ] for almost all K ⊂ L}.

主イデール群は対角写像∆X : H2(X,L) → IX の像として定められるので、H2(X,L),∆X を
定義する。講演では X が整ホモロジー 3球面としたときの H2(X,L),∆X のイメージを作って
もらうことに注力したが、本稿では一般の多様体での構成を行う。有限部分絡み目 L,L′ ⊂ Lで
L ⊂ L′となるものをとる。この時、自然な全射 jL,L′ : H2(X,L) ↪→ H2(X,L′)を得る。よって、
((H2(X,L))L, (jL,L′)L⊂L′)は帰納系をなし、H2(X,L)でこの帰納極限を表す。

H2(X,L) := lim−→
L⊂L

H2(X,L) =
⊔
L⊂L

H2(X,L)/ ∼ .

ただし、SL ∈ H2(X,L), SL′ ∈ H2(X,L′)に対して、SL ∼ SL′を有限部分絡み目L∪L′ ⊂ L′′ ⊂ L
が存在して jL,L′′(SL) = jL′,L′′(SL′)を満たすときに定める。更に、有限絡み目 L ⊂ Lに対して、
VL :=

⊔
K⊂L VK , XL := X \ IntVLと置く。(X,VL)に対して、切除同型と相対ホモロジー完全列

の境界準同型の合成により ∂Lを次で定める。
∂L : H2(X,L)

∼=→ H2(X,VL)
ex→ H2(XL, ∂VL)

∂→ H1(∂VL).

L, L′ ⊂ Lで L ⊂ L′を満たすものを取ると、次の図式 (∗)を得る。

H2(X,L′)
∂L′→ H1(∂VL′)

(∗) : jL,L′ ↑ ⟳ ↓ pL′,L

H2(X,L)
∂L→ H1(∂VL).

ただし、pL′,L : H1(∂VL′) → H1(VL)は自然な射影とする。∂Lに対して Lに関する極限を取るこ
とで、X の対角写像∆X : H2(X,L) → IX を得る。
定義 1.4. (主イデール群) PX := Im(∆X)をX の主イデール群という。



2 ハッセのノルム原理
2.1 ハッセのノルム原理のステートメント
本研究課題の動機となった整数論におけるハッセのノルム原理を紹介する。

定理 2.1. (ハッセのノルム原理 [2]) E/F を代数体の有限次巡回拡大として、E,F のイデール群、
主イデール群を各 IE , IF、PE , PF とし、NE/F : IE → IF , NE/F : PE → PF を得る。
このとき、NE/F (IE) ∩ PF = NE/F (PE)が成立。
この位相幾何学的類似を述べる。

定理 2.2. (幾何学的ハッセのノルム原理 [9]) M を非常に許容的な絡み目 Lを備える整ホモロ
ジー３球面、f : N → M を L0 ⊂ Lで分岐する有限次巡回分岐被覆とする。この時、f∗ : IN →
IM , f∗ : PN → PM が誘導される。
このとき、f∗(IN ) ∩ PM = f∗(PN )が成立。

図 1: ハッセのノルム原理の解釈

この式は上の図のように解釈することができる。図 1の右下の結び目をイデール群のK成分と
する。これが図 1の左下の図のような紫の曲面AK の境界になっていて被覆空間では図 1の右上
の図のような絡み目K1 tK2になっているならば、図１の左上のような曲面AK1 , AK2 が存在し
てこの図式が可換になる、即ち境界を取る操作と被覆により低空間へ送る操作が順番に依らない
ということである。このような曲面が取れてしまうというのは f の巡回性がいかに強い条件なの
かをよく表している。しかし、このような曲面がとれるというメリットとは裏腹に、定理 2.2.を
示すには余計な情報もついてきてしまうという事情がある。この余計な情報は無視できるという
ことを示すために、∆M の明示化を使う。

2.2 ∆M の明示化
M は整ホモロジー 3球面、有限部分絡み目 L ⊂ M であるから、H2(M,L)は Lの各成分のザ

イフェルト曲面で生成される。∂L : H2(M,L) → H1(∂VL)は切除同型と境界準同型の合成により
得られたので、Lの各成分のザイフェルト曲面に IntVLの穴を開けた後、境界を取る操作を施す。



図 2: ハッセのノルム原理の解釈

図 2のような穴あき曲面AK1 , AK2に対して境界を取る場合を考える。AK1に境界をとると、外
側のループはK1自身のロンジチュードに、内側のループはK1に絡んでいる結び目のメリディア
ンになる。よって、Lの成分K のザイフェルト曲面 SK に対して、∂Lは次のように表せる。

∂L(SK) := [λK ]−
∑

K′⊂L\K

lk(K,K ′)[µK′ ].

∂Lに対して Lに関する極限を取ると、∆M を明示化することができる。

3 種の理論
3.1 ヒルベルトの定理 90

この節では種の理論の証明で必要になるヒルベルトの定理 90を紹介する。数体のイデール群に
対するヒルベルトの定理 90は次の通り。

定理 3.1. (数体のイデール群に対するヒルベルトの定理 90 [1, Chapter 7, Corollary 7.4]) E/F を
代数体の有限次巡回拡大でGal(E/F ) = 〈σ〉とする。このとき、任意の a ∈ IE に対して、b ∈ IE

が存在して a = (σ − 1)bを満たす。

一方、トポロジーでは次の通り。以下、S3に対して、S3は非常に許容的な絡み目L ⊂ S3を備
えるものとする。

定理 3.2. (3次元多様体に対するヒルベルトの定理 90 [10]) f : M → S3を L0 ⊂ Lで分岐する素
数次巡回分岐被覆でGal(M/S3) = 〈τ〉とする。このとき、任意の a ∈ IM に対して、b ∈ IM が存
在して a = (τ − 1)bを満たす。

3.2 種の理論
最初に、幾何学的種の理論の先行研究を挙げる。被覆の底空間が有理ホモロジー 3球面で素数

次巡回被覆の場合 [8, 15]、底空間が S3で任意の有限次巡回被覆の場合 [5, Theorem]、任意の 3次



元多様体の有限次分岐ガロア被覆の場合 [11, Theorem 3.2]がある。今回の論文は彼らのアプロー
チと異なり、 数論における種の理論 [3, Section 2]と証明まで含めて完全にパラレルになってい
る点に特色がある。では、数論における種の理論について紹介しよう。

定理 3.3. (種の理論 cf.)[3, Section 2]) n ≥ 2 を自然数, {p1, · · · , pr : 素数 |pi ≡ 1 mod n},
SpecOk → SpecZを p1 · · · , prで分岐する n次巡回分岐被覆とする。H+(k)のイデアル類を代表
するイデアルは各 piと互いに素なOkのイデアルを取り、[a], [b] ∈ H+(k)に対して次のような同
値関係を定める。[a] ≈ [b]:同じ種に属するdef⇔

(
Nk/Q(a)

pi

)
n
=

(
Nk/Q(b)

pi

)
n
.

この時、H+(k)/ ≈ ∼= (Z/nZ)r−1が成り立つ。

一方、今回の結果は次の通り。

定理 3.4. ([10]) pを素数、L0 = K1 t · · · tKr ⊂ S3を絡み目、L0 ⊂ Lを S3の非常に許容的な
絡み目、f : M → S3を L0で分岐する p次巡回分岐被覆とする。H1(M)のホモロジー類を代表
する 1次元輪体は f−1(L0)と交わらないとし、このとき [a], [b] ∈ H1(M)に対して次のような同
値関係を定める。[a] ≈ [b]:同じ種に属するdef⇔ lk(f∗(a),Ki) ≡ lk(f∗(b),Ki) mod p.

このとき、H1(M)/ ≈ ∼= (Z/pZ)r−1が成り立つ。

[10]の証明のプロセスが [3, Section 2]と同様であることを確認する。方針としてはχ : H1(M) →
(Z/pZ)rを構成し、これに準同型定理を用いる。
H1(M)/ ≈ ∼= H1(M)/Kerχにおいて、Kerχ = (τ−1)H1(M)を示すためにハッセのノルム原理

とヒルベルトの定理 90を使う (但し τ は f のガロア群の生成元)。このことから、H1(M)/Kerχ ∼=
f∗(IM ) + PS3/f∗(UM ) + PS3 を示すことができる。
また、[7]による幾何学的類体論の同型射によって f∗(IM ) + PS3/f∗(UM ) + PS3

∼= (Z/pZ)r−1

が示される。
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