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Abstract

pを素数とし, Kを種数 1の 2橋結び目とする. pが結び目Kのある奇数次の巡回被覆の
1次ホモロジー群の大きさを割るとき, その群 π1(S

3 −K)は liminal SL2Zp指標をもつ.
加えて, liminal SL2Zp表現の存在についても論じる. 議論の過程で, ルジャンドル記号を
使って素数 pがあるルカス型数列を割るための条件も指摘する.
本稿は研究集会「結び目の数理 VII」の報告集記事であり, 内容は論文 [STU25]に基

づく.
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1. 導入

pを素数とし, Zpを p進整数環とする. Galois表現の変形理論 (Hida–Mazur理論)とその低次元位
相幾何学における類似研究 [MTTU17, KMTT18, TTU22, TU24, BTTU23]の文脈において, 剰
余表現が可約であるような既約な SL2Zp 表現に特別な関心がある. この論文では, Mazurの提案
[Maz11, Section 19]に従い, 「逆の方向へ進む」ことを目指す.

πを群とする. 関数 χ : π → Zpが SL2Zp指標であるとは, χ = tr ρとなるような Zpの拡大体上
の SL2表現 ρが存在することをいう. また, SL2Zp表現 (resp. 指標)が liminalであるとは, SL2Zp

表現 (resp. 指標)が絶対既約であり, かつ, そのすべての開近傍は絶対既約な SL2Zp表現 (resp. 指
標)をもつことをいう.

我々の主結果は次のように述べられる.

定理 1.1. K を S3上の種数 1の 2橋結び目とする. 素数 pが結び目K のある奇数次の巡回被覆の
1次ホモロジー群の大きさを割るとき, その群 π1(S

3 −K)は liminalな SL2Zp指標をもつ.

定理 1.1の証明においては, 指数多様体, Alexander多項式の巡回終結式, そしてルジャンドル記
号を用いる. また, ある Fibonacci型/Lucas型数列の性質を示して用いる.

議論は次のように与えられる. Section 2では,種数が 1の 2橋結び目,すなわちJ(2k, 2l)(k, l ∈ Z,
(k, l) ̸= (0, 0))型のダブルツイスト結び目の諸性質を再確認し, 既約な SL2Zp指標と可約な SL2Zp

指標の多様体たちの交点を計算する (命題 2.1).
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Section 3では, Henselの補題を繰り返し使うことで, J(2k, 2l)が liminal SL2Zp指標をもつこ
とが (i) p = 2かつ r ≡ 1 mod 8, または (ii) p ̸= 2, かつ k2l2 − klの非平方部分 rについてルジャ
ンドル記号 ( rp) = 1 をみたすことと同値であること (定理 3.1)を示す. また, 様々な具体例を紹介
する. Section 4では, さらに liminal SL2Zp表現の存在について考察する (命題 4.2).

Section 5では,与えられたm ∈ Zに対して, t2−t+m = (t−a)(t−b)と書き, Ln = an+bnによっ
て Lucas型数列 (Ln)n ∈ ZNを定める. ある n ∈ Z⩾0に対して p | L2n+1であるとき, (4m

2−m
p ) = 1

となることを示し (命題 5.1), 具体例を添える. m = −1のとき, (L, n)nは古典的な Lucas型となる
が, これは 8の字結び目 J(2,−2) = 41のAlexander多項式から生じる場合である.

Section 6 では, 結び目 K の巡回被覆 Mn → S3 の諸性質を思い出し, Alexander 多項式が
∆K(t) = mt2 − (2m − 1)t + mになるような結び目K について, p | #H1(M2n+1)であるならば
(4m

2−m
p ) = 1であること (定理 6.1)を示し, そこから主定理 (定理 1.1)を導く.

このような変形可能な指標は Alexander多項式の零点に対応するということが, Burdeと de
Rhamの研究によって古典的に知られている [Bur67, dR67], また, [HPSP01]も参照のこと). なの
で, 我々の研究の背景には, 深い文脈が横たわっていると考えられる. さらなる課題や展望について
は注意 6.4で述べる. なお, Burde–de Rhamの定理の p進類似とその数論的な設定への応用が, 第
2著者らによって与えられている [MTT24].

謝辞 . 研究集会「結び目の数理VII」の世話人の先生方, また有用な助言をくださった Léo Benard,
三原朋樹, 関真一朗, 丹下基生, Anh T. Tran, 寺嶋郁二, 山口祥司, 吉崎彪雅に感謝します. 本研究
の一部は, JSPS科研費 JP23K12969の助成を受けたものです.

2. 種数 1の 2橋結び目

任意の種数 1の 2橋結び目は, 各 (0, 0) ̸= (k, l) ∈ Z2に対し次の図式によって定義される J(2k, 2l)
型のダブルツイスト結び目として実現される. 基本的な参考文献は [Tra18]である.

k full-twists

l full-twists

特に, J(2, 0)は自明な結び目, J(2, 2)は三葉結び目 31, J(2,−2)は 8の字結び目 41であること
が知られている. そのような結び目の群は次のような表示を持つ:

π := π1(S
3 − J(2k, 2l)) = ⟨a, b | wla = bwl⟩.

ここで, a, bはメリディアンを表し, w = (ba−1)k(b−1a)kである.

ザイフェルト行列の 1つは V =

(
k 1
0 l

)
であり, Alexander多項式は

∆J(2k,2l)(t) = det (tV − V ⊥) = klt2 + (1− 2kl)t+ kl

である.

各 g ∈ πに対し, 写像 tr g : Hom(π, SL2C) → C; ρ 7→ tr ρ(g)を考える. そのとき, SL2C表現の
共役類は

x := tr a, y := tr ab−1



Liminal SL2Zp-representations

によってパラメーター付けられる. (これは yは [TU24] のものとは異なるが, 今回の計算において
は強い利点がある. 古い方の yは tr ab = tr a tr b− tr ab−1 = x2− yをみたす.) さらに, z := trwと
おく.

非可換な SL2C表現の各共役類は, 次の式で定義されるRileyの普遍表現によって代表される.

ρR(a) =

(
s 1
0 s−1

)
, ρR(b) =

(
s 0

2− y s−1

)
,

ここで, x = s+ s−1であり, x, yはRiley多項式 fk,l(x, y) = Φk,l(x, y − 2) = 0をみたす.

既約表現の共役類たちと, fk,l(x, y) = 0かつ y − 2 ̸= 0なる点たちの間には, 一対一対応が存在
する. y − 2 = 0の各点は可約表現の集合と可換表現の集合の組と対応する.

命題 2.1. fk,l(x, y) = 0と y − 2 = 0の交点は (x, y) = (±
√

4− 1
kl , 2)である.

各 n ∈ Zに対し, n次の第 2種チェビシェフ多項式 Sn(z) ∈ Z[z]を

Sn−1(2 cos θ) =
sinnθ

sin θ
, θ ∈ R, sin θ ̸= 0

によって定める. この定義は, S−1(z) = 0, S0(z) = 1, 任意の n ∈ Zに対し Sn+1(z) − zSn(z) +
Sn−1(z) = 0という条件と同値である. これらの多項式は S−1−n(z) = −S−1+n(z)と Sn−1(±2) =
(±1)n−1nをみたす.

SL2指標の性質に基づく計算によって,

z = trw = 2 + (y − 2)(−x2 + y + 2)S2
m−1(y)

が成り立つ.

[Tra18, Subsection 2.2]により, 既約指標の多様体は
fk,l(x, y) = Sl(z)− (1 + (−x2 + y + 2)Sk−1(y)(Sk(y)− Sk−1(y))Sl−1(z)

によって与えられる.

命題 2.1の証明. y− 2 = 0のとき, z = 2であり, 0 = fk,l(x, 2) = l− (1+ (−x2+2+2)k((k+1)−
k))l = 1− (4− x2)klとなり, したがって x = ±

√
4− 1

kl である.

注意 2.2. 古いパラメータでは,交点は (x, η) = (±
√

4− 1
kl ,−

1
kl )である.なお,命題 2.1は charF ∤ kl

をみたす任意の代数閉体 Fに対して有効である.

3. Liminalな SL2Zp指標

定理 3.1. kl ̸= 0と仮定する. このとき, J(2k, 2l)の群が liminalな SL2Zp指標をもつ必要十分条件
は
i) p = 2かつ 4k2l2 − kl ≡ 1 mod 8,または

ii) p ̸= 2, p ∤ kl, かつ 4k2l2 − klの非平方部分 rに対し, ルジャンドル記号
(
r

p

)
= 1.

ここに 0 ̸= a ∈ Zに対し, b2 | aをみたす最大の整数を bとするとき, a/b2を aの非平方部分と
呼ぶ. (この用語は別の概念に用いられる場合もあるので注意されたい.) また, a ∈ Zの p上のルジャ
ンドル記号 ( a

p ) ∈ {0,±1}は以下のように定義される. まず, p | aのとき, ( a
p ) = 0と置く. 次に,

p ∤ aと仮定する. もし a ≡ x2 mod pとなる x ∈ Zが存在するなら, ( a
p ) = 1と定める. そうでない

とき, ( a
p ) = −1と定める. 次の補題はHenselの補題 (cf.[Neu99, Chapter II (4.6)])の帰結である.



Honami Sakamoto, Ryoto Tange, and Jun Ueki

補題 3.2. 0 ̸= a ∈ Zかつ p2 ∤ aとする. このとき,
√
a ∈ Zpとであるための必要十分条件は.

i) p = 2かつ a ≡ 1 mod 8, または
ii) p ̸= 2, ( a

p ) = 1.

証明. (i) p = 2とする. もし
√
a ∈ Z2 なら,

√
a =

∑
i bi2

i かつ bi ∈ {0, 1}となり, a ≡ (b0 +
2b1 + 4b2)

2 ≡ b20 + 4b1(b0 + b1)となる. すると, 仮定より 4 ∤ aのために, b0 = 1となる. b1 = 0, 1
のいずれの場合にも a ≡ 1 mod 8 である. 逆に, a ≡ 1 mod 8 とし, a = 8b + 1, b ∈ Z と
おく. X2 − a = 0 が Z2 に解 X = α をもつとき, ある β ∈ Z2 があって α = 2β + 1 となり,
α2 − a = (2β + 1)2 − (8b+ 1) = 4(β2 + β − 2b)となる. 多項式 Y 2 + Y − 2b mod 2が F2で単根を
もつので, Henselの補題により, Y 2 + Y − 2bは Z2に根をもち, よってX2 − aも Z2に根を持つ.

ii) p ̸= 2と仮定する. p | aのとき,
√
a ̸∈ Zpとなる. p ∤ aのとき, X2 − a mop pは Fp2 に 2つ

の単根を持ち, それらはHenselの補題によって Zpの 2次拡大へと持ち上がる. また, 次の 3つの条
件は同値である; ( a

p ) = 1である, X2 − a mod pの根が Fpに根を持つ, X2 − aが Zpに根を持つ.

このことから結論を得る.

補題 3.3. π1(S
3 − J(2k, 2l))の liminalな SL2Zp指標と, Z 2

p 上で fk,l(x, y) = 0と y− 2 = 0の交点
との間に 1対 1対応がある.

証明. ρが Im tr ρ ⊂ Zpをみたす liminal表現であるとき, tr ρは Z 2
p において y − 2 = 0上にある.

加えて, 各 n ∈ Z>0に対し, ρ ≡ ρ′ mod pnとなる既約表現 ρ′があるため, tr ρは fk,l(x, y) ≡ 0 mod
pn上にある. したがって, tr ρも Z 2

p において fk,l(x, y) = 0上にある.

逆を示す. Section2の Rileyの表現 ρRは Section2において, Zp[x, y]の 2次拡大上の表現と見
ることができる.

命題 2.1より, fk,l(x, y) = 0とy−2 = 0はZ 2
p 内で交点をもつとき, fk,l(x, 2) = (fk,l(x, y) mod (y−

2))は Zpにおいて単根 αをもち, Henselの補題により (x, y) = (α, 2)の周りの陰関数 x = xf (y) ∈
Zp[[y− 2]]が得られる. x = xf (y)をRileyの表現に代入することで, Zp[[y− 2]]の 2次拡大における
既約表現 ρRを得る. このとき, Im trρR ⊂ Zp[[y − 2]]である .

Zp[[y − 2]]の要素は, p進単位円盤 |y − 2|p < 1内の任意の y ∈ Zpにおいて Zpに収束すること
に注意する. y = 2を代入すると, この ρRに y = 2を代入すると, 点 (α, 2)に対応する可約表現 ρ
が得られ, tr ρ ⊂ Zpとなる. 一方, 0 ̸= |2− η|p < 1, つまり, ある n ∈ Z>0に対し 2 ≡ η mod pnを
みたすような y = η ∈ Zpを ρRに代入すると, 絶対既約表現 ρη であって tr ρη ⊂ Zpをみたすもの
が得られる. したがって, tr ρは liminal SL2Zp指標である.

定理 3.1の証明. fk,l(x, y) = 0と y − 2 = 0が Z 2
p に交点を持つための必要十分条件は p ∤ klかつ√

4k2l2 − kl ∈ Zpであることなので, 補題 3.2と補題 3.3から定理の主張が得られる.

例 3.4. 群 π1(S
3 − J(2, 2l))が liminalな SL2Zp指標をもつ条件は (4l

2−l
p ) = 1となる. 初等的な計

算により, 次を得る.

(i) J(2, 2) = 31 (三葉結び目): ( 3
p ) = 1, i.e., p ≡ ±1 mod 12.

(ii) J(2,−2) = 41 (8の字結び目): ( 5
p ) = 1, i.e., p ≡ ±1 mod 5.

(iii) J(2, 4): (14p ) = 1, i.e., p ≡ ±1,±9,±25,±5,±11,±13 mod 56.

(iv) J(2,−4): (18p ) = 1, i.e., p ≡ ±1 mod 8.

(v) J(2, 6): p = 2 or (33p ) = 1, i.e., p ≡ ±1,±2,±4,±8,±16 mod 33.

(vi) J(2,−6): (39p ) = 1, i.e., ±p ≡ 1, 5, 7, 19, 23, 25, 26, 35, 41, 49, 61, 67 mod 156.

証明. p = 2のときの条件は 4l2 − l ≡ 1 mod 8, すなわち l ≡ 3 mod 8となる. 以下, p ̸= 2と仮定
する.
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(i) l = 1のとき, 4l2 − l = 3であり, その条件は ( 3
p ) = 1となる. p ≡ 1 mod 4のとき, 平方剰

余の相互法則により, ( p
3 ) = ( 3

p )が成り立つ. x ≡ ±1ならば x2 ≡ 1であるから, ( 3
p ) = 1の必要十

分条件は p ≡ 1 mod 3である. また, p ≡ −1 mod 4のとき, ( p
3 ) = −( 3

p )より, p ≡ −1 mod 3の必
要十分条件は ( 3

p ) = 1である. したがって, 条件は p ≡ ±1 mod 12である.

(ii) l = −1 のとき, 条件は ( 5
p ) = 1 である. 5 ≡ 1 mod 4 より, ( 5

p ) = ( p
5 ) が成り立つ.

x ≡ ±1,±2ならば x2 ≡ ±1 mod 5であるから, 条件は p ≡ ±1 mod 5である.

(iii) l = 2のとき,条件は (14p ) = ( 2
p )(

7
p ) = 1である .第 2補題によると, ( 2

p ) = 1をみたすのは
p ≡ ±1 mod 8の場合に限る. 7 ≡ 3 mod 4 であり, x ≡ ±1,±2,±3ならば x2 ≡ 1, 4, 2 mod 7であ
ることに注意する. p ≡ 1 mod 4のとき, ( 7

p ) = ( p
7 ), so ( 7

p ) = 1をみたすのは p ≡ 1, 2, 4 mod 7の
場合に限る. p ≡ −1 mod 4のとき, ( 7

p ) = −( p
7 )となり, ( 7

p ) = 1の必要十分条件は p ≡ −1,−2,−4

mod 7である. したがって, その条件は “±p ≡ ±1 mod 8かつ±p ≡ 1, 2, 4 mod 7” または “±p ≡ 3
mod 8 ±p ≡ 1, 2, 4 mod 7” (同じ順序での 2重符号)となり, 結論を導く.

(iv) l = −2のとき, 4l2 − l = 18 = 2 · 32より, 条件は ( 2
p ) = 1である. 第二補充法則によれば,

( 2
p ) = 1の必要十分条件は p ≡ ±1 mod 8である.

(v) l = 3 のとき, 条件は 1 = (33p ) = ( 3
p )(

11
p ) = ((−1)

p−1
2 )2( p

3 )(
p
11) = ( p

3 )(
p
11) である.

x ≡ ±1 ならば x2 ≡ 1 mod 3 であるから, p ≡ 1 mod 3 の必要十分条件は ( p
3 ) = 1 である.

x ≡ ±1,±2,±3,±4,±5ならば x2 ≡ 1, 4, 9, 5, 3 mod 11であるから, ( p
11) = 1 iff p ≡ 1, 4, 9, 5, 3

mod 11となる. ( p
3 )と ( p

11)の両方の値は 1である必要十分条件は p ≡ 1, 4, 31, 16, 25 mod 33である.
両方の値が−1となる必要十分条件は p ≡ 2 mod 3および p ≡ 2, 6, 7, 8, 10 mod 11であり,それはす
なわち p ≡ 2, 17, 29, 8, 32 mod 33である. したがって, その条件は p ≡ 1, 2, 4, 8, 16, 17, 25, 29, 31, 32
mod 33,となり, 結論を導く.

(vi) l = −3のとき,条件は (39p ) = ( 3
p )(

13
p ) = 1となる. (i)で見たように, ( 3

p ) = 1の必要十分条件
は p ≡ ±1, ( 3

p ) = −1の必要十分条件は p ≡ ±5 mod 12である. また, x ≡ ±1,±2,±3,±4,±5,±6

ならば x2 ≡ 1, 4, 9, 3, 12, 10 mod 13 であるから, (13p ) = 1 の必要十分条件は p ≡ ±1,±3,±4

mod 13,(13p ) = −1は p ≡ ±2,±5,±6 mod 13である. したがって, (39p ) = 1の必要十分条件は
±p ≡ 1, 25, 133, 49, 121, 61, 41, 89, 5, 125, 149, 137 mod 156であるる.

4. Liminal表現

いま ρを Zpの有限拡大上の表現とし, ρ := ρ mod pが絶対既約であり, Im tr ρ ⊂ Fpをみたすと
する. このとき, 有限体の Brauer群は自明であるから, Skolem–Noetherの定理により, このよう
な Fp 上のある表現 ρ′ と共役である (cf.[Mar16, Subsection 3.5]). さらに, Nyssenの定理 [Nys96,
Théorèm 1]により, この ρ′は Zp上の表現 ρ′であって trρ = trρ′を満たすものへと持ち上がり, こ
のような ρ′は共役を除き一意的である.

この議論がそのまま既約指標多様体Xirr(S
3 − J(2k, 2l)) = {ff,l(x, y) = 0} \ {y − 2 = 0}であ

るザリスキー閉包上の表現に拡張できるかどうかが気になるところである. Nyssenの証明は, 絶対
既約性が多元環準同型の全射性と同値であるという事実を用いているので, その結果は剰余可約表
現には必ずしも拡張されない. さらに, [KMTT18, Subsection 2.3]に指摘されているように, 結び
目群の表現の設定では, 随伴表現の 2次ホモロジーが消えないという意味で, 変形問題には障害が
生じる. 次の問題は繊細である.

問い 4.1. Zp上の liminal表現が与えられたとき, liminalな SL2Zp表現を見つけられるか?

少なくとも次が言える.
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命題 4.2. 定理 3.1の条件のもとで, p ̸= 2 かつ (−kl
p ) = 1であるとき, liminalな SL2Zp表現が存在

する.

証明. 補題 3.3の ρRを考え, s = x−
√
x2−4
2 に注意する. 命題 2.1より,

√
x2 − 4 |y=2 =

√
−1
kl が成り

立つ. (−kl
p ) = 1のとき,

√
x2 − 4 =

√
−1
kl ∈ Zpであり, よって, ρR mod y − 2は liminal SL2Zp表

現である.

5. Lucas型数列と Fibonacci型数列

m ∈ Zとし, t2 − t +m = (t − a)(t − b)と書くと, a + b = 1, ab = mが成り立つ. Lucas型数列
と Fibonacci型数列をそれぞれ Ln = an + bn, Fn = an−bn

a−b と定義する. すると, L0 = 2, L1 = 1,
L2 = 1 − 2m, Ln+2 = Ln+1 −mLn, F0 = 0, F1 = 1, F2 = 1, Fn+2 = Fn+1 −mFnとなり, した
がって Ln, Fn ∈ Zである.

すると,

L 2
n + (4m− 1)F 2

n = 4mn · · · (⋆)
が得られる. なぜなら, (a− b)2 = (a+ b)2 − 4ab = 1− 4mより, (an + bn)2 + (4m− 1)(a

n−bn

a−b )2 =

(an + bn)2 − (an − bn)2 = 4anbn = 4mnである.

ここで, pがL2n+1を割り切るようなある n ∈ Z⩾0があると仮定する. そのとき, (4m− 1)F 2
n ≡

(2mn)2m mod pが成り立つ. これは, m(4m − 1)がmod pで平方であることを表している. さら
に, p ∤ m(4m− 1)が成り立つ. なぜなら, p | mのとき, 漸化式により, すべての n ∈ Z>0に対して
Ln ≡ 1 mod pとなり, p | L2n+1と矛盾する. 一方, p | 4m− 1ならば, (⋆)より p = 2または p | m
となり, したがって矛盾する. よって, 次が得られる.

命題 5.1. 素数 pに対し, ある n ∈ Z⩾0があって pがL2n+1を割り切るとき, ルジャンドル記号につ

いて
(
4m2 −m

p

)
= 1となる.

例 5.2. 以下の例は, 例 3.4と見比べることができる.

(i) m = 1とする. このとき, 条件 ( 12
p ) = 1は p = 2または p ≡ ±1 mod 12となる. Ln+1 =

Ln − Ln−1より,

n mod 6 1 2 3 4 5 6

Ln 1 −1 −2 −1 1 2

である. よって, p = 2のみである.

(ii) m = −1とする. このとき, Lnと Fnは古典的なものであり, 条件 ( 5
p ) = 1は p = 2または

p ≡ ±1 mod 5となる. よって,

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Ln 1 3 22 7 11 2·32 29 47 22 ·19 3·41 199 2·7·23 521 3·281
15 16 17 18 19 20 21

22 ·11·31 13·17 3571 2·3·13·37 9349 15127 24 ·29·211

である.

L2n+1の値を 0 ⩽ n ⩽ 10の範囲でリストアップする. (ii) m = −1, (iii) m = 2, (iv) m = −2,
(v) m = 3, (vi) m = −3に対し, L2n+1 (0 ⩽ n ⩽ 10)の値は次のようになる.
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2n+ 1 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21
(ii) 1 22 11 29 22 ·19 199 521 22 ·11·31 3571 9349 24 ·29·211
(iii) 1 5 11 13 5 67 181 52 ·11 101 797 5·13·43
(iv) 1 7 31 127 7·73 23·89 8191 7·31·151 131071 524287 72 ·127·337
(v) 1 23 31 83 23 ·17 67 1559 23 ·29·31 21929 44917 23 ·41·83
(vi) 1 2·5 61 337 2·5·181 23·491 51169 2·52 ·61·89 67·21487 7634353 2·5·41·293·337

しばしば, 大きな素数が見つかる.

注意 5.3. 少なくともm = −1(古典的な場合)のとき, 命題 5.1の逆は成り立たない. 実際, Lagarias
[Lag85]は, 集合

SA := {p | p ≡ ±1 mod p divides Ln for some n ∈ Z>0}

の素数の密度が 5/12であることを示した. よって, 集合

{p | p ≡ ±1 mod 5 and p divides L2n+1 for some n ∈ Z⩾0}

の素数の密度は, 集合 {p | p ≡ ±1 mod 5}の密度 1/2よりも小さい.

6. 巡回被覆

S3 内の結び目 K を考え, その Alexander多項式を ∆K(t)で表す. このとき, Fox–Weberの公式
[Web79]により, 各 n ∈ Z>0に対し, K で分岐する Z/nZ被覆Mn → S3は

rn := |H1(Mn;Z)| = |Res(tn − 1,∆K(t))|

を満たす. ただし群Gが有限群のとき |G|でGの位数#Gを表し, Gが無限群のときは |G| = 0と
定める. また, 多項式 f(t), g(t) ∈ Z[t]に対し, Res(f(t), g(t)) ∈ Zはそれらの終結式を表す. なお,
K が種数 1の 2橋結び目であるときは, H1(Mn)の詳しい群構造は Foxらによって知られている
([Fox60], [Ily21]). まず, 次のように主張する.

定理 6.1. ∆K(t) = mt2 + (1− 2m)t+mでm ∈ Zであるとき, p | rnとなるある奇数 nがあるな

らば
(
4m2 −m

p

)
= 1である.

証明. オイラーのトーシェント関数は m ⩽ 6に対して φ(m) ⩽ 2をみたす. rn = 0となるのは
m = 1または 6 | nのときのみである. よって, 任意の奇数 nに対して 0 ̸= rn = #H1(Mn)が成り
立つ.

m = 0のとき, rn = 1, p ∤ rnである. 以下, m ̸= 0である. ∆K(t) = mt2 + (1 − 2m)t +m =
m(t − α)(t − β), m ∈ Zと書く. すると, αβ = 1, α + β = 2m−1

m , rn = mn(αn − 1)(βn − 1) =
mn(2−αn−βn)である.さらに, t2−t+m = (t−a)(t−b)と書く.すると, a+b = 1, ab = m, a2+b2 =
1− 2m = −m(α+ β), a2b2 = m2 = (−mα)(−mβ)となり, よって, {a2, b2} = {−mα,−mβ}とな
る. a2 = −mα, b2 = −mβとしてよい.

n が奇数のとき, L 2
n = (an + bn)2 = ((−mα)n + (−mβ)n + 2mn) = mn(2 − αn − βn) =

−Res(tn − 1,∆K(t)) = rnが成り立つ. したがって, 命題 5.1から結論が導かれる.

定理 1.1の証明. ∆J(2k,2l)(t) = klt2 + (1 − 2kl)t + kl であるから, m = kl を代入することで,
定理 3.1と定理 6.1から得られる.

注意 6.2. nが偶数であるとき, Res(tn−1,∆k(t)) = mn(αn+βn−2) = ((−mα)n+(−mβ)n−2mn) =
(an − bn)2 = (a− b)2F 2

n = (1− 4m)F 2
n = L 2

n − (2mn/2)2が成り立つ. したがって, p | rnはルジャ
ンドル記号に関する似たような条件を導けない.
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例 6.3. 4m2 −mが平方因子をもつ場合, 定理 1.1の逆は成り立たない. 例えば, m = 16かつ p = 3
のとき, 4m2 −m = 16·63 = 7 · 122, (7/3) = (1/3) = 1である. なので, J(2, 32)は Z3上 liminal指
標をもつ. この場合, n ∈ Z>0に対して, 3 ∤ r2n−1である.

注意 6.4. 次の点については依然として謎のままである.

(1) 定理 1.1はより広いクラスの結び目に拡張されるのか？文字通りでは一般的に正しいわけで
はない. ∆K(t) = −t4 + 3t3 − 3t2 + 3t− 1を持つK = 63は, r5 = |Res (t5− 1,∆K(t))| = 24 とな
り, 2つの多様体の交点は F 2

2 には存在しない. しかし, そのような素数は非常に稀に思われる. より
一般的な設定で適切な定式化や解釈が存在することが期待される.

(2) 定理 1.1の背景には, Burde–de Rham 理論があると考えられる. しかし, 明確な含意はなく,
むしろこの結果が新たな視点を提供することが期待される.

(3) Burde–de Rham理論は, Heusener–Portiによって高次元表現に拡張されている [HP15].我々
の研究も高次元の場合に拡張されるだろうか. 8の字結び目の SL3C指標多様体の研究 [HMP16]が
1つの手がかりである可能性がある.

(4) 問い 4.1でも述べたように、定理 3.1の条件のもとで常に liminalな SL2Zp表現が存在する
かどうかは繊細な問題である.
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