
ラックのG族に付随しない多重群ラックの構成

新井克典1

1 空間曲面

空間曲面とはS3 = R3 ⊔{∞}に埋め込まれたコンパクト曲面のことである. 本稿では,
特に断らない限り空間曲面は (i) 有向曲面であり, (ii) 各連結成分は境界を持ち, 2次元閉
円板ではないものとする. 2つの空間曲面 F と F ′が同値であるとは F と F ′が S3内で全
同位であることをいい, F と F ′が同値であることを F ∼= F ′と書く.
図 1の対応により,空間 3価グラフの図式Dから空間曲面F (D)が得られる. すなわち,

R2上でDの正則近傍N(D)をとり, Dの各交差の近傍で図 1の右端のようにR3内の2つの
バンドに取り換える. さらにR2の向きから誘導される向きを与えることでS3 = R3⊔{∞}
内に空間曲面 F (D)が得られる. 任意の空間曲面 F に対し, ある空間 3価グラフの図式D
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Figure 1: 空間 3価グラフの図式から空間曲面を構成する方法

が存在して F ∼= F (D)を満たす (cf. [6, 8]). 空間曲面 F の図式とは F ∼= F (D)を満たす空
間 3価グラフの図式Dのことをいう.
空間 3価グラフの図式のY向きとは, 各頂点において入次数と出次数が 0でない向き,

すなわち, 各頂点周りで沈点や湧点を持たない向きのことをいう (図 2). すべての空間 3
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Figure 2: 頂点周りでの向き

価グラフの図式は, すくなくとも 1つのY向きをもつ. Y向きを 1つ与えられた空間 3価
グラフの図式のことをY向き付けられた図式と呼ぶことにする.
空間曲面の図式に対して, 次のReidemeister型の定理が成り立つ.

Theorem 1.1 ([8]). F と F ′を空間曲面とし, DとD′をそれぞれ F と F ′のY向き付け
られた図式とする. このとき, F ∼= F ′であることとDとD′が有向R2-, R3-変形, Y向き
付けられたR5-, R6-変形 (図 3)と S2 = R2 ⊔ {∞}上のアイソトピー変形を有限回施して
移り合うことは同値である.
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Figure 3: Y向き付けられたR5-, R6-変形

2 多重群ラック

Definition 2.1 ([3, 7, 10]). Rを空でない集合, ◁ : R × R → RをR上の二項演算とする.
組 (R, ◁)がラックであるとは, 次の条件 (i)–(ii)を満たすことをいう.

(i) 任意の y ∈ Rに対して, Sy : R → R, x 7→ x ◁ y, は全単射である.

(ii) 任意の x, y, z ∈ Rに対して, (x ◁ y) ◁ z = (x ◁ z) ◁ (y ◁ z)を満たす.

本稿では式を簡略化するため, ラック (R, ◁)の任意の元 x, yに対して, x ◁ yを xyと書
くこともある.

Example 2.2. Gを群とする. G上の二項演算 ◁ : G×G → Gを x ◁ y = y−1xy (x, y ∈ G)
で定義する. このとき, Conj(G) := (G, ◁)はラックである. ラックConj(G)を共役ラック
と呼ぶ.

Example 2.3. Gを群とし, NをGの正規部分群とする. 共役ラックConj(G) := (G, ◁)を
考え, ◁から誘導されるN上の二項演算も同様に◁と書くことにする. このとき, Conj(N) :=
(N, ◁)も共役ラックである. ここでG×N 上の二項演算 ∗ : (G×N)× (G×N) → G×N
を (x, y) ∗ (z, w) = (xzw, yzw) ((x, y), (z, w) ∈ G×N)で定めると, Conj(G)× Conj(N) :=
(G×N, ∗)はラックとなる.

Definition 2.4 ([6]). {Gλ}λ∈Λを群の族とし, 各群Gλの単位元を eλとおく. 群の非交和
X =

⊔
λ∈ΛGλとX上の二項演算の組 ∗ : X ×X → Xの組 (X, ∗)が多重群ラックである

とは次の条件 (i)–(iii)を満たすことをいう.



(i) 任意の λ ∈ Λ, 任意の x ∈ X, 任意の g, h ∈ Gλに対して, x ∗ (gh) = (x ∗ g) ∗ hかつ
x ∗ eλ = xを満たす.

(ii) 任意の x, y, z ∈ Xに対して, (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z)を満たす.

(iii) 任意の λ ∈ Λ, 任意の x ∈ X, 任意の g, h ∈ Gλに対して, ある µ ∈ Λが存在して,
g ∗ x, h ∗ x ∈ Gµかつ (gh) ∗ x = (g ∗ x)(h ∗ x)を満たす.

Example 2.5. (R, ◁)をラックとする. このとき,

n := min
{
k ∈ Z>0 |任意の x, y ∈ Rに対して, Sk

y (x) = x
}

とおく. ただし, 最小値が存在しない場合は n = ∞と定める. R× Zn =
⊔

x∈R ({x} × Zn)
は次の演算で多重群ラックとなる.

(x, i) ∗ (y, j) = (Sj
y(x), i), (x, i)(x, j) = (x, i+ j).

(X =
⊔

λ∈ΛGλ, ∗)を多重群ラックとし, Dを空間曲面のY向き付けられた図式とする.
Dの弧全体の集合をArc(D)とおく. DのX彩色とは, 写像Arc(D) → Xで各交差と各頂
点において図 4の条件を満たすものをいう. DのX彩色全体の集合をColX(D)とおく.
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Figure 4: X彩色条件 (x, y ∈ X, a, b ∈ Gλ)

Theorem 2.6 ([6]). Xを多重群ラックとし, D, D′を空間曲面のY向き付けられた図式
とする. このとき, F (D) ∼= F (D′)ならばColX(D)とColX(D

′)の間に全単射が存在する.
特に, |ColX(D)|はDのY向きの選び方に依らず, F (D)の不変量である.

Problem 2.7 (cf. [12]). 次の性質 (⋆)を満たす多重群ラック (X =
⊔

λ∈ΛGλ, ∗)は存在す
るか.

(⋆) ある空間曲面のY向き付けられたある図式D = D1♯D2に対して, あるX彩色Cが
存在して, C(α) ̸∈ {eλ ∈ Gλ | λ ∈ Λ}を満たすものが存在する. ここで, αは図 5で
表される弧である.

[12]では,非自明な結び目Kの結び目カンドルQ(K) (または結び目nカンドルQn(K))
に対して, Example 2.5の方法で得られる多重群ラックの Z (または Zn) によるアーベル
拡大が性質 (⋆)を満たす多重群ラックであることを示した (詳しくは [1, 2,7,9,10,11]を参
照せよ).
本稿では, 有限非可換群の非交和上の多重群ラックの構成法を与える.

Definition 2.8 ([5]). Gを群とし, eをGの単位元とする. 集合X とX 上の二項演算の

族 {∗g : X ×X → X}g∈Gの組
(
X, {∗g}g∈G

)
がラックのG族であるとは次の条件 (i)–(ii)

を満たすことをいう.
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Figure 5: D = D1♯D2

(i) 任意の x, y ∈ X, 任意の g, h ∈ Gに対して, x ∗gh y = (x ∗g y) ∗h yかつ x ∗e y = xを
満たす.

(ii) 任意の x, y, z ∈ X, 任意の g, h ∈ Gに対して, (x ∗g y) ∗h z = (x ∗h z) ∗h−1gh (y ∗h z)
を満たす.

Example 2.9. X = Z3, G = S3
∼= ⟨a, x | a3 = x2 = e, xax = a2⟩とする. g ∈ Gに対して,

∗g : X ×X → Xを次で定義する.

i ∗g j =

{
2j − i (g = x, ax, a2x)

i (上記以外)
.

このとき,
(
X, {∗g}g∈G

)
はラックのG族である.

ラックのG族から多重群ラックを構成する方法が知られている.

Proposition 2.10 ([4, 6]).
(
X, {∗g}g∈G

)
をラックの G族とする. このとき, X × G =⊔

x∈X ({x} ×G)は次の演算で多重群ラックとなる.

(x, g) ∗ (y, h) = (x ∗h y, h−1gh), (x, g)(x, h) = (x, gh).

多重群ラックX ×GをラックのG族
(
X, {∗g}g∈G

)
に付随する多重群ラックという.

Proposition 2.11. D を図 5の Y向き付けられた図式とする. 任意のラックの G族(
X, {∗g}g∈G

)
に対して, X ×GをラックのG族

(
X, {∗g}g∈G

)
に付随する多重群ラックを

考える. Dの任意のX × G彩色 Cに対して, ある x ∈ X が存在して, C(α) = (x, e)を満
たす.

Proof. 写像 ϕ : Arc(D) → π1(S3 −N(F (D))), ▶ ▶ , を考える.

このとき, ある群準同型 f : π1(S3 −N(F (D))) → Gが唯一つ存在して, pr2 ◦C = f ◦ ϕを
満たす. ここで, pr2 : X ×G → Gは pr2(x, g) = gで定義される写像である. いま, ϕ(α)は
π1(S3 −N(F (D)))の単位元であるので, pr2 ◦ C(α) = f ◦ ϕ(α) = eが成り立つ. 従って,
ある x ∈ Xが存在して, C(α) = (x, e)を満たす.

Remark 2.12. Proposition 2.11より, すべてのラックのG族に対して, それに付随する
多重群ラックは Problem 2.7の性質 (⋆)を満たさない.



3 主結果

有限非可換群の非交和上の多重群ラックの構成法を与える.

Theorem 3.1 (主結果 1).
(
X, {∗g}g∈G

)
をラックのG族とし, N をGの正規部分群とす

る. このとき, X × (G⋉N) =
⊔

x∈X ({x} × (G⋉N))は次の演算で多重群ラックとなる.

(x, (g1, n1)) ∗ (y, (g2, n2)) = (x ∗g2n2 y, (gg2n2

1 , ng2n2

1 )), (x, (g1, n1))(x, (g2, n2)) = (x, (g1g2, n
g1
1 n2)).

ここで, gh := h−1gh (g, h ∈ G)である.

Proof. 直接計算で示すことができる.

Theorem 3.2 (主結果 2). Theorem 3.1において, N ↶ Gが右からの非自明な共役作用
のとき, 多重群ラックX × (G⋉N)は Problem 2.7の性質 (⋆)を満たす.

Proof. N ↶ Gが非自明なとき,このとき,あるA ∈ GとあるB ∈ Nが存在して, [A,B] :=
ABA−1B−1 ̸= eを満たす. いま, 図 6のY向き付けられた図式とX × (G⋉N)彩色Cを
考える. このとき, C(α) = ([A,B]−1 , [A,B]) ̸= (e, e) ∈ G⋉Nである. よってProblem 2.7
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Figure 6: DとX × (G⋉N)彩色C

の性質 (⋆)を満たす.

Corollary 3.3. Theorem 3.1において, N ↶ Gが右からの非自明な共役作用のとき, 多
重群ラックX × (G⋉N)はどんなラックのG族にも付随しない多重群ラックである.

Proof. Proposition 2.11より, ラックのG族に付随する多重群ラックは性質 (⋆)を満たさ
ないことから従う.

Example 3.4.
(
X, {∗g}g∈G

)
をExample 2.9のラックのG族とする. いま, N ⟨a | a3 = e⟩ ∼=

Z3をGは正規部分群である. さらに, ax = a2 ̸= aより, N ↶ Gは非自明である. 従って,
Theorem 3.1, 3.2より, X × (G ⋉ N)は Problem 2.7の性質 (⋆)を満たす多重群ラックで
ある.
最後に, ラックのG族に付随しない多重群ラックによる彩色の具体例を与える.
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Figure 7: D1とD2

Example 3.5.
(
X, {∗g}g∈G

)
を Example 2.9のラックのG族とする. いま, N = Gとし

て, Theorem 3.1の方法で得られる多重群ラックX × (G ⋉ N)を考える. 図 7のD1, D2

にY向きを 1つ与え, X × (G⋉N)による彩色を考える. このとき,
∣∣ColX×(G⋉N)(D1)

∣∣ =
1458,

∣∣ColX×(G⋉N)(D2)
∣∣ = 1242である. 従って, F (D1) ̸∼= F (D2)が成り立つ.

Remark 3.6. Example 3.5において,ラックのG族に付随する多重群ラックY を考えると,
|ColY (D1)| = |ColY (D2)|である. また, ハンドル体結び目として, N(F (D1)) ∼= N(F (D2))
である. さらに, ∂(F (D1)) ∼= ∂(F (D2)) ∼= L6n1である.
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