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概要
n 次元結び目から n+ 1 次元結び目を構成する方法として Zeeman によるツイス
トスピニングが知られており，ツイストスピニングを繰り返し行うことで 1 次元の
結び目から任意の次元の結び目を作ることができる．本稿では 1 次元の結び目に対
し 2 回のツイストスピニングで得られるツイストスパン結び目のツイストスパン結
び目，つまり 3 次元結び目，について自明であるための十分条件と非自明であるた
めの十分条件をそれぞれ与えることができたので紹介する．証明ではタングルの回
転数に着目しながら，Pao の branched twist spin に対する Gluck twist の結果か
ら自明性を，orbifold の基本群の性質から非自明性を，それぞれ考察する．本研究は
慶應義塾大学の石川昌治 氏との共同研究である．

1 導入
n 次元結び目とは n + 2 次元球面に滑らかに埋め込まれた n 次元球面をいう．多様体
の幾何構造の分類において，結び目の分類は盛んに研究されてきた．例えば，1次元結び
目が素なファイバーであるとき，そのモノドロミーは (1) 周期的， (2) 擬 (pseudo) アノ
ソフ,　 (3)可約の 3つに分類され，それぞれ (1) ザイフェルト多様体 ，(2) 双曲多様体，
(3) それらを境界のトーラスで貼り合わせた多様体と対応している．一方で，高次元の結
び目補空間上のファイブレーションにおけるモノドロミーの分類というのはほとんど進め
られていない．
具体的な高次元の結び目のクラスとして，スパン結び目やツイストスパン結び目が挙げ
られる（詳しい定義は 1.1 節を参照されたい）．これらの結び目は次元が 1 低い結び目か
らスピニングやツイストスピニングと呼ばれる手法を用いて構成され，低い次元の結び目
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の性質を使って高い次元の結び目の性質を調べることができる．特に 1 次元結び目は性
質がよくわかっているクラスが多く，そこから得られるスパン結び目やツイストスパン結
び目の性質はよく知られている．
更に大きな 2 次元結び目のクラスとして，S4 上の S1 作用で不変な branched twist

spin という 2 次元結び目が Pao によって構成された [7]．Branched twist spin は，ス
パン結び目を除いて，S1 作用から自然にその補空間にファイブレーションを構成できる
ためファイバー結び目であり，そのモノドロミーは周期的である．逆に周期的なモノド
ロミーを持つ 2 次元ファイバー結び目は branched twist spin であることが知られてい
る [8]．
本稿ではツイストスパン結び目のファイバーと次元が 1 低い結び目に沿った分岐被覆
の関係に着目し，1 次元結び目に対しツイストスピニングを 2 回行って得られる 3 次元
結び目について考察を行う．

1.1 ツイストスパン結び目
この節では Zeeman によるツイストスピニングとそれによって得られるツイストスパ
ン結び目の性質について述べる．
K ⊂ Sn+2 を n 次元結び目とし，K 上の点 p を一つ固定する．点 p の Sn+2 内で非
常に小さい閉近傍 Dn+2

p を取る．このとき，Dn+2
p には適切に埋め込まれた K の一部

が存在するのでそれを K− と書くことにすると，Dn+2
p は K− ×B2 と微分同相である．

また，(Sn+2,K) \ Int(Dn+2
p ,K−) を (Dn+2,K+) と書く．この分解を用いて，２つの

n+ 3 次元多様体 X と Y を

X =∂(Dn+2
p ,K−)×D2,

Y =(Dn+2,K+)× ∂D2,

で定義する．正の整数 m に対し，X と Y を写像

fm((x, ϕ), θ) = ((x, ϕ+mθ), θ) ((x, ϕ) ∈ ∂D3, θ ∈ ∂D2)

で貼り合わせる手法を m ツイストスピニングという．ここで ϕは赤道の偏角であり，x

は K− の点， θ は ∂D2 の曲座標である．
ツイストスピニングによって得られる多様体 X ∪fm Y について次が知られている．

定理 1.1 (Zeeman [10]). 任意の整数 m に対して，X ∪fm Y は Sn+3 と微分同相であ
る．さらに，(K− ×D2) ∪fm (K+ × ∂D2) は Sn+1 と微分同相である．



図 1 (Dn+2
p ,K−) （左）と (Dn+2,K+) （右）

定義 1.2. 定理 1.4によって得られる (K− ×D2) ∪fm (K+ × ∂D2) を K の m ツイス
トスパン結び目といい， τm(K) と書く．

注意 1.3. (1) m = 0 の場合は Artin によるスパン結び目と一致する．
(2) m が負の場合も同様に m ツイストスパン結び目を構成できるが，簡単のため非負整
数のみを扱う．

次節で紹介する定理 1.7 によりツイストスパン結び目の自明性について次が従う．

定理 1.4 (Zeeman [10]). τm(K) を K の m ツイストスパン結び目とする．τm(K) が自
明な 2次元結び目であるための十分条件は次のどちらかを満たすことである．

(1) K が自明な 1次元結び目である．
(2) m = 1．

1.2 Branched twist spin

この節では 2 次元結び目に限定し，ツイストスパン結び目の一般化の 1 つとして知ら
れる branched twist spin に関して定義と説明を述べる．
K を 1 次元結び目とし，正の整数 m と k に対し，m ツイストスパン結び目 τm(K)

に沿った k 重分岐被覆
(M4, τm,k(K)) → (S4, τm(K))

を考える．



定理 1.5 (Fintushel [6], Pao [7]). m と k が互いに素ならば M は S4 と微分同相で
ある．

定理 1.5 により，分岐被覆写像による分岐点の集合の逆像 τm,k(K)) は 2 次元結び目
と捉えることができる．

定義 1.6. 上記 τm,k(K) を K の (m, k)-branched twist spin という．

k = 1 のとき，1 重分岐被覆は恒等写像なので，τm,k(K) は m ツイストスパン結び目で
ある．
ツイストスパン結び目および branched twist spin に対し次の 2 つの定理が成り立つ．

定理 1.7 (Zeeman [10], Pao [7]). m を 1 以上とする．このとき，τm,k(K) はファイバー
結び目であり，そのファイバーは K に沿った S3 の m 重分岐被覆から 3 次元開球体を
1 つ取り除いたものである．特にそのモノドロミーは周期的で，分岐被覆のシートを k 枚
ずらすものである．

定理 1.8 (F. [3]). G(τm,k(K)))を τm,k(K))の結び目群とし，K の結び目群のWirtinger

表示を ⟨x1, . . . , xl | r1, . . . , rl⟩ とする．このとき，

G(τm,k(K))) ∼= ⟨x1, . . . , xl, h | r1, . . . , rl, x1hx
−1
1 h−1, . . . xlhx

−1
l h−1, xm

1 hβ⟩. (1.1)

ただし，β は kβ ≡ 1 (mod m) を満たす整数である．

1.3 オービフォールド群
本節ではオービフォールドとその基本群について簡単に説明する．詳細は [2, 9] を参照
されたい．
連結で可分な距離空間で，局所的に Rn を有限群の作用で割った商空間と同相になると
き，その距離空間を n オービフォールドといい，特に 3 オービフォールドが円周の非交
和のみを分岐軌跡にもつとき cyclic type という．連結な分岐軌跡の位数は一定である．
基底空間 が S3 で 1 次元結び目 L を位数 m の分岐軌跡としてもつ cyclic type の

3 オービフォールドを O(L,m) と書く．この O(L,m) の基本群 πorb
1 (O(L,m)) を，

O(L,m) の普遍被覆の Deck 変換群として定義する．すなわち，

πorb
1 (O(L,m)) ∼= ⟨x1, . . . , xl | r1, . . . , rl, xm

1 ⟩ (1.2)



である．ここで ⟨x1, . . . , xl | r1, . . . , rl⟩ は G(K) の Wirtinger 表示である．

2 主結果
本章では 1 次元結び目に対して 2 回ツイストスピニングを行って得られる 3次元結び
目について得られた結果を紹介する．

定理 2.1 (F.-石川). K を 1 次元結び目とし，τm2(τm1(K)) を K の m1 ツイストス
パン結び目の m2 ツイストスパン結び目とする．また，m = gcd(m1,m2) とする．
τm2

(τm1
(K)) が自明であるための十分条件は次のどちらかを満たすことである．

(1) K が自明な 1次元結び目.

(2) m = 1.

証明の概要．定理 1.4 の (1) より，K が自明な n 次元結び目の場合，任意の整数 m に
対して m ツイストスパン結び目は自明な n+ 1 次元結び目である．この考察を 2 回使う
ことにより， τm2(τm1(K)) は自明な 3 次元結び目であることがわかる．
次にK が非自明でm = 1の場合を考える．このとき，定理 1.7によって，τm2

(τm1
(K))

はファイバー結び目で，そのファイバー は τm1
(K) に沿った S4 の m2 重分岐被覆から

4 次元開球体を 1 つ取り除いたものである．ここで，Pao の結果から τm1
に沿った S4

の m2 重分岐被覆は S4 になることに注意すると，ファイバーは 4次元閉球体となる．し
たがって τm2(τm1(K)) は自明な 3 次元結び目である．　

定理 2.2 (F.-石川). K を 1 次元結び目とし，τm2
(τm1

(K)) を K の m1 ツイストス
パン結び目の m2 ツイストスパン結び目とする．また m = gcd(m1,m2) ̸= 1 とする．
Z(πorb

1 (O(K,m)) が自明ならば，τm2(τm1(K)) は非自明な 3 次元結び目である．ここで
Z(G) は群 G の中心を表す．

定理 2.2 の証明のために 2 つ補題を用いる．

補題 2.3 (cf. [5]). τm2
(τm1

(K)) の結び目群 G(τm2
(τm1

(K))) は次の表示を持つ．

G(τm2(τm1(K))) ∼=

〈
x1, . . . , xl, h1, h2

∣∣∣∣∣
r1, . . . , rl,

xihjx
−1
i h−1

j ,

x
mj

1 hj , j = 1, 2

〉
.

補題 2.4 (cf. [5]). m = gcd(m1,m2)に対し，Z(πorb
1 (O(K,m)) が自明と仮定する．こ



のとき，
G(τm2

(τm1
(K)))/Z(G(τm2

(τm1
(K)))) ∼= πorb

1 (O(K,m)). (2.1)

定理 2.2 の証明の概要．自明な結び目の結び目群は Z と同型なので，G(τm2
(τm1

(K)))

が Z と同型でないことを示す．仮定から Z(πorb
1 (O(K,m))) は自明であるので補題 2.4

より，
G(τm2

(τm1
(K)))/Z(G(τm2

(τm1
(K)))) ∼= πorb

1 (O(K,m)) (2.2)

が成り立つ．また仮定から m = gcd(m1,m2) は 2 以上なので πorb
1 (O(K,m)) は非自明

な群である．したがって，G(τm2
(τm1

(K))) はアーベル群ではない．特に Z と同型でな
いので，τm2

(τm1
(K)) は非自明な 3 次元結び目である．
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