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概 要
Crossed module は Whitehead により導入されたホモトピーと相性の良い道具であ

り、圏をなすことが知られている。J. F. Martins は crossed module 間の射の数を用い
てコンパクト多様体の不変量を定義した。また彼は曲面結び目の外部に対する crossed
module を考察し、バンド付きのモーション・ピクチャーを用いた不変量の計算法を確
立した。本講演では、この計算法について説明し、いくつかの曲面結び目に計算を行っ
た結果を紹介する。

1 Crossed Module

定義 1.1. （crossed module）crossed moduleは 2つの群GとE、群準同型 ∂ : E → G、
そして群GのEへの左作用 ▷ の 4つ組 G = (G,E, ∂, ▷)で、次の条件を満たすものである。
(1) ∂(X ▷ a) = X∂(a)X−1(∀X ∈ G, ∀a ∈ E)

(2) ∂(a) ▷ b = aba−1(∀a, b ∈ E)

またGを base group、Eを principal groupという。

crossed moduleの基本的な例は fundamental crossed moduleである。

例 1.1. (M,N)を弧状連結な空間対とし基点 ∗をN 内にとるとする。
∂ : π2(M,N, ∗) → π1(N, ∗) を境界写像、π1(N, ∗)の π2(M,N, ∗)への作用 ▷を図 1で与え
られる作用とする。

図 1：π1(N, ∗)の π2(M,N, ∗)への作用

このとき、(π1(N, ∗), π2(M,N, ∗), ∂, ▷) は crossed moduleになり、Π2(M,N, ∗)と書く。
これは (M,N, ∗)上の fundamental crossed moduleと呼ばれる。
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例 1.2. G を群、E を G の正規部分群とし、∂ : E → G を包含写像、▷ を X ▷ a =

XaX−1(∀X ∈ G, ∀a ∈ E)で定める。このとき、(G,E, ∂, ▷)は crossed moduleになる。

例 1.3. G を群、 ∂ : G → Aut(G) を g 7→ ∂(g) (ここで ∂(g)(x) = gxg−1(∀x ∈ G))

で定める境界写像とし、▷を ϕ ▷ g = ϕ(g)(∀ϕ ∈ Aut(G), ∀g ∈ G)で定める。このとき、
(Aut(G), G, ∂, ▷)は crossed moduleになる。

また、crossed moduleは圏を成すことが知られている。この圏における射は次の様に与
えられる。

定義 1.2. G = (G,E, ∂, ▷)と G′ = (G′, E′, ∂′, ▷′)を crossed moduleとする。
crossed moduleの成す圏における射 F = (ϕ, ψ) : G → G′は群準同型 ϕ : G → G′と群準同
型 ψ : E → E′の組で次の条件を満たすものとして与えられる。
(1) ϕ ◦ ∂ = ∂′ ◦ ψ;

E
∂ //

ψ
��

⟳

G

ϕ
��

E′
∂′

// G′

(2) ϕ(X) ▷′ ψ(a) = ψ(X ▷ a) (∀X ∈ G, ∀a ∈ E)

2 先行研究
この節では、本研究の契機となった J.F.Martins [1], [2]によってなされた結果を述べる。

2.1 crossed module invariant

[1]の主定理としてMartinsは次の有理数値の不変量を構成した。

定理 2.1. M をコンパクトな連結多様体とし M のハンドル分解を固定する。ここで、M の
固定したハンドル分解において 0-ハンドルは唯一つであると仮定し、この 0-ハンドル内に基
点 ∗を取る。M (1)をMの全ての 0、1-ハンドルから成るハンドル体とする。G = (G,E, ∂, ▷)

を finite crossed moduleとする (ここで”finite”は群G,Eが有限群であることを意味する)。
このとき、

IG(M) := #Hom(Π2(M,M (1),∗),G)
(#E)b1(M

(1))

は有限であり、M のハンドル分解に依存せず、M のホモトピー不変量である。
この不変量をM の crossed module invariantという。

2.2 crossed module invariantの曲面結び目外部への応用
Martinは [1]でこの crossed module invariantを曲面結び目・絡み目外部に適用し、向き

付け可能なケースにおいて計算法を確立した。

Σを S4＝D4
− ∪S3× [−2, 2]∪D4

+（D4
−, D

4
+は 4次元球体）内の曲面絡み目で S3× [−2, 2]

内にあると仮定する。また、M を Σの外部とする。



h : S3 × [−2, 2]→ [−2, 2]を高さ関数と考え、Σを動かし h|Σがモース関数となるように
し、Σにハンドル分解を与えて固定する。Σのハンドル分解はM のハンドル分解を誘導す
る。このとき、D4

−が 4次元 0-ハンドル、D4
+が 4次元 4-ハンドルになる。4次元 1、2、3-ハ

ンドルに関しては下の様に対応し、同時に取り付けが行われることが知られている（ [3]、[4]

）。
Σの 2次元 0-ハンドル ←→ M の 4次元 1-ハンドル

Σの 2次元 1-ハンドル ←→ M の 4次元 2-ハンドル

Σの 2次元 2-ハンドル ←→ M の 4次元 3-ハンドル

Σの各ハンドルはモーション・ピクチャーにおいて図 2の様に対応し、それぞれ「birth

of circles」、「saddle points」、「death of circles」と呼ばれる。

図 2：Σの各ハンドルとそのモーション・ピクチャー

また曲面絡み目に対しては次の定理がよく知られている。

定理 2.2. 任意の S4内の曲面絡み目を全同位で変形し、全ての極小点 (birth of circles)が
t = −1、全ての鞍点 (saddle point)が t = 0、全ての極大点 (death of circles)が t = 1にあ
るようにできる。

以降、曲面絡み目はこの定理の条件を満たすとする。M (1)をM の全ての 0、1-ハンドル
から成るハンドル体とする。

saddle pointはバンドで記録でき、便宜上バンドのコアに向きと名前を与えておく（図 3

上）。
バンドはπ2(M,M (1), ∗)の元を表すことができる。ここで境界であるπ1(M

(1), ∗)の元 ∂(e)

には右手系に向きをとる（図 3左下）。
境界 ∂(e)に関する条件は、saddle point通過前のアークから読み取ることができる。例え

ば、図 3右下の様なケースでは ∂(e) = Y −1X となる。ここでX,Y は対応する名のアーク
のメリディアンを右手系に回る π1(M

(1), ∗)の元を表す。



図 3：saddle pointとバンド

また次が成立する。

命題 2.1. バンドで代表される π2(M,M (1), ∗)の元、アークで代表される π1(M
(1), ∗)の元

の間には次の様な関係が入る。

図 4：バンドとアークで代表される元の間の関係

(証明). CW複体N に基点 ∗をとり、N 内の 2-cell C にも基点 ∗′をとる。∗から ∗′を結ぶ
N 内の道を 2つとり γ1、γ2とする。γ1、γ2は π2(N

2, N1, ∗)の元Cγ1、Cγ2を定める。この時、
基底を変換する作用の定義より Cγ1 = (γ1γ

−1
2 ) ▷ Cγ2 が成立する。

(a)については、上記の事実よりこのケースにおいては Cγ1
∼= e、Cγ2 ∼= f、γ1γ−1

2
∼= X−1

であるので成立する。
(b)については、γ1γ−1

2
∼= ∂(f)−1と crossed moduleの定義より、e = ∂(f)−1 ▷ g = f−1gf。

(c)については、Wirtinger関係式を適用すればよい。

M の 4次元 3-ハンドルは π2(M,M (1), ∗)の関係式を導入する。
図 5左の球面は 4次元 3-ハンドルの attaching sphereを表している。attaching sphere内

の円周は death of circlesで消える結び目である。



例えば、図 5右の様に attaching sphereとバンドが交わっている様な状況を考える。点で
書かれた円周は attaching sphereを表す。
関係式の求め方は次の様になる。
まず、バンドが代表する π2(M,M (1), ∗)の元で、attaching sphereから出る向きのものに

指数+1を、attaching sphereに入る向きのものに指数−1を与える。
次に反時計周りにそれらの元を掛け合わせ得られた元をW とするとき、関係式として

W = 1が生じる。
この求め方は、4次元 3-ハンドルの attaching sphereが、attaching sphereと交わるバン

ドの代表する π2(M,M (1), ∗)の元の積とホモトピックであることから従う。

図 5：π2(M,M (1), ∗)の関係式

G = (G,E, ∂, ▷)を finite crossed moduleとする。
IG(M)の分子は境界の条件と関係式を満たすG,Eの元の組の数で与えられる。またM (1)の

各ハンドルをコアに潰すことで、M (1)とホモトピー同値なブーケが得られるので、b1(M (1))＝
(ブーケにおける S1の数)＝ (1-ハンドルの数)＝ (birth of circlesで生じる circleの数)が成
立する。よって分母は (#E)(birth of circles で生じる circle の数)で与えられる。

2.2.1 具体例

計算の具体例を挙げておく。G = (G,E, ∂, ▷)を finite crossed moduleとする。
バンドを抜いた図が元のモーション・ピクチャーである。

例 2.1. Σ : spun trefoil

図 6はバンド付きの spun trefoilのモーション・ピクチャーである。図 7は別のモーショ
ン・ピクチャーであり、自明な絡み目から suddle pointが同時に起こる、つまりバンドが同
時に取り付く様子を描いている。これらは、異なるモーション・ピクチャーだが同一の曲面
を表す。



図 6：spun trefoilのバンド付きモーション・ピクチャー（０）

図 7：spun trefoilのバンド付きモーション・ピクチャー（１）

3 主結果
主結果について述べる。ここでは記号の簡略化のため、S4内の曲面絡み目Σに対し、外

部の IG を IeG(Σ)と表す。G = (G,E, ∂, ▷)を finite crossed moduleとする。

[1], [2]では、Martinsにより IeG(Σ)の計算例が 2つほど挙げられている。本研究におけ
る主結果の 1つとして、吉川 [5]の分類表を用い、分類表に現れる全ての向きつけ可能な曲
面絡み目に対し計算公式を獲得した。次ページからの表が計算結果である。表の左が曲面の
表記であり、これは吉川の分類表と対応した表記である。
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