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1 序
3次元多様体の量子不変量の発散の様子を求める問題は, 量子トポロジーにおける最重要課題の一つである.

本稿ではこの問題を部分的に解決できたことを報告する.
主役を務めるのは 3次元多様体に対して定まるWitten–Reshetikhin–Turaev (WRT) 不変量と呼ばれ

る複素数列に値を取る位相不変量である. この複素数列の発散の様子が Chern–Simons不変量で記述されるだ
ろうというのがWittenや Andersenらによる漸近展開予想である. 本稿の主結果は, 3次元多様体を負定値鉛
管多様体というクラスから取るときに, WRT不変量の漸近展開を決定したというものである. 証明にあたり,
「モジュラー級数」と命名した新しい枠組みを用いて漸近展開や量子モジュラー性を与える一般論を構築した.
この枠組みは近年量子トポロジーや数理物理において重要視されている resurgence理論のうち Borel–Laplace
変換の内容を多変数化するものにもなっており, また「多重 Eisenstein級数」と呼ばれる数論的対象に関する
19年来の最重要問題の一つを解決するという応用もある.
少しだけ個人的な話をさせて頂きたい. 私は元々整数論のモジュラー形式という対象を専門に研究していた

が, 2021年に東北大学の寺嶋郁二先生の元で当時博士学生をしていた同級生の森祥仁氏から「量子不変量の計
算にモジュラー形式というものが現れるみたいだがこれは何なのか」というような相談をもらったことがきっ
かけで, 量子トポロジーという分野に足を踏み入ることとなった. 量子不変量の研究をし始めてからひしひし
と感じるのは, 量子不変量は量子トポロジーという肥沃な土壌に咲いた大輪の花のような麗しく実り豊かな対
象だという実感である. 当初は「数論側から量子トポロジーに貢献できればいいな」というような意識だった
が, 今では「量子不変量を育てよう, 必ず数論の美果が実るから」という気持ちでいる. 本稿で紹介する「モ
ジュラー級数」の枠組みは, 量子不変量の研究を通して収穫できた一つの数論的成果と言える.
本稿の構成を述べる. 2節では先行研究と主結果を述べる. 3節では証明の方針を概説する. 4節では証明の

核心部を担う「モジュラー級数」という枠組みを紹介する. 証明の詳細は述べず, トイモデルやアイデアの要点
の解説を中心に紹介することにする.

2 主結果

2.1 漸近展開予想

有向閉 3 次元多様体 M と正整数 k に対し, M のレベル k の SU(2) WRT 不変量を Zk(M) ∈ C と書く
ことにする. これは Witten [Wit89] により経路積分を用いて物理の立場から定義された後, Reshetikhin–
Turaev [RT91, Theorem 3.3.2] によって数学的に構成された位相不変量である. Reshetikhin–Turaev の
構成法を非常に大雑把に説明すると, ます Dehn 手術の結果が M になるような絡み目と手術係数を取り,
q = e2π

√
−1/k とするときに量子群 Uq(su(2))の表現を絡み目の組み紐表示に乗せて勘定した後, 3次元多様体

の位相不変量となるよう補正するというものである. 詳細は [Tur16, Chapter II, Section 2]を参照頂きたい.
WRT不変量の研究における最重要課題の一つがWitten [Wit89]や Andersen [And13, Conjecture 1.1]ら

による漸近展開予想 (asymptotic expansion conjecture) である. これは k →∞としたときにWRT不



変量 Zk(M)の発散の様子や, より精密な情報である漸近展開の主要項に Chern–Simons不変量が現れるとい
うものである. ここで Chern–Simons不変量とは, Chern–Simons作用
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{M × SL2(C)の平坦接続}
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による像のことである. ただし RSL2(C)(M) := Hom(π1(M),SL2(C))/共役は指標多様体と呼ばれ, 複素代数
多様体の構造を持つことが知られている. また上の写像 RSL2(C)(M) → C/Zは RSL2(C)(M)の各連結成分ご
とに定数関数になることが知られている. そのため, M に対する Chern–Simons不変量の集合を CSC(M)と
書くと, これは有限集合である. 以上の準備の下で漸近展開予想は以下のように述べられる.

予想 2.1 (漸近展開予想, [AHJ+17, Conjecture 1.1]). 各 Chern–Simons 不変量 θ ∈ CSC(M) に対しある
Puiseux級数 Zθ(x) ∈ C[x1/p | p ∈ Z>0][[x

−1]]が存在して漸近展開

Zk(M) ∼
∑

θ∈CSC(M)

e2π
√
−1kθZθ(k) as k →∞ (2.1)

が成り立つ.

ここで式 (2.1)は Poincaréによる漸近展開の記法であり, 各 θ に対し Zθ(x) =
∑∞

m=m0
aθ,mx−m/P と書く

とき, 任意の正整数M に対してある C > 0が存在して∣∣∣∣∣∣Zk(M)−
∑

θ∈CSC(M)

e2π
√
−1kθ

M∑
m=m0

aθ,mk−m/P

∣∣∣∣∣∣ ≤ Ck−(M+1)/P as k →∞

が成り立つことを意味する.

2.2 負定値鉛管多様体

本稿で扱う 3次元多様体のクラスである負定値鉛管多様体は以下のように定義される.

定義 2.2. (i) 鉛管グラフ (plumbed graph) とは, 各頂点を整数で重み付けられた木（すなわち連結有
限無向グラフで閉路を持たないもの）のことである.

(ii) 鉛管グラフ Γに対し, 各頂点を自明な結び目に, 各辺を自明な結び目を絡ませることに, 頂点の重みを手
術係数に対応させることで手術係数付き絡み目を得る（図 1, 2参照）. この絡み目に沿った Dehn手術
で得られる 3次元多様体をM(Γ)と書き, このようにして得られる 3次元多様体を鉛管多様体と呼ぶ.

(iii) 鉛管多様体M(Γ)が負定値であるとは, それを定める鉛管グラフ Γの隣接行列が負定値であることを言
う. ただし隣接行列の対角成分には頂点の重さを割り当てることとする.
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図 1: 鉛管グラフの例
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図 2: 図 1の鉛管グラフに対応する絡み目



注意 2.3. 負定値鉛管多様体は他の多様体のクラスと以下の包含関係にある.

有理ホモロジー球面 負定値鉛管多様体 Seifertホモロジー球面

レンズ空間

⊃ ⊃

⊃

このことは以下の事実から従う：

• 鉛管グラフ Γの頂点集合を V , 隣接行列をW ∈ Sym(ZV )とすると H1(M(Γ),Z) ∼= ZV /W (ZV )が成
り立つ（[村 22, 補題 3.4]）ので, 負定値鉛管多様体は有理ホモロジー球面である.

• 次数 3 以上の頂点を唯一持ち detW = ±1 を満たす鉛管グラフから定まる鉛管多様体は Seifert ホモ
ロジー球面であり, 逆に全ての Seifert ホモロジー球面はそのような負定値鉛管グラフから得られる
（[AM22, Subsection 4.1]）.

• 互いに素な正整数 p > q を取り, レンズ空間 L(p, q)を考える. k1, . . . , kr ∈ Z≥2 を負の連分数展開

p

q
= k1 −

1

k2 −
1

. . . −
1

kr

で定めると,
−k1 −k2 −ks−1 −ks

という負定値鉛管グラフ

から定まる負定値鉛管多様体が L(p, q)である.

2.3 主結果

本稿の主結果は以下のように述べられる.

定理 2.4. 負定値鉛管多様体 M = M(Γ) に対し, 明示的に記述される有限集合 C(Γ) ⊂ Q/Z および各
θ ∈ C(Γ)に対する Puiseux級数 Zθ(x) ∈ C((x−1/2))が存在して漸近展開

Zk(M) ∼
∑

θ∈C(Γ)

e2π
√
−1kθZθ(k) as k →∞

が成り立つ.

この結果によって負定値鉛管多様体のWRT不変量の漸近展開を完全に決定することができた. ここから更
に歩を進めて漸近展開予想（予想 2.1）を解決するには集合 C(Γ)と Chern–Simons不変量との関係を調べる
必要がある. これについては現在寺嶋郁二氏と共同研究を行っているところである.

注意 2.5. 定理 2.4の集合 C(Γ)は明示的に

C(Γ) = {0}∪
⋃

a∈ZV /W (ZV ),

V ′⊂V ∨pp ,(a)

{
−taW−1a+

1

4
tnP−1

V n+ tnUV ′PV ′cm mod Z

∣∣∣∣∣ n ∈
∏
v∈V ′

P(a)
v ,m ∈

∏
v∈V ′c

1

Pv
(1 + 2Z)

}

と書ける. ただしここで以下の記号を用いた：

• V はM を定める鉛管グラフ Γの頂点集合.
• 各頂点 v ∈ V の次数を deg v := #{v から伸びる辺}で定める.
• V ∨pp := {v ∈ V | deg v ≥ 3}とおく.*1

*1 ここで ∨pp という記号は 3 本の辺が集まっている頂点をイメージしている. Unicode は U+2A5B で, TeX で入力する際は stix
パッケージや unicode-mathパッケージを用いて「\veemidvert」と入力することで出力できる.



• V ′ ⊂ V ∨pp に対し V ′c := V ∨pp r V ′ とおく.
• a ∈ ZV に対し V ∨pp ,(a) :=

{
v ∈ V ∨pp | (W−1a)v ∈ Z

}
とおく.

• W は Γの隣接行列.
• P−1 はW−1 の V ∨pp × V ∨pp 部分行列.
• V ′ ⊂ V ∨pp に対し P を (V ′ tV ′c)× (V ′ tV ′c)ブロック行列と見たときの各成分を以下のように定める：(

PV ′ U∨pp
V ′

tU∨pp
V ′ P∨pp

V ′c

)
:= P.

• 各 v ∈ V ∨pp に対し

v := {v と次数 1の頂点を結ぶ Γ内のパスで, 途中経路の頂点の次数は全て 2}

=

{
v

··
·

}
.

• 各 v ∈ V ∨pp と β ∈ v に対し, パス β から頂点 v を除いたグラフの隣接行列をWβ とおき, その行列式を
pβ := detWβ とおく.

• 各 v ∈ V ∨pp に対し Pv :=
∏

β∈v pβ とおく.
• a ∈ ZV と v ∈ V ∨pp ,(α) に対し

P(a)
v :=

{
nv ∈ Z

∣∣∣∣ #

{
β ∈ v

∣∣∣∣ (W−1a)iβ +
nv

pβ
∈ Z

}
≤ deg v − 3

}
.

例 2.6. 上で述べた C(Γ) の表示式はあまりにも煩雑なため, 例を挙げる. M が Seifert ホモロジー球面
Σ(p1, . . . , pn) のとき, 注意 2.3 で述べたように鉛管グラフ Γ として V ∨pp = {v0} となるものが取れる. この
とき

{pβ | β ∈ v} = {p1, . . . , pn}, P = p1 · · · pn,

C(Γ) = {0} ∪
{
−m2

4P
mod Z

∣∣∣∣ m ∈ Z, pi | mとなる 1 ≤ i ≤ nは高々 n− 3個
}

が成り立つ. これは Andersen–Mistegård [AM22, Corollary 9] によって求められた Seifert ホモロジー球
面の Chern–Simons 不変量の集合 CSC(M) の表示式に一致する. 従って Seifert ホモロジー球面の場合は
C(Γ) = CSC(M)である.

3 証明の方針

3.1 証明の方針の概略

定理 2.4の証明の方針は以下の図式にまとめることが出来る.

Zk(M) Ẑ(q;M)

∑
θ∈Q/Z

e2π
√
−1kθZθ(k) Ẑ∗(q) +

∫
Ẑ∗∗(τ ;x)dx

k→∞ ??

τ→1/k

(1)

τ 7→−1/τ(2)

τ=−k, k→∞
(3)

左側の矢印が目標としているWRT不変量の漸近展開である. これをコの字型, (1)(2)(3)の順に図式を迂回
することで解決することを試みる. ここで右上の Ẑ(q;M) はM の Gukov–Pei–Putrov–Vafa (GPPV)
不変量と呼ばれる q 級数不変量であり, 上側の矢印は円周極限予想 (radial limit conjecture) と呼ばれる
主張であり, 右側の矢印はモジュラー変換公式と呼ばれるタイプの等式である. ただしここで q = e2π

√
−1τ と



する. τ → 1/kという極限は qを 1の冪根 e2π
√
−1/k に飛ばす極限と同じなので radial limitと呼ばれるが, こ

こでは「円周極限」という訳語を当てることにする*2. なお下側の矢印は特に名の付いた主張では無いが, 本稿
で新しく準備する「モジュラー級数」の枠組みと定常位相近似と呼ばれる手法を用いることで示される. これ
ら証明の各ステップについては次項以降で詳しく説明する.
歴史的な経緯について述べておく. 上の方針は Lawrence–Zagier [LZ99] に端を発するものである. 彼ら

は初めてWRT不変量が偽テータ関数 (false theta function) というある種の q 級数の円周極限で表され
ることを明らかにし, 上の方針を取ることで Poincaré ホモロジー球面に対して漸近展開予想（予想 2.1）を
解決した. その後, 樋上 [Hik05, Hik06] はこの手法を発展させて Seifert ホモロジー球面の場合の漸近展開
予想を解決した. これらの研究が示唆するのは「より一般の 3 次元多様体に対してもWRT 不変量を円周極
限に持つ偽テータ関数が存在するのではないか？」という問いである. 更にそのような偽テータ関数が多様
体の位相不変量として実現できたら一層良い. これを実行したのが Gukov–Pei–Putrov–Vafa [GPPV20] で
ある. 彼らは負定値鉛管多様体に対して GPPV 不変量 Ẑ(q;M) と呼ばれる偽テータ関数を構成し, その円
周極限がWRT 不変量になること, すなわち円周極限予想を定式化した. この研究はトポロジーのみならず
数理物理, 数論, 表現論に対してもインパクトを与え, 現在様々な側面に基づいた研究が数多く行われている
[CCF+19, CDGG23, CFS20, CGP23, EGG+22, GHN+21, GM21, Par20a, Par20b, Whe25]. 筆者の研究
もこの流れを汲むものである.

3.2 Gukov–Pei–Putrov–Vafa 不変量

それでは GPPV不変量の定義を与えよう.

定義 3.1 (Gukov–Pei–Putrov–Vafa [GPPV20, Subsection 3.4]). 負定値鉛管多様体M とそのスピン c構造
b ∈ Spinc(M)に対しGukov–Pei–Putrov–Vafa (GPPV) 不変量を

Ẑb(q;M) := q∆
∑

l∈b+2W (ZV )

F̃lq
−tlW−1l/4.

によって定義する. ただし以下の記号を用いる：

• 注意 2.5と同様に, M を定める鉛管グラフを Γ, その頂点集合を V , 頂点 v の次数を deg v, 隣接行列を
W とする.

• 標準的な同型 Spinc(M) ∼=
(
(deg v)v∈V + 2ZV

)
/2W (ZV )（[GM21, Subsection 4.1]）により bを右辺

の元とみなす.
• ∆ := −(3|V |+ trW )/4.
• v ∈ V に対し Fv(zv) := (zv − z−1

v )2−deg v.
• Cauchyの主値

v.p. :=
1

2
lim

ε→+0

(∫
|z|=1+ε

+

∫
|z|=1−ε

)
.

• l = (lv)v∈V ∈ ZV に対し

F̃l :=
∏
v∈V

F̃v,lv , F̃v,lv := v.p.

∫
|ξv|=1

Fv(zv)
zlvv dξv

2π
√
−1zv

.

*2 「動径極限」と訳されることもあるようである.



注意 3.2. [AM22, p. 743]より

F̃v,lv =



−lv, if deg v = 1, lv ∈ {±1},
1, if deg v = 2, lv = 0,

1

2

(
m+ deg v − 3

deg v − 3

)
, if deg v ≥ 3, lv = deg v − 2 + 2m for some m ∈ Z≥0,

(−1)deg v

2

(
m+ deg v − 3

deg v − 3

)
, if deg v ≥ 3, −lv = deg v − 2 + 2m for some m ∈ Z≥0,

0, otherwise.

と書ける. 特にこれは整数なので Ẑb(q;M) ∈ q∆Z[[q]]が成り立つ.

命題 3.3 (Gukov–Manolescu [GM21, Proposition 4.6]). GPPV不変量は負定値鉛管多様体の位相不変量.

3.3 円周極限予想

円周極限予想は以下のように述べられる.

定理 3.4 (Gukov–Pei–Putrov–Vafa [GPPV20, Equation (A.28), Conjeccture 2.1]により予想,筆者 [Mur23,
Theorem 1.2]により解決). 負定値鉛管多様体M に対し以下が成り立つ：

Zk(M) =
1

2(ζ2k − ζ−1
2k )
√
|detW |

lim
τ→1/k

∑
a∈H1(M,Z)

e−2π
√
−1ktaW−1a

∑
b∈Spinc(M)

e−2π
√
−1taW−1bẐb(q;M).

なお円周極限予想の動機や先行研究のより詳しい説明が [村 24, 3節]にまとめてある.

3.4 モジュラー変換公式と下側の矢印

以上から, 本節冒頭の図式のうち上側の矢印は解決されており, 後は右側の矢印（モジュラー変換公式）と下
側の矢印を解決すればWRT不変量の漸近展開を決定できることが分かった. 本稿の技術的核心部である「モ
ジュラー級数」の枠組みは, まさにこの二つを解決するために構築したものである.「モジュラー級数」の説明
は次節に回し, ここではアイデアを説明する.
まずモジュラー変換公式に関する先行研究を振り返ろう. Lawrence–Zagier [LZ99] や樋上 [Hik05, Hik06]

は偽テータ関数を直接扱わず, 非正則 Eichler 積分と呼ばれる別種の関数のモジュラー変換公式を考えるこ
とで対処している. 数論側ではその後, 偽テータ関数のモジュラー変換公式を与える方法が Bringmann–
Nazaroglu [BN19] によって整備され, 松坂–寺嶋 [MT21] によって Seifert ホモロジー球面の場合に, また
Bringmann–Mahlburg–Milas [BMM20] によって H グラフから定まる負定値鉛管ホモロジー球面の場合に
GPPV不変量のモジュラー変換公式が与えられるに至った. 彼らの方法は誤差関数を用いて偽テータ関数のモ
ジュラー補完（綺麗なモジュラー変換公式を持つように変形された関数）を与えるというもので, アイデアの
源流は Ramanujanの擬テータ関数 (mock theta function) のモジュラー変換公式を与えた Zwegers [Zwe02]
の研究に遡る. この手法は数論的には目覚ましいものであり, 擬テータ関数と調和Maass形式の関係が明らか
になることや（[BFOR17]に詳しい）, 偽テータ関数を包括する「偽モジュラー形式」の枠組みを構築する試
み（[BKMN21]）などの大きな進展を生んでいる. 一方でトポロジーの立場からは不満も大きいと筆者には感
じられる. この方法では GPPV不変量の係数の表示式（注意 3.2）の二項係数を単項式の和に分解して各パー
ツごとに計算を実行するため, 漸近展開を導出する上での見通しが良いとは言い難いのである.
折角なら, 多様体の情報が詰まっている GPPV 不変量の係数をそのまま扱うような手法が望ましい.

Andersen–Mistergård [AM22] の手法はまさにそのようなものである. 彼らの方法は Écalle の回生理論*3

*3 この訳は筆者による. 素直な訳は「再生理論」だが, 再生核 (reproducing kernel) の理論や再生過程 (renewal process) の理論
と訳語が衝突するためこの訳を提案したい.



(resurgence theory) に基づくもので, 多様体の情報がそのまま生きる計算になっている. また彼らの手法
は Han–Li–Sauzin–Sun [HLSS21]によってトポロジーの文脈から独立した立場から整理されている.
回生理論は Borel–Laplace 総和法に基礎を置き, 発散級数の Borel–Laplace 変換の特異性を「エイリアン

解析 (alien calculus) 」や「ブリッジ方程式 (bridge equation) 」によって研究する理論である. 応用先は
微分方程式解の Stokes現象や Riemann–Hilbert問題, ベクトル場の解析的同値問題の他, 近年では場の量子
論の摂動論, 量子トポロジー, WKB 解析など多岐にわたる. より詳しく知りたい方は [Del16, LR16, MS16,
Sau06, Sau09, 高 94, 藤 18]などの教科書や解説論文を参照頂きたい. 中でも書籍 [MS16]中の Sauzinの担当
章（arXiv版 [Sau14]もある）は大変丁寧に書かれており, 初学の身には大変重宝した.

[AM22, HLSS21] の手法を大雑把に解説しよう. 彼らはまず GPPV 不変量あるいは偽テータ関数 Ẑ(q) =∑∞
n=0 g(n)q

n2/4P をある有理型関数 ϕ(x)（これは回生関数の例である）を用いて

Ẑ(q) =

∫
R+ε

√
−1

ϕ(x)q̃2Px2

dx, ただしq̃ := e2π
√
−1·(−1/τ)

と書き, 更に x2 = uという変形により

Ẑ(q) =

∫
C

ϕ(x)

2
√
u
q̃2Pudu, ただし積分路 C は原点を中心に反時計回りに取った Hankel積分路

という Laplace変換表示を得た. この式に留数定理を適用することで GPPV不変量や偽テータ関数のモジュ
ラー変換公式が得られ, 更に Borel–Laplace総和法の要であるWatsonの補題（[Won01, Page 22]）を適用す
ることで本節冒頭の図式における下側の矢印に相当する漸近公式が得られるというのが [AM22, HLSS21] の
証明のあらましである. この証明は実のところ, 回生理論の精髄であるエイリアン解析やブリッジ方程式は用い
ていない. 証明の肝は Borel–Laplace総和法と留数解析である.
一般の負定値鉛管多様体に対する GPPV不変量のモジュラー変換公式を同様の方法で求めようとすると, q̃

の肩に乗っている 2Px2 が一般の二次形式になるという問題がある. この場合, x2 = u という変形に相当す
るのは二次形式を標準形に直すことだが, これは自然な操作とは言い難い. そこで, 上の計算における Hankel
積分や回生理論における Laplace変換

∫∞
0

ϕ(x)e−x/τ の代わりに, 一般の重積分
∫
Rr ϕ(x)γ̂(τ ;x)dxに基づく

漸近解析の枠組みを作るという方針が見えてくる. 上の議論を見ると, 量子不変量や量子モジュラー形式を扱
う上では, その方が Laplace変換よりも自然なのでは無いかと筆者には思えてくる. これが次節で述べる「モ
ジュラー級数」の枠組みの動機である.

4 「モジュラー級数」の枠組み
それでは残りの紙面で「モジュラー級数」の枠組みを説明しよう. GPPV 不変量の定義式 q∆Ẑb(q;M) =∑
l∈b+2W (ZV ) F̃lq

−tlW−1l/4 を Φ[g̃, γ](τ) :=
∑

l∈Zr g̃(l)γ(τ ; l)という式に一般化し, これを偽モジュラー級数
と呼ぶことにする. ただしここで r ∈ Z>0,

g̃(y) ∈ Q̃r :=
∑
λ∈Zr

sgn(y1 − λ1) · sgn(yr − λr) ·Q[yi,1a+kZ(yi) | 1 ≤ i ≤ r, a, k ∈ Z] ⊂ {g : Zr → Q}

とし, γ : H× Rr → Cは連続かつ τ ∈ Hについて正則で, τ について一様に y ∈ Rr について指数減少なもの
とする. このとき次を示せる.

定理 4.1. (i)（係数 F̃l と有理関数
∏

v∈V (zv − z−1
v )2−deg v の対応の一般化）

Rr := Q
[
z±1
i ,

1

1− zki
1 ≤ i ≤ r, k ∈ Z>0

]
とおき, Q線形写像 c̃oe : Rr → Q̃r を G(z) ∈ Rr に対し c̃oe[G](y) ∈ Qr を

c̃oe[G](l) := v.p.

∫
|zi|=1, 1≤i≤r

G(z)
∏

1≤i≤r

z−li
i dzi

2π
√
−1zi



とおくことで定めると, この写像 c̃oeは Qベクトル空間の間の同型である.
(ii)（積分表示）

Φ[g̃, γ](τ) = v.p.

∫
Rr

ϕ(x)γ̂(τ ;x)dx

が成り立つ. ただしここで ϕ(x1, . . . , xr) := c̃oe
−1

[g̃](e2π
√
−1x1 , . . . , e2π

√
−1xr )は実軸上に極を持つ有

理型関数であり（各変数ごとの回生関数の積でもある）,

γ̂(τ ;x) =

∫
Rr

γ(τ ; y)e−2π
√
−1txydy

は Fourier変換である.
(iii)（モジュラー変換公式）

Φ[g̃, γ](τ) =

 ∏
1≤i≤r

(∑
mi∈R

sgn(mi) Res
xi=mi

+

∫
C+

dxi

)ϕ(x)γ̂(τ ;x)

が成り立つ. ただし積分路 C+ を図 3で定める.
(iv)（漸近公式）γ(τ ;x) = f(τκx)（ただし κ ∈ Q>0）と書けるとき,漸近展開

Φ[g̃, γ](τ) ∼
∑
m∈Zr

Bmτκ(m1+···+mr)

∫
e−

√
−1 arg(τ)Rr

xm1
1 · · ·xmr

r f̂(x)dx as τ → 0

が成り立つ. ただしここで複素数列 (Bm)m∈Zr を∑
m∈Zr

Bmxm1
1 · · ·xmr

r := ϕ(x)

で定める.

Re(xi)

Im(xi)

0
−∞− ε

√
−1

∞+ ε
√
−1C+

図 3: 積分路 C+

これがモジュラー級数の枠組みである. 定理 2.4は定理 4.1を GPPV不変量に適用し, 更に積分の漸近展開
に関する追加の議論を行うことで示される. ただし実際には, GPPV不変量の定義式をそのまま適用するので
はなく,「次数 3以上の頂点でまとめた表示式」を準備して適用する必要がある. これは Seifertホモロジー球
面の場合に GPPV不変量を一変数の二次形式に関する偽テータ関数で表示し, 一変数の Laplace変換で表示
したことに対応している.
本稿冒頭で述べたように, モジュラー級数は「多重 Eisenstein級数」という数論的な対象への応用もある. モ

ジュラー級数は一般的な枠組みとなっているため, 多重 Eisenstein級数を特別な例として含んでおり, 定理 4.1
の系としてそのモジュラー変換公式や漸近公式が得られるのである.
負定値鉛管多様体のWRT不変量の漸近展開はこれで得られたが, モジュラー級数という枠組みにはまだま

だ拡張の余地があるように思われる. 今後の課題を列挙して本稿の締めくくりとしたいと思う.



• 他の 3次元多様体のWRT不変量や GPPV不変量もモジュラー級数の枠組みで捉えられるか？
• Borel–Laplace変換と微分方程式との関係をモジュラー級数に拡張できるか？
• 回生理論におけるエイリアン解析, ブリッジ方程式, 回生単項式 (resurgent monomial) をモジュラー級
数に拡張できるか？

• モジュラー級数を「ベクトル値量子モジュラー形式」とみなす一般論を構築できるか？
• 概均質ベクトル空間に拡張できるか？

謝辞
本稿は 2024年 12月 24日の研究集会「結び目の数理 VII」における筆者の同題の講演の解説記事です. 集

会では大変実りある充実した時間を過ごすことが出来ました. 世話人の谷山公規先生, 安原晃先生, 山口祥司先
生, 丹下稜斗先生と, 運営に携われた木村直記さんに深く感謝いたします. また私の講演に関して集会中に質問
やコメントをくださった聴衆の方々に深く感謝いたします. また, 研究に際して様々な助言を下さった金子昌
信先生（九州大学）, 山内卓也先生（東北大学）, 寺嶋郁二先生（東北大学）, 樋上和弘先生（九州大学）, 長谷
川浩司先生（東北大学）, 松坂俊輝さん（九州大学）, William Mistegårdさん（南デンマーク大学）に感謝申
し上げます. 本研究は JSPS科研費 23KJ1675の助成を受けたものです.

参考文献
[AHJ+17] J. E. Andersen, B. Himpel, S. F. Jørgensen, J. Martens, and B. McLellan. The Witten-Reshetikhin-

Turaev invariant for links in finite order mapping tori I. Adv. Math., 304:131–178, 2017.
[AM22] J. E. Andersen and W. Mistegård. Resurgence analysis of quantum invariants of Seifert fibered

homology spheres. Journal of the London Mathematical Society, 105(2):709–764, 2022.
[And13] J. E. Andersen. The Witten-Reshetikhin-Turaev invariants of finite order mapping tori I. J. Reine

Angew. Math., 681:1–38, 2013.
[BFOR17] K. Bringmann, A. Folsom, K. Ono, and L. Rolen. Harmonic Maass forms and mock modular forms:

theory and applications, volume 64 of American Mathematical Society Colloquium Publications. Amer-
ican Mathematical Society, Providence, RI, 2017.

[BKMN21] K. Bringmann, J. Kaszian, A. Milas, and C. Nazaroglu. Higher depth false modular forms.
arXiv:2109.00394, 2021.

[BMM20] K. Bringmann, K. Mahlburg, and A. Milas. Higher depth quantum modular forms and plumbed
3-manifolds. Lett. Math. Phys., 110(10):2675–2702, 2020.

[BN19] K. Bringmann and C. Nazaroglu. A framework for modular properties of false theta functions. Res.
Math. Sci., 6(3):Paper No. 30, 23, 2019.

[CCF+19] M. C. N. Cheng, S. Chun, F. Ferrari, S. Gukov, and S. M. Harrison. 3d modularity. Journal of High
Energy Physics, 2019(10):1–95, 2019.

[CDGG23] O. Costin, G. V. Dunne, A. Gruen, and S. Gukov. Going to the other side via the resurgent bridge.
arXiv preprint arXiv:2310.12317, 2023.

[CFS20] M. C. N. Cheng, F. Ferrari, and G. Sgroi. Three-manifold quantum invariants and mock theta
functions. Philosophical Transactions of the Royal Society A, 378(2163):20180439, 2020.

[CGP23] F. Costantino, S. Gukov, and P. Putrov. Non-semisimple tqft’s and bps q-series. SIGMA. Symmetry,
Integrability and Geometry: Methods and Applications, 19:010, 2023.

[Del16] E. Delabaere. Divergent series, summability and resurgence. III, volume 2155 of Lecture Notes in
Mathematics. Springer, [Cham], 2016. Resurgent methods and the first Painlevé equation, With
prefaces by Jean-Pierre Ramis, Michèle Loday-Richaud, Claude Mitschi and David Sauzin.

[EGG+22] T. Ekholm, A. Gruen, S. Gukov, P. Kucharski, S. Park, and P. Sułkowski. Ẑ at large n: from curve
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