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概 要
S3 内の結び目に対し，minus knot Floer homologyと unoriented knot Floer
homology は F2[U ] 上の加群の構造を持つ．ねじれ部分加群を消すために必
要な U の作用の最小回数を考えることで knot Floer torsion order Ord,
unoriented knot Floer torsion order Ord′ という非負整数値結び目不変量を
それぞれ取り出すことができる．本講演では，与えられた (unoriented) order
を実現する双曲的結び目が存在することを紹介する．計算は二つの不変量を
統合した不変量である Upsilon torsion invariant を用いた．

1. 導入と主結果
F2 を位数 2 の有限体とし，F2[U ] を変数を U とした F2 係数一変数多項式環とする．
一般に，F2[U ] 上の加群 M には，U に関するねじれ部分加群 Tor(M) := {x ∈ M |
Un ·x = 0 for some n ∈ Z≥0}が定まり，Ord(M) := min{n ∈ Z≥0 | Un ·Tor(M) = {0}}
と torsion order を定めることができる．Tor(M) = {0} ⇐⇒ Ord(M) = 0 に注意．
K を S3 内の結び目とする．このK に対して，minus knot Floer homology HFK−(K)

[17] と unoriented knot Floer homology HFK′(K) [16] が定義され，ともに F2[U ] 上の
加群の構造を持つ．上の話から，knot Floer torsion order Ord(K) と unoriented knot

Floer torson order Ord′(K) を

Ord(K) := Ord(HFK−(K))

Ord′(K) := Ord(HFK′(K))

で定めることができる．これらはともに非負整数値の結び目不変量である．
注意 1. O を unknot とすると，Tor(HFK−(O)) = Tor(HFK′(O)) = {0} なので
Ord(O) = Ord′(O) = 0 である．逆に，HFK−(K) は unknot を detect することか
ら [18]，Ord(K) = 0 ならば K = O が分かる．HFK′(K) についても同様に，少し
議論をすると，Ord′(K) = 0 ならば K = O が分かる．つまり，Ord(K) = 0 ⇐⇒
Ord′(K) = 0 ⇐⇒ K = O である．
Ord(K) は [7] で導入され，結び目コボルディズムとの関連を調べている．また，

Ord′(K) は，Ord(K) の向きづけ不可能版として [3] で導入され，向きづけ不可能結び
目コボルディズムとの関連が調べらている．詳細は，副節 2.1, 2.2 で紹介する．
不変量の実現問題に着目する，つまり，与えられた不変量を実現する結び目が存在
するか，存在するならどのようなものかを考えたい．Ord(K), Ord′(K) に関しては次
の結果がある．
命題 1 ([3, 7]). Tp,q を (p, q)–torus knot とする．

• Ord(Tp,q) = min{p, q} − 1,
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• Ord′(Tp,p+1) =
⌊p
2

⌋
.

注意 2. 一般の torus knot に対する Ord′ の公式はまだ与えられていない．
したがって，任意の N ∈ Z>0 に対し，Ord(K1) = N, Ord′(K2) = N をみたす結び
目 K1, K2 は torus knot として実現できる．では，双曲的結び目ではどうかというの
が本研究の主結果である．
定理 1. 任意の N ∈ Z>0 に対し，Ord(K1) = N, Ord′(K2) = N をみたす双曲的結び
目 K1, K2 がそれぞれ無限個存在する．
この定理を確かめるために，ある twisted torus knot の族に対して Upsilon torsion

invariant ΥTor
K [1] を計算した．詳細は次の節で与えるが，ΥTor

K は Ord(K), Ord′(K)

の情報を持った不変量である．ΥTor
K が一致するような結び目の組は簡単に見つかる．

例えば，torus knot の族 {Kp,pk+1}∞k=1 はすべて ΥTor
K が一致する．また，非自明な

alternating knot (もっと広く Floer thin knot) に対してもすべて ΥTor
K が一致すること

が簡単に分かる．そして，今回の計算により副産物として次を得た．
系 1. ΥTor

K が一致する Floer thin でない双曲的結び目が無限に存在する．
残された問題もある．
問題 1. M,N ∈ Z>0 に対し，Ord(K) = M かつ Ord′(K) = N をみたす結び目 K は
存在するか？もう少し弱く，N ∈ Z>0 に対し，Ord(K) = Ord′(K) = N をみたす結び
目 K は存在するか？
今のところ経験的には Ord′(K) ≤ Ord(K) が成立するのでは無いかと思っているの
だが，証明には至っていない．また，非自明な alternating knot K に対して，Ord(K) =

Ord′(K) = 1 が成立するが，それ以外に Ord(K) = Ord′(K) が成立する結び目は知ら
ない．
本稿の内容は [4] に基づく．

2. knot Floer homology, torsion order, Upsilon torsion invariant

この節では torsion order と Upsilon torsion invariant について簡単に紹介する．その
ためには knot Floer homology の知識が必要だが，全てを述べるにはページが足りな
いため省略する．knot Floer homology の詳細は，例えば [5, 13, 17] を参照されたい．
2.1. torsion order Ord(K)

前述した通り，結び目 K ⊂ S3 から minus knot Floer homology HFK−(K) が得られ
る．これは F2[U ] 上の加群の構造を持ち，HFK−(K) ∼= F2[U ] ⊕ Tor(HFK−(K)) と分
解できる．繰り返しになるが，

Ord(K) = min{n | Un · Tor(HFK−(K)) = {0}}

である．
例 1. 図 2.1 の左は (3, 4)–torus knot T3,4 の minus knot Floer complex CFK−(T3,4) を
表す．点が F2 上の生成元であり，矢印が微分を表す (例えば，∂b = Ua)．この complex

の homology を考えると，
HFK−(T3,4) = F2[U ]〈e〉 ⊕ 〈a, c | Ua = 0, U2c = 0〉



図 1: (左) CFK−(T3,4). (右) CFK′(T3,4).

を得る．したがって，Ord(T3,4) = 2 である (c 6= 0 を消すのに U2 が必要)．
Ord が導入された [7] では，cobordism map (例えば [21]) を活用して次のことが示
された: S を K0 から K1 へのコボルディズムで極大点が M 個 のものとする．こ
のとき，Ord(K0) ≤ max{M,Ord(K1)} + 2g(S) が成立する．さらに，この系として，
Ord(K) ≤ bridge(K)− 1 も得られる．
2.2. unoriented torsion order Ord′(K)

例 2. 図 2.1 の右は (3, 4)–torus knot T3,4 の unoriented knot Floer complex CFK′(T3,4)

を表す．再び，点が F2 上の生成元であり，矢印が微分を表す (例えば，∂b = Ua+U2c)．
この complex の homology を考えると HFK′(T3,4) を得られ，

Tor(HFK−(T3,4)) = {0, a+ Uc, Uc+ e, a+ e}

となる (F2 係数であることに注意．例えば，U(a+Uc) = Ua+U2c = 2 ·Ua = 0 とな
る)．したがって，Ord′(T3,4) = 1 である．
Ord′ が導入された [3] では次のことが示された: S ′ を K0 から K1 への向きづ
け不可能なコボルディズムで極大点が M 個のものとする．このとき，Ord′(K0) ≤
max{M,Ord′(K1)}+ γ(S ′) が成立する (γ(S ′) は S ′ の crosscap の個数，向きづけ不可
能種数とも呼ばれる)．
2.3. Upsilon torsion invariant

結び目 K に対し，関数 ΥTor
K : [0, 2] → R が定義できる [1]．これを Upsilon torsion

invariant と呼ぶ．これは以下の性質を持つ:

1. ΥTor
K は連続かつ区分線形,

2. ΥTor
K (2− t) = ΥTor

K (t), ΥTor
K (0) = ΥTor

K (2) = 0,

3. d
dt
ΥTor

K (0) = Ord(K), ΥTor
K (1) = Ord′(K),



図 2: T3,4 の Upsilon torsion invariant.

4. CFK∞(K) から計算可能．

性質 3より，Upsilon torsion invariant は Ordと Ord′ の一般化になっていると言える．
例 3. 図 3 は，ΥTor

T3,4
のグラフである．原点付近の傾きが 2 で ΥTor

T3,4
(1) = 1 であること

は，Ord(T3,4) = 2, Ord′(T3,4) = 1 であることと対応している．
ΥTor

K の細かい定義は省略するが，具体的な計算例を例 4 で与える．

3. 主結果の概要
定理 1 の証明の概要を述べる．T (p, q; 2, 1) を，(p, q)–torus knot の隣り合った二本の
ひもを追加で 1 回右手系フルツイストした twisted torus knot とする．
命題 2. p ≥ 4, k ≥ 1 のとき，K = T (p, pk + 1; 2, 1) に対して，

ΥTor
K (t) =



(p− 1)t (0 ≤ t ≤ 2
p
)

2− t (2
p
≤ t ≤ 2

p−2
)

(p− 3)t ( 2
p−2

≤ t ≤ 4
p
)

2m+ (−m− 1)t (2m
p

≤ t ≤ 2m
p−1

, m = 2, . . . , bp−1
2
c)

(p− 2−m)t ( 2m
p−1

≤ t ≤ 2(m+1)
p

, m = 2, . . . , bp
2
c − 1)

が成立する.

ΥTor
K (t) は t = 1 で対称的なので， 0 ≤ t ≤ 1 のみ考えれば十分である．この計算は

非常に煩雑なので，のちに具体例を挙げるのみにとどめておく (例 4)．Upsilon torsion

invariant の性質より次を得る．
系 2. twisted torus knot K = T (p, pk + 1; 2, 1) (p ≥ 4, k ≥ 1) は次を満たす:

• Ord(K) = p− 1,

• Ord′(K) = bp−2
2
c.

注意 3. p = 2, 3 でも Ord(K) = p− 1 は成立する．しかしこのとき，Ord′(K) = 1 で
ある．
さらに，次の命題は講演では詳細は述べていなかったが，ここで示しておく．
命題 3. p ≥ 5 のとき，K = T (p, pk + 1; 2, 1) (k ≥ 1) は hyperbolic knot.



証明. まず，K = T (p, pk+1; 2, 1) が torus knot であるのは，p = 2, 3 のときのみであ
る [11]．したがって，今考えている結び目は torus knot ではない．
K が satellite knot であると仮定して矛盾を導く．ここで，K は tunnel number 1

の L–space knot であり [20]，companion は torus knot Tr,s (1 < r < s) とできる [14]．
一方，[6]より，patternは positive n-braidの閉包であり，[14]の構成からその braid

は，
β = σi(1) · · · σi(n−1) (σ1 · · · σn−1)

nrs

と表せる．ただし，σ1, . . . , σn−1 は positive Artin generator で i は n− 1 次の置換で
ある．
主張 1. σi(1) · · · σi(n−1) (σ1 · · · σn−1)

nrs の閉包は，(σ1 · · · σn−1)
nrs+1 の閉包と同値．

アルゴリズムを与える．二つの braid β1 と β2 の閉包が同値なとき，β1 ∼ β2 と表す
ことにし，F = (σ1 · · · σn−1)

nrs とおく．つまり，σi(1) · · · σi(n−1)F ∼ σ1 · · · σn−1F を示
したい．
以下，word といったら空語も含む．σi · W · F ∼ W · σi · F であることに注意

(i = 1, . . . , n− 1, W は任意の word)．また，σiσj = σjσi (|i− j| ≥ 2) にも注意．
まず，σi(1) · · · σi(n−1)F = U1σ1U2F ∼ σ1U2U1F とできる (U1, U2 は σ1 を含まない

word)．ここで，U2U1 = V1σ2V2 (V1, V2 は σ1, σ2 を含まない word) とでき，

σi(1) · · · σi(n−1)F ∼ σ1U2U1F

= σ1V1σ2V2F

∼ V1σ1σ2V2F

∼ σ1σ2V2V1F

となる．
次に，V2V1 = R1σ3R2 (R1, R2 は σ1, σ2, σ3 を含まない word) とでき，

σi(1) · · · σi(n−1)F ∼ σ1σ2V2V1F

= σ1σ2R1σ3R2F

∼ R1σ1σ2σ3R2F

∼ σ1σ2σ3R2R1F

となる．
以上を繰り返すことで，主張が示される．
したがって今，K は torus knot Tr,s の (n, nrs+1)–cable である．[12] より，そのよ
うな twisted torus knot は T (4, 4k+1; 2, 1)のみ，つまり p = 4に限られる (Alexander

多項式を見るとわかる)．今，p ≥ 5 としているので矛盾．

注意 4. 証明にあるように，p = 2, 3, 4 のとき K = T (p, pk + 1; 2, 1) は hyperbolic

knot でない．実際，T (2, 2k + 1; 2, 1) = T2,2k+3, T (3, 3k + 1; 2, 1) = T3,3k+2 であり，
T (4, 4k + 1; 2, 1) は T2,2k+1 の (2, 4k + 1)-cable である．



注意 5. 上の証明では，実際は，tunnel number one, fully positive braid ([6] の意味)

が satellite ならば cable knot であることを述べている．[12] の Question 1.2 で，ある
条件を満たす twisted torus knot が satellite ならば cable か？という問いが与えられ
ており，上はそのことに部分的に答えている．
これらを用いて，定理 1 の証明を与える．

定理 1 の証明. まず，Ord′(K1) の方は上の twisted torus knot のみで示せる: K1 =

T (2N +3, (2N +3)k+1; 2, 1) (k ≥ 1)とすると，Ord′(K1) = N かつ K1 は hyperbolic.

次に Ord(K0) = N について考える．

• N ≥ 4のとき，K0 = T (N+1, (N+1)k+1; 2, 1) (k ≥ 1)とすると，Ord(K0) = N

かつ K0 は hyperbolic.

• 一般にOrd(K) ≤ br(K)−1なので [7]，2-bridge hyperbolic knotK0はOrd(K0) =

1 (実際には alternating hyperbolic knot で良い).

• K0 = T (3, 4; 2, s) (s ≥ 2) は L–space knot [20] で，[9] より Ord(K0) = 2．
T (3, 4; 2, s) が torus knot もしくは satellite knot であるのは |s| = 1 のときのみ
[10][11]．したがって，K0 は hyperbolic．

• K0 = [(2, 1, 3, 2)2n+1,−1, 2, 1, 1, 2] (n ≥ 1) は hyperbolic [2] で Ord(K0) = 3 [9].

さて，命題 2 の計算は以下の事実を活用して計算される:

• ΥTor
K は CFK∞(K) から計算可能 [1]．

• L–space knot K の CFK∞(K) は，その Alexander 多項式 ∆K(t) から計算可能
(L–space knot は lens space surgery を持つ結び目の Heegaard Floer 理論的な一
般化)．

• T (p, pk + 1; 2, 1) (p ≥ 4, k ≥ 1) は L–space knot [20].

• T (p, pk + 1; 2, 1) (p ≥ 4, k ≥ 1) の Alexander 多項式は [15] の公式がある．

最後に具体的な計算例を挙げる．
例 4. K = T (5, 6; 2, 1) の Upsilon torsion invariant ΥTor

K を計算する．まず，∆K(t) =

1 − t + t5 − t6 + t7 − t8 + t10 − t11 + t12 − t14 + t15 − t16 + t17 − t21 + t22 であり，指
数の差を見ると 1, 4, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 4, 1 となっている．したがって，CFK∞(K)

は図 4 のようになる．
ΥTor

K の変数 t ∈ [0, 2] を決め，座標 (u, v) の生成元 x に R-filtration level FL(x) を
FL(x) = tv+(2−t)uで与える. filtered base change (FL(a) ≥ FL(b)かつ a, bの homo-

logical grading が一致しているときに，a 7→ a+ bとすること)で chain complexを “孤
立頂点”と“線分型”に分割する．このとき，ΥTor

K (t) = max{線分型のfiltration level 差}
である [1]．



図 3: CFK∞(T (5, 6; 2, 1)) (の基本領域). 矢印の“長さ”を左上から読むと，指数の差の
列 1,4,1,1,1,2,1,1,2,1,1,1,4,1 と一致している．

図 4: 0 ≤ t ≤ 2
5
におけるfiltered base change の様子.ラベルは filtration level 差.



図 5: 4
5
≤ t ≤ 1 のときの base change.

図 6: “N型” complex の処理 (上二つの点の色はここで新しく設定した)．

• 0 ≤ t ≤ 2
5
のとき．chain complex と filtered base change は図 4 のようにでき

る．したがって，ΥTor
K (t) = 4t．

• 4
5
≤ t ≤ 1 のとき．まず，図 4 のように base change 行う．
次に“N型” complex を図 4 のように処理する．
以上より，ΥTor

K (t) = −3t+ 4 となる．

他の場合も同様にして，

ΥTor
K (t) =


4t (0 ≤ t ≤ 2

5
)

2− t (2
5
≤ t ≤ 2

3
)

2t (2
3
≤ t ≤ 4

5
)

−3t+ 4 (4
5
≤ t ≤ 1)

を得る．図 4 はそのグラフである．
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knot Floer homology, Adv. Math. 315 (2017), 366–426.
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