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概要

種々の結び目ホモロジーのサーベイを行い, さらに 筆者らの共同研究で Z2 同変 Seiberg–Witten理論を用いて新しく導

入した結び目コホモロジー理論およびそれから構成されるスライス-トーラス不変量 qM について概説する.

3次元多様体 Y 内の成分数 l の絡み目とは, l 個の S1 の非交和の S3 への埋め込み L : qlS
1 ↪→ Y のことをいい, その中

でも成分数 lが 1であるものを Y 内の結び目という. 例えば, l枚の D2 の滑らかな埋め込み qlD
2 ↪→ Y の境界である絡み

目を Y 内の l 成分の自明絡み目 (unlink)といい Ul ⊂ Y と書く. 特に成分数 l が 1であるものを自明結び目 (unknot)とい
い, U ⊂ Y と書く. 結び目を (up toアイソトピーで)分類すること, 結び目の不変量を構成したりそれらの代数的性質や幾
何との関係を調べることは結び目理論における基本的な問題であり, 組み合わせ的アプローチ, 幾何的なアプローチなどさま
ざまな研究方法がある. また, 結び目は, 低次元トポロジーにおいて, 分岐被覆やさまざまな手術 (例えば, 3 次元多様体の
Dehn手術, T 2 ×D2 が埋め込まれた 4次元多様体の Fintushel-Stern手術はその代表例である)を通して, 豊富な具体例や
問を提供する. 本稿では 4次元の視点および, シンプレクティック・コンタクト幾何の視点で結び目理論を論じたい.

*1

1 結び目理論のサーベイ: 4次元& シンプレクティック・コンタクト幾何の視点から

1.1 Seifert曲面/種数 (絡み目の種数)と, Murasugi曲面/種数 (4-ball種数, スライス種数), その古典的アプローチ

最も基本的で盛んに研究されているのは Y = S3 内の絡み目であり, 以下これを考える. 与えられた有向絡み目 L ⊂ S3 の
Seifert曲面とは, S3 に滑らかに埋め込まれた有向曲面 S であって, ∂S = Lであるもののことをいい, LのMurasugi曲面
とは, D4 に滑らかかつ properに埋め込まれた有向曲面 S であって, ∂S = Lであるものをいう.
結び目 K の連結 Seifert 曲面の種数の最小値は Seifert 種数 (あるいは単に結び目/絡み目の種数) とよばれ, ここではこ
れを g3(K)と書く. 結び目 K の連結Murasugi曲面の最小値は 4-ball種数 (あるいはスライス種数, Murasugi種数)とよ
ばれ, ここではこれを g4(K) と書く. g3, g4 の有向絡み目への拡張を考えるとき, 連結な曲面に限る場合もあれば (closed
component を持たない) 非連結な曲面を許して考える場合もあり, 種数概念にもさまざまな可能性があり得る. 連結な
Seifert/Murasugi曲面を考える際には, 同様に種数の最小値を g3(L), g4(L)のように書くことにする. 非連結な曲面を許し,
Euler数 χ(S)の最大値 χ3(L), χ4(L)を考えるというのはまた一つの立場である. 後述する locally flatなものに対しても
同様である. Murasugi曲面の定義で, 滑らかな埋め込みの代わりに, locally flatな埋め込み*2 を考えたバージョンは位相的
4-ball種数とよばれ, ここでは gtop4 (K)と書く. これらは向き付き絡み目のアイソトピー不変量であり, 全ての成分の向きを
一斉に逆にしても不変であるが, 個々の成分の向きには依存することに注意する. Seifertのアルゴリズムにより, Seifert曲
面は少なくとも一つは存在する. また, Seifert曲面が一つあったとき, それに T 2 を連結和することで, 種数が 1だけ大きな
ものを作ることができるので, Seifert種数の最小値 g3(K)を知ることは, 種数のとりうる値の全体を知ることと等価である.

g4(K), gtop4 (K)についても同様である.
任意の結び目K(あるいは有向絡み目)に対し不等式

gtop4 (K) ≤ g4(K) ≤ g3(K)

が成り立つことは容易にわかる. 実際, 一つ目の不等式は定義から明らかであり, 二つ目の不等式は Seifert曲面が与えられ
たとき, それを D4 の内部に押し出して, 同じ種数を持つMurasugi曲面が作れることからわかる.

♠ 1.1.1 曲面コボルディズムとコンコーダンス群, スライス結び目
L0, L1 ⊂ S3 を二つの有向絡み目とする. 曲面コボルディズム S : L0 → L1 とは, 滑らかかつ properに埋め込まれた曲面
S ⊂ [0, 1] × S3 であって, S ∩ {i} × S3 = Li, (i = 0, 1)かつ向き込みで ∂S = −L0 q L1 となっているもののことをいう.

*1 謝辞: 議論やコメント, 指摘, 質問への回答をしてくださった, 谷口正樹さん, 佐藤光樹さん, 佐野岳人さん, 磯島司さん, 鈴木龍正さん, 古田幹雄先
生に感謝を申し上げる.

*2 曲面の位相的 4 次元多様体への proper な C0 埋め込み Σ ↪→ X が locally flat であるとは, Σ の各点が X におけるある近傍 U であって,

(U,U ∩ Σ) が (R4,R2) に同相な (境界の点では (R4
+,R2

+) に同相な) 近傍を持つことをいう. locally flat な部分多様体の法束とは, ベクトル束
E → Σ と埋め込み E → M であって, ゼロ切断が Σ の埋め込みに一致しかつ, E は拡大可能 (extendable), すなわち, E が別のベクトル束
F → Σ に open unit disk bundle として埋め込まれているならば, E → X は埋め込み F → M に拡張できることをいう. 位相的 4 次元多様体
の locally flat proper 部分多様体は, 法束をもち, それは ambient アイソトピーを除いて一意であることが知られている. [15] の 1.6.1 節や [40]

の 9.3節を参照. なお, 単にMurasugi曲面の定義において, D4 への埋め込みを (locally flatを課さずに)C0 に変えただけでは, 結び目K のコー
ンをとることで種数の最小値は常にゼロとなってしまい, 興味深いものではなくなってしまう.



ここで, 絡み目 L ⊂ S3 に対し, その向きを逆向きにしたものを Lr, Lの鏡像を m(L)とかき, −L = m(Lr)(これはしばし
ば Lのコンコーダンス逆とよばれる)と書いた. 有向結び目 K0,K1 ⊂ S3 に対し, 連結な種数 0の (i.e. アニュラスに同相
な)曲面コボルディズム A : K0 → K1 が存在するとき, K0 と K1 はコンコーダントであるという. *3 これは同値関係であ
り, K0 とK1 がコンコーダントであることと g4(K0#−K1) = 0であることは同値であることが確かめられる. また, g4 は
明らかにコンコーダンス不変である. 集合

C = {S3内の有向結び目 }/コンコーダント

は, 連結和を加法, コンコーダンス逆を逆元とするアーベル群の構造を持つ. これをコンコーダンス群という.
結び目 K ⊂ S3 であって, g4(K) = 0を満たす, すなわち, 種数 0の連結Murasugi曲面 (スライス円版)を持つものは豊
富に存在する. *4 そのような結び目をスライス結び目とよぶ. 例えば, 任意の有向結び目 K に対し K#(−K)はスライス結
び目である.　同様に gtop4 (K) = 0である結び目K ⊂ S3 を位相的スライス結び目とよぶ. 「スライス結び目=自明結び目に
コンコーダントな結び目=コンコーダンス群の単位元を代表する結び目」である.
コンコーダンス群やスライス結び目は Fox-Milnorが 1960年台に導入した [39].

♠ 1.1.2 絡み目解消数 (Goridan数)

l 成分絡み目 L ⊂ S3 に対し, それを crossing change により unlink Ul にするために必要な crossing change の最小数は
絡み目/結び目解消数 (あるいは, Gordian数)とよばれ, これを u(L)と書く. これは, 向きによらないアイソトピー不変量
である. 結び目 K ⊂ S3 に対し, u(K) の定義に出てくるような crossing change の列は, [0, 1] × S3 内に U から K への
immersed コボルディズムを定め, これを改変することで, 種数 u(K)の有向Murasugi曲面を構成できる. よって,

g4(K) ≤ u(K)

が成り立つ. *5

与えられた結び目 K ⊂ S3 に対し g3(K), g4(K), u(K)などを決定することは古典的問題である. 現在では, KnotInfoな
どで, 多くの結び目に対するこれらの値を知ることができる.

♠ 1.1.3 例: 代数的絡み目, 特にトーラス絡み目/結び目

絡み目の例として, 代数的絡み目というクラスを説明する. f(x, y) : (C2, 0) → (C, 0)を既約多項式あるいは異なる既約多項
式の積であって, 原点での微分がゼロであるものとする.*6 S3

δ ⊂ C2 を半径 δ > 0を持つ球面とする. このとき, 部分空間

Lf = {(x, y) ∈ C2|f(x, y) = ε} ∩ S3
δ

は十分小さな ε ≥ 0, δ > 0に対し絡み目をなし, そのアイソトピー類が一意に定まる. このような絡み目を代数的絡み目とい
う. *7 さらに,

Mf = {(x, y) ∈ C2|f(x, y) = ε} ∩D4
δ

は ε = 0 では特異点を持つが, 十分小さな ε > 0 に対しては連結かつ滑らかとなり, Murasugi 曲面を与える. これを f の
Milnorファイバーという. Lf にはMf の複素構造から定まる向きの境界としての向きを与える. 特に, 正の整数 p, q に対
し, f(x, y) = xp − yq の場合の Lf を Tp,q とかき, トーラス絡み目とよぶ. これは成分数 l = gcd(p, q)を持つ絡み目であり,
特に, pと q が互いに素ならば結び目であり, トーラス結び目とよばれる. Tp,q は 2次元トーラス内で, メリディアン方向に
p周する間にロンジチュード方向に q 周する軌跡として描くこともできる.
Boileau–Weberによる, Milnor予想と Thom予想に関するフランス語のサーベイ [19]が書かれた 1984年の時点では代
数的絡み目 Lf に対し,

g4(Lf ) ≤ u(Lf ) ≤ g(Mf )

g4(Lf ) ≤ g3(Lf ) = g(Mf )

がわかっていた. 前者はブレイド表示から具体的に解消手順を与えることで確かめられる. 後者は, Milnor のファイブ
レーション定理により (トーラス絡み目を含む)代数的絡み目はファイバー絡み目であり, さらに Stallingsのファイブレー
ション定理により g3 はそのファイバーの種数に等しいという事実から従う. しかし, この時代には, これより種数の小さ
な Murasugi 曲面が存在するか, あるいは, これより少ない crosssing change で絡み目を解消できるか, という問いに答え
ることはできなかった. 後述するが, 代数的絡み目の 4-ball 種数の下からの評価 g(Mf ) ≤ g4(Lf ) を初めて示したのは
Kronheimer–Mrowkaであり, その証明はゲージ理論に基づく. 特に, トーラス絡み目に対し

g4(Tp,q) =
(p− 1)(q − 1) + 1− l

2

*3 有向絡み目に対してはコンコーダントの概念が複数ある. ここでは有向結び目に限って考える.
*4 なお, 結び目 K ⊂ S3 であって, g3(K) = 0 であるもの, すなわち種数 0 の Seifert 曲面を持つものは unknot のみである. 絡み目 L に対しては

g3(L) = 0である絡み目のアイソトピー類は一意ではない. 例えば, Hopf linkは種数 0の連結 Seifert曲面を持つ.
*5 絡み目に対しては一般にこうしてできるMurasugi 曲面は連結とは限らないのでここでは除いて考えた. [19] ではラージMurasugi 種数という概
念を用いて不等式 g4(K) ≤ u(K)の有向絡み目への拡張を考察している.

*6 これにより原点が孤立特異点であることが保証される. Milnorの教科書　 [115]の 10章を見よ.
*7 代数的結び目の up to isotopyでの分類は Bonahon–Siebenmann の unpublished workである「The classification of algebraic links」で与
えられ, Eisenbud–Neumannの本 [34]」に載っている. 全ての代数的結び目はある iterated torus knotにアイソトピックである. iterated torus

knot とは, 結び目 K に対して Cp,q(K) を, K の管状近傍の境界上, メリディアン方向に p 周する間にロンジチュード方向に q 周するときの軌跡
として得られる結び目とする, という操作を unknotから繰り返していって得られる結び目のことである.



が成り立つ. トーラス結び目, すなわち成分数 l = gcd(p, q)が 1である場合のこの等式はしばしばMilnor予想とよばれる.
*8

♠ 1.1.4 古典的アプローチ 1. Alexander多項式
結び目 K ⊂ S3 の Alexander多項式 ∆K(t) ∈ Z[t±1](これは Z[t±1]の単元倍 (±tk 倍)の不定性を除いて定まり, ここでは
規格化は t↔ t−1 について対称かつ∆K(1) = 1という規格化を採用する)は, 1920年代に Alexanderにより発見された, 結
び目の多項式不変量である. 定義の仕方にはいくつかあり, 例えば, Seifert行列を用いるものやスケイン関係式を用いるもの
がある. 結び目に対しては, M をK の一つの Seifert行列として

∆K(t) =
(
Mt1/2 −MT t−1/2

)
で与えられる. Alexander多項式の次数 deg(∆(t))を最大次数と最小次数の差として定義する. 不等式

2gtop4 (K) ≤ deg(∆(t)) ≤ 2g3(K)

が知られている. 二つ目の不等式は古典的に知られていた. 一つ目の不等式は比較的新しく 2015 年に Feller[37] により
示されたもので, 「Alexander 多項式が自明 (i.e. ∆K(t) = ±1) な結び目は位相的スライスである」という 1980 年代の
Freedmanの結果*9の拡張である. *10 *11

Fox–Milnor[39]は スライス結び目K ⊂ S3 の Alexander多項式は, ある f(t) ∈ Z[t±1]に対して∆K(t) = f(t)f(t−1)と
書くことができることを示した. 特に, 結び目行列式 detK = ∆K(−1) は平方数となる. 例えば, 8 の字結び目 41 に対し
ては det41 = 5 でありこれは平方数でないので, g4(41) ≥ 1 である. 絵から明らかに u(41) ≤ 1 であるから, g4 ≤ u より,
g4(41) = u(41) = 1がわかる.

*12

♠ 1.1.5 古典的アプローチ 2. 絡み目符号数 (Murasugi–Trotter符号数)

ゲージ理論以前に g4(L), g
top
4 (L)を下から評価するやり方としてよく知られていたのは絡み目符号数 (Murasugi–Trotter符

号数)σ(L)である. その一つの定義と, その種数評価の導出を説明する. 有向絡み目 L ⊂ S3(成分数を |L|と書く)の locally
flatな連結有向Murasugi曲面 S ⊂ D4 に対し, その Z2 分岐被覆

Σ2(S) = S ×D2 ∪h E2(S)

を考える. ここで, E2(S) → E(S)は S の外部空間D4−
◦
N(S)の Z2被覆であり, 貼り合わせ写像 h : ∂S×D2∪S×∂D2 →

∂E2(S)は ∗×∂D2が S のメリディアンのリフトに写るようなものである. 4次元多様体 Σ2(S)の境界は, 同様に構成される
Lの Z2 分岐被覆 Σ2(L)であり, det(L) = |∆L(−1)| 6= 0ならばこれは QHS3 になることが知られている. (ちなみに結び
目は det(L) > 0を常に満たす.) 有向絡み目 Lの符号数 σ(L)は Σ2(S)の 4次元多様体としての符号数 σ(L) := σ(Σ2(S))

*8 Milnorが教科書 [115]の 10章において, 原点に孤立特異点を持つ多項式函数 f(x, y) : (C2, 0) → (C, 0)に対し, 「二重点の個数」とよばれる δf
という量を導入, それが f に付随する代数的絡み目 L = f−1(0) ∩ S3

δ の絡み目解消数 u(L)に等しいかを問うたのがMilnor予想の由来である.

Milnorはその教科書中で δf =
µ+|L|−1

2
を示した. ここで, µ = b1(Mf )であり, |L|は絡み目 Lの成分数である. Boileau–Weberのサーベイ

[19]によると, 一方, Pinkhamは u(L) ≤ δf を示した. Boileau–Weberは Bennequinとの議論に基づき, この Pinkhamの定理にブレイドを用
いた初等的な証明を与えた. なお, Kronheimer–Mrowkaの議論は, Milnorの元の問いにも肯定的に答えるものである. 一方で, トーラス結び目に
対する

g4(Tp,q) =
(p− 1)(q − 1)

2

だけから, より一般の slice-Bennequin 不等式を導くことができ, 特に代数的絡み目に対する g4(Lf ) = g(Mf ) が従うことが, Rudolph [141] に
より示された. なので, トーラス結び目の 4-ball種数の公式をMilnor予想とよぶことも, Kronheimer–MrowkaがMilnor予想を解決したという
ことも妥当であるといえよう.

*9 Freedman のこの結果に関する議論が修正されていった経緯や証明については Garoufalids–Teichner の [45][15] を参照. 証明には 4 次元位相多
様体論の深い結果である disk embedding theorem を用いる.

*10 Gompf [48] は, Alexander 多項式が自明な結び目のうち, 三葉結び目 T2,3 のWhitehead ダブルや (−3, 5, 7) プレッツェル結び目を含むいくつ
かの結び目はスライスでないことをゲージ理論を用いて示した (これは後述する Rasmussen不変量を使って組み合わせ的な別証明を与えることが
できる). さらに彼は, 位相的にスライスかつスライスでない結び目の存在からエキゾチック R4 の存在を従うことも示した. これは, (トレース埋め
込み定理「結び目 K ⊂ S3 がスライス (resp. 位相的スライス)であること, 0-trace X0(K)K = D4 ∪K,0 (2ハンドル)が R4 に滑らかな (resp.

位相的) 埋め込みを持つことは同値」の帰結である. R4 への X0(K) の位相的埋め込みの像の補空間 (これは非コンパクトなので微分構造を持つ)

とX0(K)を貼り合わせてエキゾチック R4 が構成される. 詳細は例えば Gompf–Stipsicz の教科書 [49]の 522ページを見よ.)も示した. (例えば
[42]やMathoverflowの「Slice knots and exotic R4」を見よ.)

*11 一方で, 位相的スライスであるが, Alexander 多項式が非自明な (より強く Alexander 多項式が非自明な結び目に smoothly コンコーダントです
らない)結び目が豊富に存在することが 2012年に Hedden–Livingstone–Ruberman[57]により示された.

*12 なお, 41#41 はスライス結び目であることが確かめられる. すなわち, 41 はコンコーダンス群において位数 2 である. この例は, g4 が結び目の連
結和に対して一般には加法的でないことを意味している. 一方で, 結び目の連結和に対する劣加法性 g4(K#K′) ≤ g4(K) + g4(K′)は容易に確か
められる. 一般に, 結び目の Seifert 種数 g3 は連結和に対して加法的である (i.e. g3(K#K′) = g3(K) + g3(K′)) ことが知られている. (証明は
例えば Lickorishの教科書 [102]の定理 2.4をみよ) このことは, 直ちに, 連結和について加法的逆が存在する結び目は unknotのみであることを意
味する.

結び目の Gordian数 uが加法的であるかは未解決問題である (u(K#K′) ≤ u(K) + u(K′)は明らかである).



として定義される. *13 b2(Σ2(S)) = b1(S) = 2g(S) + |L| − 1が Euler数のMayer–Vietoris propertyにより計算でき, 定
義から σ(Σ2(S)) = σ(L)であるから

b±(Σ2(S)) =
b1(S)± σ(L)

2
= g(S) +

|L| − 1± σ(L)

2

が成り立つ. これはゼロ以上であるから

g(S) ≥ |σ(L)|+ 1− |L|
2

が成り立つ. よって,

(g4(L) ≥)gtop4 (L) ≥ |σ(L)|+ 1− |L|
2

を得る.
結び目の符号数は, 結び目の射影図Dから定まる Goeritz行列 GD と正負の交点数 n± を用いて Gordon–Litherandの公
式 σ(K) = σ(GD) + n+ − n− により組み合わせ的に計算できる. 例えば [114]の 3章を見よ. 符号数は連結和に対して加法
的である. 計算例として, σ(T2,3) = ±2, σ(#nT2,3) = ±2nである. このことから n ≥ 1に対し #nT2,3 はスライスではな
い (すなわち T2,3 のコンコーダンス群における位数は無限大である)ことがわかる. 結び目の符号数を用いて, T2,q を含むい
くつかのトーラス結び目に対しMilnor予想を証明することができたが, 全てのトーラス結び目について最善の下界が得られ
たわけではなかった. また, Murasugi–Trotter符号数には, Tristram–Levine符号数という一般化があるがここでは紹介し
ない.

1.2 ゲージ理論: Milnor予想と Thom予想の解決

1982年, Donaldsonが ASD(インスタントン)方程式という物理学に由来する非線形偏微分方程式の 4次元トポロジーへの
最初の応用を見出した (対角化定理). それ以来, ASD 方程式が 4 次元トポロジーに盛んに応用されるようになった. これ
を Donaldson理論とよぶ. Donaldsonは後に Donaldson不変量とよばれる微分同相不変量を導入した. ここでは, 少し後
の時代になって U(N) 束に一般化されたバージョンの Donaldson 不変量を説明する. b+ ≥ 2 である有向閉 4 次元多様体
X の U(N)Donaldson 不変量は, X 上の U(N) 束 P と, ASD モジュライ空間上のコホモロジー類を指定するデータとし
て A(X) = Sym∗(H0(X;Q)⊕H2(X;Q))⊗ Λ∗H1(X;Q)の N − 1回テンソル積の元 (と N が偶数のときには homology
orientationという符号を決めるためのデータ)を固定するごとに有理数が定まるという不変量である. すなわち,

DN
X,P : A(X)⊗(N−1) → Q

という関数である. そのようなバンドルと A(X)⊗(N−1) の元の選び方は無限個あるが, N = 2 では Kronheimer–Mrowka
が, 多くの 4次元多様体X に対してはそれらが有限個のデータ*14で決定されるという, Donaldson不変量の構造定理を証明
し, その副産物として, 随伴不等式という, X 内の有向閉曲面に対する種数評価を得た. [86][89][88] これは特にK3曲面に対
しては次の結果を与える. 「滑らかに埋め込まれた種数 g ≥ 1の連結有向閉曲面 Σ ⊂ X であって, [Σ] · [Σ] ≥ 0であるもの
に対し, [Σ] · [Σ] ≤ 2g − 2が成り立つ.」この K3曲面に対する随伴不等式と, K3曲面が CP 2 の分岐被覆であるという事実
を用いて, 代数的絡み目の 4-ball種数の下からの評価 g(Mf ) ≤ g4(Lf )が得られ, Minor予想 g(Mf ) = g4(Lf ) = u(Lf )は
解決した. *15 *16

1994 年, 物理学者 Witten [152] は, N = 2 超対称ゲージ理論に関する Seiberg との共同研究に基づき, Seiberg–
Witten(SW) 方程式とよばれる新しい非線形偏微分方程式を導入し, その解のモジュライ空間を用いて SW 不変量を導入
した. Seiberg–Witten 方程式の解析は ASD 方程式の解析よりずっと簡単であり, その上 Donaldson 不変量やそれまで
Donaldson理論で得られてきた 4次元トポロジーの結果の多くが, より簡単にあるいはより強力な形で証明できることが明
らかになっていった. その代表例として, SW理論が登場するとすぐに, Kronheimer–Mrowkaにより Thom予想が証明さ
れた [87]. Thom予想は, CP 2 内のホモロジー類 d[CP 1] , (d ≥ 1)を代表する滑らかに埋め込まれた種数 g ≥ 1の連結有向
閉曲面 Σは

g ≤ (d− 1)(d− 2)

2
= g(Sd)

を満たすという主張である. ここで, Sd ⊂ CP 2 は d次の斉次方程式 xd + yd = 0で表される複素曲線である. Thom予想か
らMilnor予想が従うことは古典的に知られていた (例えば [19]参照)ので, Milnor予想の再証明を与えたことにもなる. *17

これで, Milnor予想は解決したのであるが, この手法は代数的絡み目の複素代数幾何的な特殊性に依存するものであった.
Milnor予想や Thom予想が重要視されてきたのは, 代数幾何学と低次元トポロジーにまたがる問題であるというのが一つの
理由であろう. 従って, その先の自然な発展の方向性としては,

*13 これが Murasugi 曲面 S の選び方によらないことは次のように確かめられる. 二通りの Murasugi 曲面 S1, S2 があったとき, 埋め込まれ
た曲面 S1 ∪L −S2 ⊂ S4 はある 3 次元多様体 H ⊂ D5 の境界となり, 符号数の同境不変性と Novikov 加法性より 0 = σ(∂Σ2(H)) =

σ(Σ2(S1))− σ(Σ2(S2))である.
*14 後に, Wittenはこれらは本質的に後述する SW理論から定まるデータ (SW不変量と SW基本類)であると予想した (Witten予想).
*15 最近 Daemi–筆者–Scaduto [27]は N = 3の場合の構造定理を証明し, やはり同様にMilnor予想の証明が得られることを確認した.
*16 歴史的により正確に述べるならば, 特異インスタントンを使った構造定理の元の証明で用いられる一部だけの議論で K3曲面に対しては随伴不等式
を証明することができ, それを用いてMilnor予想が証明された (この時点では basic classの概念は見出されていなかった). その後で, その議論を
拡張することで単純型 4次元多様体に対する構造定理および随伴不等式が証明された.

*17 なお, Donaldson 理論で Thom 予想を証明することは現在でもなされていない. これは b+ = 1 である 4 次元多様体の Donaldson 不変量が難し
いためであると考えられる.



• シンプレクティック, コンタクト幾何学は, 複素代数幾何学のカテゴリーよりも広く, 複素幾何的な硬さと可微分のカ
テゴリーのような手術で扱える柔らかさの両面を持つ. これらの幾何構造の低次元トポロジーにおける位置付けはど
のようなものであるか?

• 代数的絡み目に限らないより広いクラスの絡み目を系統的に, (特に, 組み合わせ的に)調べる手法を開発せよ.
ということが挙げられる. 例えば前者については, Taubes によるシンプレクティック多様体上の SW 不変量の研究や,
Ozsváth–Szabóが Thom予想の一般化として, シンプレクティック Thom予想, すなわち 「シンプレクティック閉 4次元
多様体内の連結シンプレクティック曲面はそのホモロジー類を代表する滑らかに埋め込まれた連結有向曲面の中で種数を最
小化する」主張を SW理論を用いて証明したこと [123]や, Rudolphによる slice-Bennequin不等式の証明, 種々の Floerホ
モロジーに値を取るコンタクト構造の不変量が導入されたことが挙げられる. 後者についてはこれから見るように, 種々の結
び目ホモロジー理論の研究は現在まで続く低次元トポロジーにおける大きな流れになっている.

1.3 シンプレクティック構造とコンタクト構造

Rudolph が証明した, slice-Bennequin 不等式は, コンタクト構造を用いて 4-ball 種数の下からの評価を与えるもので,
Milnor予想の一般化である. これを説明するために, ここではシンプレクティック・コンタクト構造を, 4次元と 3次元を中
心に説明する.

定義 1.1. 1. X を偶数次元 2nを持つ可微分多様体とする. X 上のシンプレクティック構造とは, X 上の閉 2形式 ω で
あって, ωn がどの点でもゼロでないもののことをいう. ωをシンプレクティック形式とよぶ. このとき, ωn はX の多
様体としての向きを定めることに注意する.

2. Y を奇数次元 2n+1を持つ可微分多様体とする. Y 上のコンタクト構造とは, ランク 2n部分束 ξ ⊂ TY (すなわち, Y
上の余次元 1接分布)であって, ある 1形式 λであって, λ ∧ (dλ)2n がどの点でもゼロでないもののことをいう. λを
コンタクト形式とよぶ. 商直線束 TY/ξ の向きを ξ の coorientationとよぶ. ここでは, coorientationを固定し, λの
取り方に対する条件として, λが与える自明化 TY/ξ → Rが向きを保つことを課す. これにより, λの取り方の不定性
は, ちょうど正の関数倍で尽くされる. また, λ ∧ (dλ)2n の向きは Y の多様体としての向きを定めることに注意する.

シンプレクティック構造の由来は物理の古典力学や Kähler 幾何にある. コンタクト構造のさまざまな由来は例えば
Geigesの教科書 [46]を参照するとよい. シンプレクティック多様体同士の連結和は一般にはシンプレクティック構造を持た
ない. シンプレクティック 2n次元多様体を, 余次元 1部分多様体に沿って切りはりする操作を, シンプレクティック構造込
みで行うとき, その切り口の 2n− 1次元のコンタクト構造を考察することが, 便利であることが多い. しかし, 本稿ではこの
側面は重要でないので詳細は説明しない. また, 境界付きシンプレクティック 2n次元多様体 (X,ω)の境界には勝手にコン
タクト構造が誘導されるというわけではないのだが, 境界上にコンタクト構造 ξ が与えられているとき, ω と ξ にはいくつか
のクラスの整合性条件が定義される. この意味で, コンタクト多様体はシンプレクティック多様体の境界条件的な役割を果た
す. 本稿で用いる整合性条件は, 3, 4次元における次の定義である.

定義 1.2. (Y, ξ)を閉コンタクト 3次元多様体, (X,ω)を ∂X = Y であるシンプレクティック 4次元多様体とする. (X,ω)
が (Y, ξ)の弱シンプレクティック充填であるとは, ω|ξ > 0であることをいう. (X,ω)が (Y, ξ)の強シンプレクティック充
填であるとは, Y のカラー近傍上定義され, Y 上外向きである Liouvilleベクトル場 v (i.e. Lvω = ω)であって, λ = ιvω が
ξ のコンタクト形式になっているようなものが存在することをいう.

強シンプレクティック充填ならば弱シンプレクティック充填であることが確かめられる.
次に, シンプレクティック, コンタクト多様体の部分多様体には, いくつかの特別なクラスがあることを説明する. ここで
は, この予稿に関係する 3, 4次元での定義に限って書く.

定義 1.3. • (X,ω)をシンプレクティック 4次元多様体とする. S ⊂ X を properかつ滑らかに埋め込まれた 2次元部
分多様体とする. S がシンプレクティック曲面であるとは, ω|S が S 上シンプレクティック形式であることをいい, S
が Lagrange曲面であるとは, ω|S = 0であることをいう.

• (Y, ξ)をコンタクト 3次元多様体とする. L ⊂ Y を滑らかに埋め込まれた絡み目とする. Lが transverse linkである
とは, K のすべての点で接ベクトル L̇が ξ に横断的に交わることをいい, Lが Legendrian linkであるとはK のすべ
ての点で L̇が ξ に接する (i.e. L̇ ⊂ ξ である)ことをいう.

ξ の coorientationは, 条件 λ(Ṫ ) > 0により, transverse link T に向きを定める. この向きを与えた transverse link
を正の transverse linkとよぶ. 以下では, 断らない限り, transverse linkといったら正のもののことを指す.

♠ 1.3.1 transverse knotの古典的不変量 slと, Legendrian knot の古典的不変量 tb, rot

ここでの解説は Etnyre のサーベイ [35] や Ozsvath–Szabo–Thurston の [131] 2 節に従う. (Y, ξ) を閉コンタクト 3 次元
多様体, T ,L ⊂ (Y, ξ = Kerλ) をそれぞれ, positive transverse knot, 有向 Legendrian knot とする. これらの knot には
Seifert曲面 Σ ⊂ Y (向きが与えられていて, 結び目を向きこみで境界に持つようなもの)が与えられているとする (特に, ヌ
ルホモロガスな結び目であることが仮定されている).
positive transverse knot T に対し, self-linking numberとよばれる不変量 slΣ(T )が, 相対 Chern数

slΣ(T ) = −〈c1(ξ, ~n), [Σ, ∂Σ]〉
として定義される. ここで, ~nは Σの外向き法ベクトルであって ξ ∩ TΣに含まれるものである.
有向 Legendrian knot L に対し, 二つの不変量, Thurston–Bennequin 不変量 tbΣ(L)(L の向きに非依存) と, rotation

number rotΣ(L)(L の向きに応じて符号が変わる) が定義され, これら二つの不変量は, Legendrian knot の古典的不変量
(classical invariant)とよばれる. Thurston–Bennequin不変量は, Lに定まる二つの framingの差

tbΣ(L) := (ξが定める contact framing)− (Σが定める surface framing)

として定義され, rotation numberは, 相対 Chern数

rotΣ(L) := 〈c1(ξ, L̇), [Σ, ∂Σ]〉



として定義される. *18 classical invariantの定義は, Legendrian/transverse linkにも自然に拡張できる.

♠ 1.3.2 transverse-push off

与えられた有向 Legendrian knot Lに対し, それを「管状近傍において少しずらす」ことで C∞ 位相においていくらでも近
い positive transverse knot T+(L)が構成でき, この構成により写像

T+ :
{(Y, ξ)内の Legendrian knot}

Legdenrian isotopy
→ {(Y, ξ)内の transverse knot}

transverse isotopy

が well-definedに定まる. T+(L)は Lの transverse-push offとよばれる. また, Legendrian knotの negative stabilisation
という改変操作があり,

T+ :
{(Y, ξ)内の有向 Legendrian knot}

Legdenrian isotopy&negative stabilisation
→ {(Y, ξ)内の positive transverse knot}

transverse isotopy

は well-defined かつ全単射となる. 逆写像は, Legendrian approimation とよばれる構成で与えられる. このことは,
transverse アイソトピーで不変な transverse knot 不変量は, Legdenrian isotopy と negative stabilisation で不変な
Legendrian knot不変量と等価であることを主張している.
有向 Legendrian knotLが Seifert曲面 Σを持つとき, transverse push-offの下で, 古典的不変量には

slΣ(T+(L)) = tbΣ(L)− rotΣ(L)

という関係式が成り立つ.

♠ 1.3.3 front projectionと sl, tb, rotの計算公式
S3(あるいは R3) 上の標準的コンタクト構造を ξstd と書く. この 2-平面場は, R3 ⊂ S3 上, Ker(dz − ydx) で与えられる.
(Y, ξ) = (S3, ξstd)の場合, これら三つの古典的不変量は Σのとり方にはよらず, sl(T ), tb(L), rot(L)と書かれる. このとき
(ただし T ,Lは S3 = R3 ∪ {∞}の無限遠に交わらないとする)には, front projectionを用いた公式がある. ここで, front
projectionとは射影 Π : R3 → R2, (x, y, z) 7→ (x, z)のことをいう. transverse knotの front projectionは, 垂直方向下
向き −∂z と平行になることはなく, genericな場合, 特異点は二重点のみである. self-linking numberは writhe

sl(T ) = writhe(Π)

で与えられる. Legendrian knotの front projectionは, 垂直方向 ±∂z と平行になることはなく, genericな場合, 特異点は
二重点とカスプのみである. 古典的不変量は

tb(L) = writhe(Π)− 1

2
#{Π内のカスプ }

rot(L) = 1

2
(#{Π内の下向きカスプ } −#{Π内の上向きカスプ })

= #{Π内の下向き左カスプ } −#{Π内の上向き右カスプ }

で与えられる. front projectionにおいて stabilizationや transverse push-offは, 射影図に対する具体的な改変操作として
書くことができる. 例えば Enyreのサーベイ [35]を参照.

♠ 1.3.4 transverse Markov 定理: transverse linkと braidの対応
Bn を n-ストランドブレイド群とし, Braids =

∐
≥1Bn と書く. S3 内の任意の絡み目があるブレイドのブレイド閉包とし

て表示できることは, Alexanderの定理としてよく知られ, さらに, ブレイド閉包をとる操作が

•̂ :
Braids

conjugate, positive stabilization/destabilization, negative stabilization/destabilization
→ {S3内の絡み目 }

isotopy

という全単射を与えることはMarkovの定理としてよく知られている. 左辺の分母の同値関係がいわゆるMarkovムーブで
ある. positive (resp. negative) stabilizationとは, Bm−1 → Bm, β 7→ βσm(resp. Bm−1 → Bm, β 7→ βσ−1

m )という
操作であり, destabilizationは, βσmβ

′(resp. βσ−1
m β′) (ここで β, β′ ∈ Bm−1)という形の Bm の元に対し, ββ′ ∈ Bm−1 を

対応させる操作である. 例えばトーラス絡み目 Tp,q はブレイド (σ1σ2 · · ·σp−1)
q の閉包である.

このような絡み目とブレイドの対応には, transverse link版がある. Bennequinは,任意のブレイドは,自然な閉包の取り方
があって, R3 内の transverse linkを与えることができ, 逆に, 任意の transverse linkはあるブレイド閉包にアイソトピック
であることを示した. さらに, 2002年, Orevkov–Shevchishin[122]とWrinkle[154]は独立に,二つのブレイドが transversely
isotopicな transverse linkを representすることは, それらのブレイドが, 共役と positive stabilization/destabilizationで
関係し合うことと同値であるということを証明した. すなわち, 全単射

Braids

conjugation, positive stabilization/destabilization
∼=

{transverse links in(S3, ξstd)}
transverse isotopy

*18 古典的不変量について, 閉 3次元多様体上のコンタクト構造が tightであることを特徴づける Eliashberg–Bennequinの不等式が有名であるが, こ
こでは割愛する.



がある. この対応の下でブレイド β に対し, その閉包として得られる transverse link の self-linking number は, 次の
Bennequinの公式で与えられる:

sl(β̂) = writhe(β)− n(β)

ここで, n(β)は β のストランドの本数である.
この, transverse link とブレイドの対応は, Pavalescu により, 一般の閉コンタクト 3 次元多様体内の transverse link と
オープンブック内のブレイドの対応として拡張された [132]. これにより, 任意の閉コンタクト 3次元多様体内の transverse
linkを pointed open bookという diagramにより表示できるようになった. これは後述する, Heegaard knot Floerホモロ
ジーの transverse knot元である Braid不変量の定義に用いられた.

♠ 1.3.5 絡み目の positivityと fillability

Heddenの [56]に従い, S3 内の有向絡み目 (up to アイソトピー)に対し,

positive braid ( positive ( strongly quasi positive ( quasi positive = transvers C-link

というクラスを説明する.
1. S3 内の絡み目が positive braidであるとは, 正のブレイド (=writheが負の交点を持たないブレイド)の閉包にアイ
ソトピックであることをいう. Stallingsの古典的な結果「Stallings, Constructions of fibered knots and links」によ
れば, positive braid 絡み目はファイバー絡み目である. すなわち, 絡み目の補集合が S1 上のファイバー束の全空間
の構造を持つ絡み目にアイソトピックである.
なお, 代数的ならば positive braidであることは, Weierstrass予備定理の帰結である. [19]

2. S3 内の絡み目が positiveであるとは, writheが負の交点を持たない射影図を持つ結び目にアイソトピックであるこ
とをいう. 「positive braid ⊂ positive」は by definition である. 「positive braid 6= positive」は (KnotInfo で検
索すればたくさん見つかるが)例えば 52, 72, 73, 74, 75 が例を与える. これらが positive braidでないことは, ファイ
バー結び目でないことから確かめられる.

3. S3 内の絡み目が strongly quasipositiveであるとは, i ≤ j − 2に対する

(σi · · ·σj−2)σj−1(σi · · ·σj−2)
−1

の形の因子 (positive embedded band) の積であるブレイドの閉包にアイソトピックであることをいう. 「positive
⊂strongly quasipositive 」は Rudolph[142]が示した. 「positive 6=strongly quasipositive 」は, KnotInfoによると
12n148, 12n149 が例を与える.

4. S3 内の絡み目が quasipositiveであるとは,

wiσjiw
−1
i , wi ∈ Bn

という形の因子 (positive band) の積でかけるブレイドの閉包にアイソトピックであることをいう. 「strongly
quasipositive⊂quasipositive」は by definitionである. 「strongly quasipositive6=quasipositive」は, 820 が例えば例
である. これが strongly quasipositiveでないことは, [56]によると, strongly quasipositive knotは g3 = g4 = τ を
満たすが, g3(820) = 2 6= 0 = g4(820)であることからわかる.

5. S3 内の絡み目が transverse C-linkであるとは単位球面 S3 ⊂ C2 と滑らかな複素曲線の横断的交わりにアイソトピッ
クであることをいう. *19 「quasi positive ⊂ transverse C link」は Rudolph が示した [140]. 「quasi positive ⊃
transverse C link」は Boileau–Orekovが擬正則曲線を用いて証明した [18]. *20 quasipositiveでない結び目は豊富
にある. 例えば 8の字結び目はそうである.

Hayden により, quasipositive link の概念は S3 とは限らない任意の閉コンタクト 3 次元多様体へ拡張された [54]. そこ
では, Boileau–Orekov の結果「quasi positive ⊃ transverse C link」の擬正則曲線によらない証明が与えられた. さら
に, この論文で扱われた ascending surface の概念は, 後に, Heegaard knot Floer ホモロジー, Khovanov ホモロジーの
transverse knot 不変量の naturality およびそれを用いた, 4-ball 内のエキゾチック曲面の存在証明に用いられた (前者は
Juhasz–Miller–Zemke[73]による. 後者は Hayden–Sundbergによる [55]による).

♠ 1.3.6 Rudolphによる slice–Bennequin不等式
Kronheimer–MrowkaによるMilnor予想の解決の帰結として, Rudolphは, 次の slice–Bennequin不等式を証明した. これ
は, Milnor予想の一般化と見ることができる.

定理 1.4. (slice–Bennequin不等式, Rudolph[141])

1. β をブレイドとする. このとき, ブレイド閉包である絡み目 β̂ の任意のMurasugi曲面 (β̂ = ∂Σを満たす properか
つ C∞ に埋め込まれたコンパクト有向曲面)に対し

writhe(β)− n(β) ≤ χ(Σ)

が成り立つ.

*19 このときこの滑らかな複素曲線と D4 との共通部分 S ⊂ (D4, ωstd, Jstd, gstd) はシンプレクティック曲面であり, K = ∂S は標準的コンタクト
構造 ξstd = TS3 ∩ JstdTS3 について transverse link である. 実際, S は複素部分多様体であることより, v ̸= 0 ∈ TxS ならば Jv ∈ TxS で
あり, ωstd(v, Jv) = gstd(v, v) > 0 であるから, ω|S はシンプレクティックである. さらに, S と S3 が横断的に交わっているという仮定より,

TS|K ∩ TS3|K = TK である. もし TK ⊂ ξ = TS3 ∩ JstdTS3 であったとすると, 特に TK ⊂ JstdTS3 すなわち JTK ⊂ TS3 となってい
なくてはならないが, すると TS|K = TK + JTK ⊂ TS3|K となり, S と S3 が横断的に交わることに反する.

*20 定数ではないある f(z, w) ∈ C[z, w] に対し, Vf := f−1(0) ⊂ C2 のことを 平面複素曲線という. Vf は有限個の特異点の集合を除いて滑らかな
有向 2 次元多様体である. [141] は, 絡み目が quasipositive であることは, S3 ⊂ C2 とある C2 内の平面複素曲線の交わり S3 ∩ Vf にアイソト
ピックな絡み目であることと同値であることを示した. さらに, transverse C-link は quasi positive であることを予想した. つまり, この予想は,

Boileau–Orekovが擬正則曲線を用いて証明した.[18]. ([54]も参照.)



2. T ,L ⊂ (S3, ξstd = Ker(dz − ydx))をそれぞれ, transverse knot, Legendrian knotとする. このとき, 不等式

sl(T ) ≤ 2g4(T )− 1

tb(L) + |rot(L)| ≤ 2g4(L)− 1

が成り立つ.
*21 さらに, quasipositive knotに対しては, 等号が成り立つ transverse/Legendrian representativeが存在する.

証明. ブレイドに対する主張は, crossing changeにより positive braidの場合に帰着され, positive braidの場合はトー
ラス結び目に対する Milnor 予想に帰着される. transverse knot に対する主張は, ブレイドに対する主張と, transverse
Markov 定理から従う. trasnverse push-off により, Legendrian knot に対する主張は transverse knot に対する主張
から従う. quasi positive knot に対する主張は, quasi positive knot に対しては transverse C-knot との同値性から,
symplectic surface S ⊂ (D4, ωstd)であって, その境界 ∂S ⊂ (S3, ξstd)が transverse representativeになっているものがと
れ, sl(∂S) = 2g(S)− 1が成り立つことからわかる ([36]の補題 2.13の帰結 (2)をみよ. *22).
どんな結び目であっても, その Legendrian approximation の front projection を手で描いて古典的不変量を計算するこ
とで, (最善である保証はないにせよ)g4 の下からの評価を与えることができるのである.
上の定理は, symplectic surface S ⊂ (D4, ωstd)であって, その境界 ∂S ⊂ (S3, ξstd)が transverse knotであるものは, 種
数を最小化しているということをいっている. D4 を strong symplectic fillingに一般化した結果があり, 相対版シンプレク
ティック Thom予想とよばれる.

定理 1.5. (Gadgil–Kulkarni [44] ([36]定理 1.20も見よ) (Y, ξ)を閉コンタクト 3次元多様体, (X,ω)を (Y, ξ)の強シンプ
レクティック充填とする. S ⊂ X を properに埋め込まれた連結シンプレクティック曲面であって, ∂S が trasnverse linkで
あるものとする. このとき, S はその相対ホモロジー類において種数最小である.

証明. 証明には 2 通りある. Mrowka–Rollin の一般化された Benequin 不等式を使うものと Relative symplectic
cap(symplectic hat)を使って, 閉のシンプレクティック Thom予想に帰着させるものである.
他にも, Akbulut–Matveyev による Stein 多様体内の閉曲面に対する adjunction 不等式 [3] も知られており, これは閉

Kähler多様体への埋め込みを利用する証明がある. 他にも, H-slice種数の評価など, S3 や D4 以外の多様体に境界付き種
数評価を拡張するというのは今後発展していく可能性のある方向性であると言える.

1.4 2000年以降: 結び目ホモロジー理論

2000年代になると, いくつかの結び目ホモロジー理論が導入されたことで, 結び目理論の研究は大きく発展した. 特に, 複素
幾何や解析に依拠しないトポロジカルな, あるいは, 組み合わせ的なアプローチにより, これまで得られてきた成果が復元,
拡大されていき, その傾向は今後も続いていくと思われる.

♠ 1.4.1 結び目ホモロジーの序章としての Floerホモロジー: 「圏化」と「TQFT」
結び目ホモロジー理論は, 結び目の多項式不変量の「圏化」を与える「TQFT」として発見された. その元祖が Khovanovホ
モロジーである. これは普通の意味では Floerホモロジーではない. しかし, 「圏化」や「TQFT」の思想的由来は Floerホ
モロジー理論にあり, Floer理論の変種としての結び目ホモロジー理論ものちに導入されていったので, ここではまず Floer
ホモロジーについて説明する. 「Floer ホモロジーは無限次元版の Morse ホモロジーである」というのはよく言われる標
語である. Morse ホモロジーのアイディアは, 与えられた有限次元可微分多様体 B に対し, その上の「よい」Morse 関数
f : B → Rをとり, Morse指数 iの臨界点全体の生成する加群 Ci(B, f)に, 適切に微分 ∂i : Ci(B, f) → Ci−1(B, f)を定義
し, そのホモロジーが B のホモロジーを復元するようにするというものである. Morseホモロジーは, Morse関数 f により
B をハンドル分解し, そのハンドルの太さの方向を潰して得られる胞対複体の cellularホモロジーと実質同じものである. こ
れは例えば 1960年代, Smaleが h同境定理, 高次元 Poincaré予想を解いた際に用いられた. 物理学者Wittenは [150]にお
いて, 微分 ∂i を f の負の gradientフローの本数の数え上げとして解釈できるという見方を提示した. それに触発され, Floer
は, 無限次元版Morseホモロジーと称される,「Floerホモロジー」を導入した. Floerホモロジーは大きく分けて, シンプレ
クティック幾何における Floerホモロジー (Hamilnon Floerホモロジーと Lagrangian intersection Floerホモロジー)と,
ゲージ理論における Floerホモロジー (インスタントン Floerホモロジーと SWモノポール Floerホモロジー)に大別され
る. Y インスタントン Floerホモロジーは, 技術的なことに目を瞑れば, 有限次元多様体 B の代わりに閉 3次元多様体 Y 上
の SU(2)/SO(3)接続のゲージ同値類の空間を, Morse関数の代わりに Chern-Simons汎関数を用いて, Morseホモロジー
を真似て作られる. 微分を与える負の gradientフローは R× Y 上の ASD解のゲージ同値類に他ならない. インスタントン
Floerホモロジーは Casson不変量 λ(Y )とよばれる ZHS3 に対する整数値不変量の「圏化」であり, 同時に Donaldson不
変量の「(3 + 1)TQFT化」でもある. 「圏化」は, インスタントン Floerホモロジーは Euler数をとると Casson不変量が

*21 なお,Legendre版で g4 を g3 に置き換えたより弱い主張は Bennequinが最初に発見した. これを用いて S3 上に ξstd とアイソトピックでないコ
ンタクト構造 (これは overtwistedなコンタクト構造である. overtwisted diskは Bennequin不等式を破る!)が見出されたことはコンタクトトポ
ロジー初期の重要な結果である.

*22 そこでの sl(∂S) = 2g(S)− 1の証明は次のとおり. −K の Seifert曲面 Σ ⊂ S3 を一つとる.　 TD4|S∪Σ = (TS ∪ ξ⊥)⊕ (νS ∪ ξ)であり,

0 = c1(TD4|S∪Σ)[S ∪ Σ] = c1(TS ∪ ξ⊥)[S ∪ Σ] + c1(νS ∪ ξ)[S ∪ Σ]

であり, 境界付き版の Poincaré–Hopfの定理 (境界上外向きなら ok)より第一項は

c1(TS ∪ ξ⊥)[S ∪ Σ] = χ(S)

である. 第二項 c1(νS ∪ ξ)[S ∪ Σ] を切断のゼロ点の個数の数え上げとして数えたい. まず, Σ上には切断を ξ ∩ TΣで与える. 今 S の境界は空で
ないので, νS は自明束であり, 同一視 νS |K = ξ|K の下で, νS → S は境界K 上に nowhere vanishing sectionが与えられたことになる. これは
写像度 0であるから, nowhere vanishingに S 上に拡張する. よって, ゼロ点は S 上にはなく, −Σが K の Seifert曲面であることに注意すると
よって, c1(νS ∪ ξ)[S ∪ Σ] = sl(K)である. よって, sl(K) = −χ(S) = 2g(S)− 1を得る.



得られるという意味で, Casson不変量を精密化しているということを指す. 「(3 + 1)TQFT化」は, インスタントン Floer
ホモロジーは Donaldson不変量を境界つき 4次元多様体や (3 + 1)次元コボルディズムに拡張する枠組みであって, コボル
ディズムの合成についてしかるべき合成則を持つことを指している. すなわち, しかるべき (3+1)コボルディズム圏から加
群の圏への関手にしたということである. Kronheimer–Mrowkaの構造定理の証明でもインスタントン Floerホモロジーの
あるバージョンが用いられた. インスタントン Floerホモロジーは, reducible平坦接続が出てくる理論と出てこない理論の
二つに大別できる. Floerの時代よりも後になって一般化された形のものを説明する.

• reducible平坦接続が出てくる理論 (SU(2)束を用いる SO(3)同変理論). これは, Floerが定義した整ホモロジー球
面の場合に, 自明接続を無視して既約接続のみで Floerホモロジーを定義するということがなされていた. 比較的最
近, Daemi–Miller [26]により次のように拡張された定式化がなされた. 任意の PID Rおよび有理ホモロジー球面 Y
に対し, 3種類の Z/8次数づけられた H−∗(BSO(3);R)加群であって, 長い完全列

· · · [−4]−−−→ I+∗ (Y ;R)
[3]−→ I−∗ (Y ;R) → I∞∗ (Y ;R)

[−4]−−−→ · · ·

をなすものが定義される. さらに, これらは 1/2 ∈ Rであるという条件のもとで, 次のような関手を与える. *23

I+, I−, I∞ : (3 + 1)CobQ∗ → grZ/8H−∗(BSO(3);R)-Mod

*24 また, signature dataとよばれるデータ σ(摂動のデータ)を選ぶごとに, irreducible Floer homology groupとよ
ばれる Z/8次数づけられた加群 I∗(Y, σ)が定まり, σ を取り替えたときにどう変化するかを記述する exact triangle
がある. また, nearly goodとよばれるクラスのコボルディズムに対し関手性がある. I∗(Y, σ)は, Casson–Walker不
変量を圏化すると予想されている. 整ホモロジー球面の場合には, σ の選び方はなく, Floerが元々定義した Floerホ
モロジー I∗(Y )に一致し, これは Casson不変量を圏化する.

• reducible 平坦接続が出てこない理論 (N -admissible な U(N) 束上の PU(N) 接続を用いる). これは, 有向閉 3 次
元多様体 Y と, その上の N -admissible バンドル, すなわち, U(N) 束 P であって, ある σ ∈ H2(Y ;Z) であって
〈c1(P ), σ〉が N と互いに素であるもの, および単位的可換環 Rに対し, 相対 Z/4NZ-次数を持つ加群 IN∗ (Y, P ;R)を
与える.
さらにこれは,

IN∗ : (3 + 1)CobN−adm → grrel.Z/4NZ-Mod

という関手を与える. また, 係数が例えば R = Cのときには, IN∗ (Y, P ;C)は A(Y )⊗(N−1) 加群の構造を持つ. ここ
で, A(Y ) := Sym∗(H0(Y ;C)⊕H2(Y ;C))⊗ Λ∗H1(Y ;C)であり, A(Y )⊗(N−1) の第 i因子 (2 ≤ i ≤ N)の作用は

µi : A(Y ;C) → End(IN∗ (Y, P ;C)), 2 ≤ i ≤ N

と書かれ, 第 i µ-mapとよばれる.*25

U(N)束は 3次元多様体上では 1サイクル, 4次元多様体上で 2サイクルで指定できるので, そうすることが多い. さ
らに, 有向閉 3次元多様体 Y に対し, 加群 I#,N

∗ (Y ) := IN∗ (Y#T 3, S1×pt)∩Ker(µ2(pt)−N)が定義される. 最もよ
く研究されているのが N = 2の場合でありこの時は N を省略して書く. I#,N

∗ (Y )は, Euler数が |H1(Y ;Z)|N−1(有
理ホモロジー球面でなければゼロ)であり, 連結和に対する Kunneth性, コボルディズム写像に対する関手性などが
成り立つことを, Daemi–筆者–Scadutoは示した [27].

♠ 1.4.2 Jones多項式, 量子不変量, Crane–Frenkelのプログラム, そしてKhovanovホモロジー
1980年代, Jonesによって Jones多項式とよばれる結び目の多項式不変量が発見された [69]. これは S3 内の結び目に対し
て, 射影図を用いて組み合わせ的に計算できるものである. Jonesは元々作用素環論の研究から Jones多項式を見出したが,
作用素環論の理解を要するものでもなければ, ゲージ理論のように PDEの解析を要するようなものでもない. Jones多項式
の発見を受けて, 複数の数学者により同時期に独立にその一般化である HOMFLY-PT多項式が発見された [41]. *26 これは
特殊化として Rehetikhin–Turaev sln 多項式 (n = 2が元の Jones多項式)を含む.
具体的には, 有向絡み目 L ⊂ S3 に対し, normalized HOMFLY-PT多項式 P∞(a, q) ∈ Z[a±1, q±1]が

aP∞(σ−1)− a−1P∞(σ) = (q−1 − q)P∞(⇈), P∞(U) = 1

により定まる (σ, σ−1 はブレイド群の生成元と同じもの, ⇈はブレイドに平行な方向への smoothingである). 特に, a = qn

とおいたものが normalized Rehetikhin–Turaev sln 多項式 Pn(q) = P∞(a = qn, q) ∈ Z[q±1]であり,

qnPn(σ
−1)− q−nPn(σ) = (q−1 − q)Pn(⇈), Pn(U) = 1

を満たす. n = 0(ただし P 0(U) = 1とする)の場合 P 0 が Alexander多項式である. n = 1に対しては全ての絡み目に対し
P 1 = 1となってしまう. n = 2が (normalized)Jones多項式である. sln 多項式不変量が, 量子群 Uq(sln)のベクトル表現

*23 1/2 ∈ Rであるという条件なしでも関手性を持つかは未解決である. 負定値コボルディズムに対しては, 1/2 ∈ Rであるという条件なしでも関手性
を持つことが示されている.

*24 (3 + 1)CobQ∗ の object は基点付き (連結)QHS3 であり, morphism はホモロジー orientation と基点を結ぶ path が与えられた滑らかな連結有
向コボルディズムである.

*25 universal bundle が PU(N) 束であり, その PU(N) 特性類に対応する µ-map がある. 今の場合 H∗(BPU(N);C) = K[2, . . . ,N ] で
あり, U(N) 束 E に対して i(E) ∈ H2i(BPU(N);Q) は, 有理 K 理論類 E ⊗ (detE)−1/N の第 iChern 類として定義される. 例えば

2(E)) = c2(E)− N−1
2N

c21(E)である.
*26 [41] の最初のページの Editer’s note によると 1984 年 9 月末から 10 月初めあたりの数日間において, ほぼ同じ結果を述べた 4 つの独立のリサー
チアナウンスメントがあった. それらが 1つの共著論文として統合されることになりこの論文が書かれた.



C2 に対応する R 行列を使って解釈できることを最初に示したのは Turaev[148]である. sln 多項式という名前の一つの由
来はこのことにある. Murakami–Ohtsuki–Yamada [119]は sln 多項式に対し, 今日MOYグラフとよばれている trivalent
planarダイアグラムを用いた state sum表示を与えた. *27

量子群は Hopf代数の例であり, Drinfeldと神保により独立に導入され, Lie代数 gの普遍包絡環 U(g)のある 1パラメタ
変形 Uq(g)として定義される. その出自は, 量子可積分系に分類されるいくつかの統計力学模型が持つ普遍的な構造として
見出された Yang–Baxter方程式にある. Yang–Baxter方程式の解を R 行列というが, これは, ブレイド群の表現の構成に
用いることができ, 量子群を用いて系統的に R行列, 結び目不変量が得られるようになった. その後, 量子群は共形場理論の
持つ対称性としても研究されていった.
後に, Witten は, 3 次元 Chern–Simons 汎関数を Lagrangian とする 3 次元 TQFT と, 2 次元共形場理論であるWess–

Zumino–Witten理論の間のある種の等価性と, これらの理論により Jones多項式が (1の冪根において)記述でき, さらに一
般の閉 3 次元多様体に拡張できることを提唱した [151]. Witten の提案は Rehetkhin–Turaev により数学的に定式化され
[138], Witten–Reshetkhin–Turaev(WRT)不変量という閉 3次元多様体の不変量が定式化された. WRT不変量の定式化で
も量子群が用いられた.
Crane–Frenkel [25]は, インスタントン Floerホモロジーを含む種々の TQFTが構成されていたことや, Lusztigにより,
量子群の基底であって, 構造定数が正値性, 整数性を満たすようなもの (標準基底)が見出されていた (正の整数でなければ何
かのベクトル空間の次元になっていることは期待できない!)ことを背景に, WRT不変量を圏化した 4次元 TQFTを構成す
るプログラムを提唱した.*28 彼らは Hopf圏という概念を導入した. Frebenius代数が 2次元 TQFTを与え, Hopf代数が 3
次元 TQFTを与えるように, Hopf圏が 4次元 TQFTを与えるはずであるということが彼らの構想である. WRT不変量の
圏化は現在でもまだ構成されていないが, この構想は, Khovanovが Jones多項式の圏化である Khovanovホモロジー [78]
を定式化する動機の一つとなった. *29

Khovanov–Rozanskyにより, sln-Khovanov–RozanskyホモロジーKhRn(n = 2が KhovanovホモロジーKh = KhR2

である)およびその reduced 版 KhRn が定義された [80]. KhRn の構成方法は, MOYグラフに, あるやり方で行列因子化
(matrix factorization)を付随させ, それに基づいて絡み目図式に対してチェイン複体を構成するというものである.
KhRn はMaslov(あるいはホモロジカル)次数と Alexander次数とよばれる二重次数をもち, sln 多項式を圏化する. すな
わち, unreduced版の graded Euler数は unknormalized sln 多項式に等しいという等式∑

i,j

(−1)iqjdimCKhRn(K) =
qn − q−n

q − q−1
Pn(q) =: Pn(q)

(最右辺を unnormalized Rehetikhin–Turaev sln 多項式とよぶ) および, reduced 版の graded Euler 数は normalized sln
多項式に等しいという等式 ∑

i,j

(−1)iqjdimCKhRn(K) = Pn(q)

が成り立つ.
さらに, 曲面コボルディズム写像が定義され, 関手

KhRn : Link → grZ×ZAbGrp

を与える ([117] 定理 4.9) . 　ここで, Link は S3 内の有向絡み目を objectとし, [0, 1] × S3 内の曲面コボルディズム (up
to　境界を固定するアイソトピー)を射とする圏であり, grZ×ZAbGrpは Z× Z次数を持つアーベル群を objectとし, 斉次
な準同型をmorphismとする圏である. *30 *31

sln-Khovanov–Rozansky ホモロジーの変種として, ポテンシャル関数 ∂w ∈ C[x] とよばれる次数 n の monic 多項式の
データを入れて変形したもの KhR∂w(∂w = xn の場合が元の KhR∗∗

n ) がある (例えば, [100] を見よ). また, Z × Z × Z
3 重次数を持つ HOMFLY-PT-Khovanov–Rozansky ホモロジー KhR∗∗∗

∞ およびその reduced 版 KhR
∗∗∗
∞ も定式化され,

*27 Reshetikin–Turaev [139] は単純 Lie 代数 g に対し, 絡み目の各成分に量子群 Uq(g) のある既約表現 (いわゆる「色」) を付与したものに対す
る多項式不変量を定義した. 例えば, g = sl2 の場合に表現 Vn = Symn(C2) 上の表現を全ての絡み目成分に与えたものに対して定まるのが
n-colored Jones 多項式 Jn(K, q) であり, n = 1 の場合が通常の Jones 多項式である. 　絡み目 L = K1 ∪ · · · ∪ Ll の成分 Li に表現 Vni を
与えたものに対して定まるのがより一般的な colored Jones 多項式 J(Ln, q) 多項式である. g = sln の場合に, 絡み目 L = L1 ∪ · · ·Ll の
第 i 成分 Li に Vki

= ΛkiCn 上の表現 (基本表現) を与えたものは colored Rehetikhin–Turaev sln 多項式 Pn(Lk, q) とよばれ, 全ての絡み
目成分に対して表現 V1 を与えた場合が元の Rehetikhin–Turaev sln 多項式である. 　 Murakami–Ohtsuki–Yamada [119] は, colored 版の
Rehetikhin–Turaevsln 多項式にも state sum 表示を与えていた. colored Rehetikhin–Turaev sln 多項式の圏化については, 例えばWedrich

のスライド「Some differentials on colored Khovanov–Rozansky link homology」や, [33]とそこから辿れる文献などを参照.
*28 Wikipediaによると「圏化」は Craneによる造語である.
*29 Khovanov ホモロジーを定式化した動機については Khovanov の元論文 [78] や Lauda –Sissan によるサーベイ [97] Khovanov–Lipshitz によ
るサーベイ [79]で説明されている.

*30 Rasmussenの [136] 2.9節」によると, reduced版KhR
∗∗
n の方は, 絡み目に対しては, marked componentに依存することが知られている.

*31 sln-Khovanov–Rozansky ホモロジーには, いくつかの別構成が知られている. 一つは, シンプレクティック Khovanov ホモロジーで, ある種の
Lagrangian intersection Floer ホモロジーとして構成される. sl2 版を Seidel–Smith[145] が構成し, Manolescu[111] がそれを sln に拡張し
た. 　 sl2 のとき, 標数 0 の体上では, Abouzaid–Smith により元の Khovanov ホモロジーと同型であることが証明されている [1]. また一つの
構成は, シンプレクティック Khovanov ホモロジーのホモロジカルミラーとされている, Cautis–Kamnitzer の導来代数幾何的 slnKhovanov–

Rozansky ホモロジー [20] [21] である. 現在 C 係数上定義されており, これも n = 2 の場合は元の Khovanov ホモロジーと同型であること
が証明されている. また一つの構成は, Webster [149] が任意の複素単純 Lie 代数 g に対して構成した絡み目ホモロジーである. これは higher

representation theory(量子群 Uq(g) の 2 圏類似) を用いるもので, sl(2) の場合に元の Khovanov ホモロジーを復元することが示されてい
る. 他にも数学的に厳密ではないが, 物理学者たちが Khovanov–Rozansky ホモロジーの構成についていくつかのアプローチを提唱している.

Gukov–Schwarz–Vafa([53]), Witten([153]), Aganagic([2]とその続編)などが挙げられる.



HOMFLY-PT 多項式を圏化する [81]. すなわち全ての絡み目 L ⊂ S3 に対し, unreduced版に対しては,

∑
i,j,k

(−1)
k−j
2 ajqidimKhRi,j,k

∞ (L) =
a− a−1

q − q−1
P∞(a, q)

が成り立ち, 右辺を unnormalized sln 多項式とよぶ. reduced版に対しては,∑
i,j,k

(−1)
k−j
2 ajqidimKhR

i,j,k

∞ (L) = P∞(a, q)

が成り立つ.

♠ 1.4.3 Heegaard/モノポール/ インスタントン Floerホモロジーとその knot版, sutured版
ここまでは 2000 年ごろからの Khovanov ホモロジーの発展の話を振り返ったが, 今度はそれとほぼ同時期のゲージ理論,
Heegaard Floer 理論の展開をみよう. 1994 年に Seiberg–Witten 方程式が発見されて以来, インスタントン Floer ホモロ
ジーの SW版, すなわち, モノポール Floerホモロジーを定式化する試みはいくつかなされてきた. 2007年に本として出版
された, Kronheimer–Mrowkaによる SW方程式の実 blow upを用いた定式化 [94]が, 一つの完成形であると広く認識され
ている. *32 モノポール Floerホモロジーが持つ U(1)対称性についての同変理論として, 長い完全列で結ばれる 3つの Z[U ]
加群

· · · p−→ ¯HM•(Y )
i−→ ˇHM•(Y )

j−→ ˆHM•(Y )
p−→ · · ·

*33 および, reduced フレーバー HMred
• (Y ) = Imj *34, そして, Bloom[17] が定式化 U(1) 対称性を無視した非同変理論

H̃M•(Y )*35があり, 「Thom–Gysin完全列」

→ ˇHM•+2(Y )
U−→ ˇHM•(Y ) → H̃M•(Y ) →

をなす. これらの Floerホモロジー群は, 関手

¯HM•(Y ), ˇHM•, ˆHM• : (3 + 1)Cob→ Z[U ]-Mod

をなす.*36 また, これら 5 種類のモノポール Floer ホモロジー群は Spinc 構造の同型類に応じた分解
◦

HM(Y ) =

⊕s∈Spinc(Y )

◦
HM(Y, s) および, 有向 2 平面場のホモトピー類の集合 π0(Ξ(Y )) =

∐
s∈Spinc(Y ) π0(Ξ(Y, s))

*37による次

数付けを持つ. c1(s)がトージョンである Spinc 構造に対しては, (特に QHS3 ならばいつでも)有理数 Qによる絶対次数も
定まる. Floerコホモロジー群, 局所係数付き版なども定義される.
Heegaard Floer ホモロジー [127] は, SW 版の Atiyah–Floer 予想におけるモノポール Floer ホモロジーの Lagrangian

intersection Floer的対応物であり, モノポール Floerホモロジーよりもトポロジカル, 組み合わせ的計算に適したものを意
図して Ozsváth–Szabó が構成した理論である. モノポール Floerホモロジーとの同型

HF∞(Y, s) ∼= ¯HM(Y, s), HF+(Y, s) ∼= ˇHM(Y, s), HF−(Y, s) ∼= ˆHM(Y, s)

ĤF (Y, s) ∼= H̃M(Y, s), HF red(Y, s) ∼= HMred(Y, s)

*38 が証明されており, コボルディズム写像, (i, j, p)長完全列, コホモロジー群などもモノポール Floer理論と同様に存在す
る.*39

Ozsváth–Szabó[125]と Rasmussen [137] は独立に, Heegaard Floer理論の結び目入り版として, knot Floerホモロジー
を導入した.

ˆHFK(Y,K), HFK+(Y,K), HFK−(Y,K), HFK∞(Y,K),

*32 モノポール Floerホモロジーよりも, それに触発されて構成されたであろう SW Floer安定ホモトピー型, Heegaard Floerホモロジーの方が時系
列としては先に発表されたことになっており, 時系列が一見奇妙に見えるが, Kronheimer–Mrowkaは 1996年の講演で, QHS3 に対しては U(1)

同変モノポール Floerホモロジーの構成を実 blow upなしで行えることを説明していた. [126] の 4.1節を参照. Kronheimer–Mrowkaが b1 = 0

とは限らない場合まで含めて扱えるように実 blow upを定式化とし, 境界付き多様体のMorseホモロジーの無限次元版という描像を精巧に実現す
ることに, 時間と労力をかけたことが想像される.

*33 それぞれ HMバー, from, toとよばれ, 境界付き多様体 B の全体と境界との対の完全列

· · · p−→ H∗(∂B)
i−→ H∗(B)

j−→ H∗(B, ∂B)
p−→ · · ·

のMorseホモロジーとしての実現の無限次元版と解釈される.
*34 QHS3 に対し, これがゼロであることは Z係数で L-spaceであることと同値である
*35 QHS3 に対し, どの Spinc 構造に対してもこれのランクが対しても 1であることは Z係数で L-spaceであることと同値である
*36 (3+1) コボルディズム圏の object としては連結有向閉 3 次元多様体のみを考える. また, 射には, homology orientation のデータを付与するか,

さもなくば ±1 倍を除いてしかコボルディズム写像が定まらない, 終域を射影的 Z[U ] 加群の圏にする. また, 閉 4 次元多様体の SW 不変量を再現
するには, もう一つのコボルディズム写像 ~HM(W )を用いる必要がある.

*37 π0(Ξ(Y, s))には Z/div(c1(s))が freeかつ transitiveに作用する. ここで, div(c1(s) ∈ Zは c1(s) : H2(Y ) → Zの像である.
*38 正確には HM側では balanced perturbationをとる.
*39 ただし, コボルディズム写像の合成則は Z係数では証明されていない.



さらに, Ozsváth–Szabóはそれの有向絡み目への拡張として, link Floerホモロジー

ˆHFL(Y,K), HFK−(Y, L)

も導入した [130]. Y = S3 のときには, ˆHFK(K)は Alexander多項式を圏化し, ˆHFL(K)は多変数 Alexander多項式を
復元する. Heegaard knot Floerホモロジーの元々の定義には, 擬正則曲線 (非線形 Cauchy–Riemann方程式)の解析が使
われていたが, S3 内の結び目に対しては, Manolescu–Ozsváth–Sarkar[113]により, grid diagramを用いた組み合わせ的構
成が与えられた. これは grid homologyとよばれる.
Juhászにより導入された, Heegaard sutured Floerホモロジー [70]は, balanced sutured 3-manifold (M,γ) *40 に対し
て, 加群 SHF (M,γ)を与える Heegaard Floerホモロジー群の変種である. M = Y − Int(D3)に γ = (赤道) ⊂ ∂M = S2

を sutureとして与えると閉 3次元多様体の ĤF (Y )を復元し, knot exterior M = Y − Int(NK)にメリディアンとそれを
平行にずらして向きを逆にしたもの γ = µq−µを sutureとして与えると Heegaard ˆHFK(Y,K)を復元する. これらの 3
次元での関手性 (すなわちホモロジー群が群の同型類としてだけでなく, その間のカノニカルな同型射を与えた)については,
Juhász–Thurston–Zemke [75]で確立された.

ĤF ,HF−,HF+,HF∞ : 3Man∗ → F2[U ]-Mod

SFH : Sutbal → F2-V ect

ˆHFL,HFL− : Link∗ → F2[U ]-Mod

ただし ĤF , ˆHFLの F2[U ]加群作用は自明である. 3Man∗ は基点付き有向閉 3次元多様体を object とし, 基点と向きを
を保つ微分同相を射とする圏であり, Sutbal は balanced sutured 3-manifoldを objectとし, その間のしかるべき向きを保
つ微分同相を射とする圏である. Link∗ は, object が S3 内の based link, すなわち, 各成分にちょうど一つの基点を持つ
絡み目であり, morphism が, 絡み目および基点を保つような向き保つ微分同相である圏である. 後述するコンタクト元や
Legendre/transverse knot 元を考えるとき, Floerホモロジーを加群の同型類として扱うのでは, 元は up to 自己同型でし
か定まらないのに対し, このように 3次元での関手性を示しておけば, 元が意味をなすことになるという意味で重要である.
balanced sutured 3-manifoldの間の suturedコボルディズムに対するコボルディズム写像に関する関手性, およびその帰結
としての link Floer ホモロジーとしての関手性については Juhászの [72]をみよ.
Kronheimer–Mrowkaは Heegaard sutured Floerホモロジーのモノポール, インスタントン版として, モノポール/イン

スタントン sutured Floerホモロジー SHM(M,γ), SHI(M,γ) を構成し, その特別な場合として knot exteriorを考える
ことで, モノポール/インスタントン knot Floer ホモロジー KHM(Y,K)(Z 係数), KHI(Y,K)(C 係数) を構成した [95].
ヌルホモロガスな種数 g の連結 Seifert曲面 Σ ⊂ Y が与えられると, 相対ホモロジー類 [Σ]に応じた分解

ˆHFK(Y,K) =

g⊕
i=−g

ˆHFK(Y,K, [Σ], i), KHM(Y,K) =

g⊕
i=−g

KHM(Y,K, [Σ], i), KHI(Y,K) =

g⊕
i=−g

KHI(Y,K, [Σ], i),

が定まり, 特に Y = S3 の場合この分解は Σによらないので, (Y,Σ)を表記から省略する. この iを Alexander次数とよぶ.
結び目K ⊂ S3 に対して, 次が知られている.

1. Alexander次数について次の対称性 (conjugation symmetry)がある

ˆHFKd(K, i) ∼= ˆHFKd−2i(K,−i), KHM(K, i) ∼= KHM(K,−i), KHI(K, i) ∼= KHI(K,−i)

2. 次の意味で, Heegaard/モノポール/インスタントン knot Floer ホモロジーは Seifert 種数を detect する:

max{i| ˆHFK(K, i) 6= 0} = max{i|KHM(K, i) 6= 0} = max{i|KHI(K, i)} = g3(K)
従って, 上の項目と合わせると, 非自明な最大および最小 Alexander次数は ±g3(K)に等しく, g3(K) = 0である結
び目は unknotだけであったから, K 6= U に対しては, ˆHFK(K), KHM(K), KHI(K)はランク 2以上である (一
方で, unknotに対してはランク 1である).

3. 次の意味で, Heegaard/モノポール/インスタントン knot Floer ホモロジーはファイバー結び目を detect する
ˆHFK(K, g3(K)) ∼= Z であることは K がファイバー結び目であることと同値である. KHM , KHI についても同

様に Alexander 次数最高部分がランク 1 であることファイバー結び目であることが同値である. (Heegaard では,
Ni[121]が sutured manifold理論を使って証明し, Juhász[71]は sutured Floerを用いた別証明を与えた. モノポー
ル/インスタントンでの証明は Kronheimer–Mrowka [95]によりあたえられ, その議論は Juhászのものとほぼ並行し
ている):

*40 balanced sutured manifold (M,γ)とは, closed componentを持たない境界付きコンパクト有向 3次元多様体M に次のデータを与えたもので
ある:

1. 有向閉 1次元部分多様体 γ ⊂ ∂M(i.e. M の境界上の disjointな有向円周の集まり). これを sutureという.

2. γ の管状近傍 A(γ) ⊂ ∂M . R(γ) := ∂M −A(γ)である.

さらにこれらが次の条件を満たすことを要請する.

1. R(γ)は closed componentを持たない.

2. R(γ)には, 次を満たす向き (canonical orientation)を与える: R(γ)が境界に誘導する向きは, γ の向きと一致する.

3. R(γ)の成分を次のように二つに分ける. R(γ) = R+(γ)⨿R−(γ), ここで, R+(γ)(resp. R−(γ) )は caonical orientationが ∂M の向きと一
致している (resp. 逆である)成分の集まり. このとき, χ(R+(γ)) = χ(R−(γ))であることを要請する.

なお, sutured manifold は元々 Gabai により導入されたものであり, Floer ホモロジーが定義されている balanced sutured 3-manifold はそれ
より狭いクラスである.



4. ˆHFK(K)はMaslov次数 (ホモロジカル次数)とAlexander次数の二つのZ次数 ˆHFK(K) = ⊕(d,i)∈Z×Z ˆHFKd(K, i)
をもち, Alexander多項式を圏化する. KHM(K), KHI(K)はカノニカル Z2 次数と Alexander次数の二つの次数
KHM(K) = ⊕(d,i)∈Z2×ZKHMd(K, i), KHI(K) = ⊕(d,i)∈Z2×ZKHId(K, i) を持ち, Alexander 多項式を圏化す
る. *41 すなわち, ∑

i

χ( ˆHFK(K))ti =
∑
i

χ(KHM(K, i))ti =
∑
i

χ(KHI(K, i))ti = ∆K(t)

が成り立つ [125][95][93].
sutured Floerホモロジーの間の同型

SFH(M,γ) ∼= SHM(M,γ) ∼=C SHI(M,γ)

(∼=C は C をテンソルすると同型の略記) およびその特別な場合として, ĤF (Y ) ∼= ˜HM(Y ) ∼=C I#(Y ) や ˆHFK(K) ∼=
KHM(K) ∼=C KHI(K) が予想されているが, 未解決である.

♠ 1.4.4 分岐被覆の Floerホモロジー
結び目や曲面コボルディズムの分岐被覆に, 適切な (同変)Floer理論を適用して, 結び目ホモロジー理論を作ることができる.

Heegaaard Floer ホモロジー Ozsváth–Szabó [129] は ĤF (Σ2(K);F2) を調べ, スケイン完全列や, reduced Khovanov ホ
モロジーからのスペクトル系列を構成した. Manolescu–Owens [112]は 二重分岐被覆 Σ2(K)の Heegaard Floer d不変量
(Froyshov不変量の HF対応物)を調べ, Jabuka [68]は素数べき次の巡回分岐被覆 Σpn(K) (p: 素数)に拡張した. これらは
コンコーダンス準同型 δpn : C → Zを与える. Hendricks–Lipshitz–Sarker [60][61]は Lie群 Gについて同変な Lagrangian

intersection Floer理論を展開し, 特に Z2 同変 Heegaard Floer理論を二重分岐被覆 Σ2(K)に適用したもの ĤF ∗
Z2
(Σ2(K))

を調べた.
後述する Baraglia–Hekmati, 筆者–谷口の研究はこれらの理論の SW対応物と見ることができるものであるが, 現時点で

HFサイドよりも理論展開, 計算が進んでいる部分がある. また, 分岐被覆の involutionを, SW configurationにひねった持
ち上げ方でリフトした作用を用いる real SW理論という理論から得られる結び目ホモロジー理論を展開したものとして, 今
野–宮澤–谷口 [82][83]がある.

♠ 1.4.5 特異インスタントン Floerホモロジー
Donaldson 不変量の構造定理, インスタントン版の adjunction 不等式, 特に, Kronheimer–Mrowka による Milnor 予想の
最初の証明では, 閉 4次元多様体とそれにうめ込まれた曲面のペア (X,Σ)に対するバージョンの Donaldson不変量の考察
が重要であった. これは, 曲面に沿って特異性を持つインスタントンの数え上げにより定義された. これの TQFT化として,
Kronheimer–Mrowkaは, knotに沿って特異性を持つ接続を使い,特異インスタントン Floerホモロジー I#(Y,K), I♮(Y,K)
を導入した [91]. これは, 複素係数でインスタントン knot Floerホモロジーと同型となることが証明された [90]. また, S1

同変版特異インスタントン Floerホモロジーが Daemi–Scadutoにより導入された [30].

1.5 コンタクト元と transverse/Legendrian knot元

いくつかの Floer ホモロジーに共通する性質として, 閉コンタクト 3 次元多様体 (Y, ξ) に対しては, −Y の Floer ホ
モロジーに値を持つコンタクト元が定義される. 例えば, monopole Floer コンタクト元 cHM (ξ) ∈ ˇHM [ξ](−Y, sξ)/ ±
1, H̃M [ξ](−Y, sξ)/± 1 [84], Heegaard Floerコンタクト元, cHF (ξ) ∈ HF+(−Y, sξ)/± 1, ĤF (−Y, sξ)/± 1 [128] , ECH
コンタクト元 cECH(ξ) ∈ ECH(Y ) はその例である. Honda–Kazez–Matić[63] は cHF (ξ) の別構成を与えた. これらは,
Taubesの同型 HM = ECH([146]から始まる 5編の論文), Colin–Ghiggini–Hondaの同型 ECH = HF ([23]から始まる
一連の論文)の下で写り合うことも証明されている.
また, Honda–Kazez–Matić, [62], Baldwin–Sivek [4][5] は, convex な境界を持つ境界つきコンタクト 3 次元多様体

(sutured contact 3-manifold)(M,γ, ξ)(ここで sutureγ は dividing set とする) に対して定まる sutured Heegaard/モノ
ポール/インスタントン Floerホモロジーの元を与えた

EH(M,γ, ξ) ∈ SFH(−M,−γ), ψ(M,γ, ξ) ∈ SHM(−M,−γ) , θ(M,γ, ξ) ∈ SHI(−M,−γ)

また, コンタクト元の naturality とよばれる性質が知られている. これはしかるべきクラスのシンプレクティックコボ
ルディズムに対して, そのコボルディズム写像は, 一方の境界のコンタクト元をもう一方の境界のコンタクト元に写すと
いうものである. 例えば, モノポール Floer 理論では, strong symplectic cobordism (W,ω) : (Y0, ξ0) → (Y1, ξ1) に対し,
W : −Y1 → −Y0 とみなした下で, ˇHM(W, sω)(c(ξ1)) = c(ξ0) が成り立つ. これは Mrowka–Rollin[118] が Kronheimer–
Mrowka不変量 (SW不変量の, 境界にコンタクト構造を持つ 4次元多様体に対する変種)に対する naturalityを示す際に用
いた「コーンの拡大」の手法を用いて, Echeverria[32]により示された. 他の理論のコンタクト元の naturalityについては
Echeverria[32]に書かれている文献を参照.
いくつかの結び目ホモロジーにおいては, Legendrian, transverse knotに対し, その結び目ホモロジー群の元が定まると
いう共通の性質がある. これは上述したコンタクト元の結び目版と見なせる. transverse linkの不変量であって trasnverse
アイソトピーの下で不変なものは Legendrian linkの不変量であって negative stabilizationと Legendrian アイソトピーの
下で不変なものと等価であったことを思い出そう. ここで紹介する不変量はいずれもそのようなものであるので, transverse
link不変量の場合のみを書くことにする.

*41 インスタントン/モノポールではホモロジカル Z 次数を復元する方法は知られていないが, もちろんホモロジカル Z2 次数だけで Euler 数は定義で
きる.



• Plamenevskayaが定式化した Khovanovホモロジーの元としての transverse knot不変量 [133]とWu[155]によるそ
の slnKhovanov–Rozansky への一般化 ψn(T ) ∈ KhRn(m(T )). Khovanov ホモトピー版などの変種と発展につい
ては Lipshitz–Ng–Sarkar [105], Collari [24]などを参照. Gabriel Montes de Oca [116]は Plamenevskaya不変量の
odd Khovanovホモロジー版を構成した. Hayden–Sundberg [55]では, Plamenevskaya不変量の, 正の ascendingコ
ボルディズムの元での naturalityが証明され, また, 4-ball内の exotic surfaceを検出した.

• Heegaard knot Floer ホモロジーの元として定まる Legendrian, transverse knot 不変量には, zsvath–Szabo–
Thurston[131] による Grid 不変量 (ただし (S3, ξstd) のみ) とよばれる grid diagram を用いる定式化, Lisca–
Ozsváth–Stipsicz–Szabó による, LOSS 不変量 [106] という二つの定式化があったが, Baldwin–Vela-Vick–Vértesi
は Braid不変量 [9]というまた一つの定式化を与え, さらにこれら 3つの定式化の等価性を示した. 今のところ, LOSS
不変量, Braid不変量には HFK(−Y, L)に値を持つものと HFK(−Y,−L)に値を持つものの 2タイプがある (ただ
し HFK(−Y, L)と HFK(−Y,−L)は同型ではある).

T̂Grid(Y, ξ,K) = T̂LOSS(Y, ξ,K) = T̂Braid(Y, ξ,K) ∈ ˆHFK(−Y, L)

TGrid−(Y, ξ,K) = TLOSS−(Y, ξ,K) = TBraid−(Y, ξ,K) ∈ HFK−(−Y, L)

T̂Grid
− (Y, ξ,K) = T̂Braid

− (Y, ξ,K) ∈ ˆHFK(−Y,−L)

TGrid−
− (Y, ξ,K) = T−Braid

− (Y, ξ,K) ∈ HFK−(−Y,−L)

以下, これらをまとめて, T̂, T−, T̂−, T
−
− と書くことにする. また, Braid不変量は, K がファイバー絡み目であり, B

がそれについてブレイドであるとき, T̂(B ∪K) 6= 0 という非消滅定理を持つ [147]. Juhász–Miller–Zemke [74] で
は Braid 不変量のあるクラスの ascending コボルディズムの元での naturality が証明され, それを用いて 4-ball 内
の exotic surfaceを検出した (Khovanovよりこちらの方が先だったが, 例は異なる). 2022年の Binns–Day[16]では
Braid不変量を一要素として用いて knot Floerホモロジーのランクが 8以下の絡み目の分類がなされた.

• モノポール knot Floer 理論にも Legendrian, transverse knot 不変量. TM (K) ∈ KHI(−Y,K, p) がある. これは
Baldwin–Sivek[6]により構成された.

• インスタントン knot Floer 理論にも Legendrian, transverse knot 不変量 TI(K) ∈ KHI(−Y,K) がある. これも
Baldwin–Sivek[8]により構成され, Khovanohホモロジーが三葉結び目を detectすることの証明に使われた.

• Kang[76] が定式化した, 分岐被覆の Hendrics–Lipshitz–Sarkar Z2 同変 Heegaard Floer コホモロジーに値を持つ
pointed transverse knot p ∈ T ⊂ (S3, ξstd)の不変量.

c(ξT ) = c(Σ2(T ), ξ̃) ∈ ĤF ∗
Zp
(Σ2(T ), p)

これは T の transverse based isotopy類の不変量であることが示された.

1.6 結び目ホモロジーの間の種々のスペクトル系列

• reduced Khovanovホモロジーから 2重分岐被覆の ĤF へのスペクトル系列 (F2 係数).

E2 = Kh(m(K)) ⇒ ĤF (Σ2(K))

これは, Ozsváth-Szabó[129] によるものである. スペクトル系列の構成は, 2 重分岐被覆の ĤF の skein exact

triangleの技術の応用である. のちに, H̃M(Σ2(K))を用いたこのスペクトル系列の SW対応物が Bloom[17]により

定式化された. また, ある種の Bar–Natanホモロジー E2 = B̃N
2

∗∗(m(L))から 2重分岐被覆の involutive monopole

Floerホモロジー H̃MI(Σ(L))に収束するスペクトル系列が F.Linにより構成された [104].
• reduced Khovanovホモロジーから reduced 特異インスタントン Floerホモロジー I♮ へのスペクトル系列 (Z係数)

E2 = Kh(m(K)) ⇒ I♮(K).

これは, Kronheimer–Mrowka [90]によるもので, 上の Ozsváth-Szabóによる 2重分岐被覆の ĤF へのスペクトル系
列のアイディアに触発されたものである. このスペクトル系列の帰結として, reduced Khovanovホモロジーのランク
は I♮ のランク以上であることがわかる. これを, I♮(K)がインスタントン knot Floerホモロジー SHI(K)と Q上同
型であること, knot Floerホモロジー SHI(K)が 1次元であるのは unknotに限り, その他の knotでは 2次元以上
であることと組み合わせて, Kronheimer–Mrowkaは 「(reduced) Khovanovホモロジーが unknotを detectする」
という有名な結果を示した. *42 このスペクトル系列 (+α)を用いて, Khovanovホモロジーがその他のいくつかの結
び目を detect することも示された. また, Kronheimer–Mrowka は Bar-Natan 理論版のスペクトル系列も構成した
[92].

*42 なお, (reducedでない)Khovanovホモロジーも unknotを detectすることがこのことから従う. 実際, rankKh(U) = 2であり, rankKh(K) > 2

であるとすると, exact triangle
→ Kh(K) → Kh(K) → Kh(K) →

より, 2rankKh(K) ≥ rankKh(K) > 2 より rankKh(K) > 1 となるからである. 従って結び目 K ⊂ S3 に対し rankKh(K) = 2 と K = U

は同値である.



• Baston–Seed link splitting スペクトル系列 [13] というものもある. これは, 絡み目の Khovanov ホモロジーか
ら, その成分の disjoint union の Khovanov ホモロジーに収束するスペクトル系列で, これを, Khovanov ホモ
ロジーが unknot を detect するという Kronheimer–Mrowka の結果と, 絡み目の Khovanov homology は Al =
F2[X1, . . . , Xl]/(X

2
1 , . . . , X

2
l ) 加群構造まで見る (l: 絡み目の成分数) と, l 成分 unknot を detect するという

Hedden–Ni の結果 [58] と組み合わせることで, Khovanov ホモロジーが unlink を detect することを検出した.
Hedden–Ni の議論のポイントは Ozsváth-Szabóスペクトル系列 [129]全体が Al 加群構造を持つことである.

• Dowlin スペクトル系列 [31]. これは reduced Khovanov ホモロジーから δ 次数付き Heegaard knot Floer ホモロ
ジーへの Q係数上のスペクトル系列.

E0 = Kh(K) ⇒ ˆHFK(m(K))

これは特に rankKh(K) ≥ rank ˆHFK(K)であるという Rasmussenの予想 [135]を証明している. さらにこれを用
いて Khovanovホモロジーが unknotを含むいくつかの knotを detectするという結果の再証明が与えられた.

• Leeスペクトル系列
E2 = Kh(K) ⇒ KhLee(K)

は, Rasmussen不変量の元々の定義に用いられた. 絡み目 Lの成分数が |L|であるとき, Leeホモロジーのランクは
2|L| であり, 結び目の場合 2 である. このスペクトル系列の E∞ 項は例えば Q 係数では, ある s(K) ∈ 2Z に対し,
Ei,j

∞ = Q0,s(K)−1 ⊕Q0,s(K)+1 という形となり, この s(K)が Rasmussen不変量である.
Gornik, Lewark, Lobb, Wu( [108][109][156][157] [100]) は, Lee スペクトル系列の slnKhovanov-Rozansky ホモロ
ジーへの一般化を次のように定式化した: ポテンシャル ∂w ∈ C[x] が n 次の monic 多項式のとき, slnKhovanov-
Rozanskyホモロジーの変種KhR∂w が定義されるのであった. さらに, ポテンシャル ∂wが分離的 (separable), すな
わち, n個の相異なる根を持つとき,

E1 = KhRn(K) ⇒ grjKhRi
∂(K)

というスペクトル系列が存在し, かつ grjKhRi
∂w(K) はランク n であり, その生成元の次数は (i, j) =

(0, j1(K)), · · · , (0, jn(K)) という形であることを示した. n = 2 の場合が Lee スペクトル系列である. また,
Lewark–Lobbの [100]では, ∂w の根 αを一つ選ぶごとに KhR∂w,α というホモロジーが定義され, これは常に 1次
元で,

E2 = KhR
i,j

n ⇒ grjKhR
i

∂w

という reduced版のスペクトル系列が定式化された. これを用いて Rasmussen不変量の一般化であるスライス-トー
ラス不変量 s∂w,α : C → 1

2(n−1)Zが定義される.

• Rasmussenが構成した, reduced HOMFLY-PTホモロジーから reduced slnKhovanov-Rozanskyホモロジーへのス
ペクトル系列 [136]

E1 = KhR∞(K) ⇒ KhRn(K).

(Chandeler–Gorsky, [22]も参照.) Rasmussenいわく, このスペクトル系列は, ある意味 Leeのスペクトル系列の一
般化である. また, このスペクトル系列の帰結として, 各結び目K ⊂ S3 に対し, 十分大きな全ての nに対し,

KhR
I,J

n (K) ∼=
⊕

i+nj=I,
(k−j)/2=J

KhR
i,j,k

∞ (K)

が成り立つことを示した.

1.7 スライス-トーラス不変量

ここまでで多種多様な結び目ホモロジー理論があることを見たが, そこから, さまざまなコンコーダンス不変量が得られてい
る. その中でも 4-ball種数の下界を与え, かつ Bennequin型不等式, 結び目の連結和についての加法性などの共通の性質を
満たす, スライス-トーラス不変量とよばれるクラスのコンコーダンス不変量は最もシンプルなクラスであると考えられる.
スライス-トーラス不変量という概念は Livingstone[107]に従って Lewark [99]によって導入された.

定義 1.6. R値コンコーダンス不変量
y : C → R

であって, 次の条件を満たすものをスライス-トーラス不変量とよぶ.
1. (スライス条件)

y(K) ≤ g4(K)

2. (トーラス条件) p, q > 0 coprimeに対するトーラス結び目に対して y(Tp,q) =
(p−1)(q−1)

2
3. (加法性)

y(K0#K1) = y(K0) + y(K1)

を満たすものである.

♦



トーラス条件は, slice–Bennequin不等式
sl(T ) ≤ 2y(K)− 1

に置き換えても等価である. ここで, T ⊂ (S3, ξstd)は knot typeがK である任意の transverse knotである. このことの証
明には trasnverse Markov定理を用いる (たとえば Lewarkの phD thesis [98]をみよ.). また, knot typeが K である任意
の Legendrian knotL ⊂ (S3, ξstd)に対し

tb(L) + |rot(L)| ≤ 2y(K)− 1

が成り立つことは, 上述の transverse knotの slice–Bennequin不等式と trasnverse push–offにより直ちに従う.
ここまで出てきたいくつかの不等式をまとめると

sl(T ) + 1

2
,
tb(L) + |rot(L)|+ 1

2
≤ (∀スライス-トーラス不変量)(K) ≤ g4(K) ≤ g3(K), u(K)

となる. ここで, T ,L ⊂ (S3, ξstd)はそれぞれ knot typeがK である任意の transverse knot, Legendrian knotである. *43

現在知られているスライストーラス不変量の例として,
• Heegaard knot Floerホモロジーから構成される Ozsváth–Szaboの不変量 τ ∈ Z. これが最初に見つかったスライス
トーラス不変量である. 元々は Heegaard knot Floerチェイン複体の Alexanderフィルとトレーションの情報を用い
て定義された. [131]の Appendix Aによると

τ(K) = −max{i|∃x ∈ HFK−(−S3,K, i)s.t.U jx 6= 0∀j ≥ 0}

という特徴づけがある.
• Rasmussen 不変量 (の半分)s/2 ∈ Z. Rasmussen 不変量は Khovanov ホモロジーから Lee ホモロジーへのスペク
トル系列を用いて構成されるのだった. Rasmussen がこの不変量を導入し, 解析的手法を用いない Moilnor 予想の
証明を与えたことは, センセーショナルな出来事であった. なお, Rasmussen は τ = s/2 を予想したが, 後に反例
が与えられた. そのような最初のものとして, Hedden–Ording [59] により, いくつかの (n, t) に対し, トーラス結
び目 T2,2n+1 の t-twisted positive Whitehead double D+(T2,2n+1, t) は, s/2 = 1 6= 0 = τ を満たすことが示され
た. τ = s/2 が成り立つ結び目のクラスはいろいろあり, 例えば, 交点数 10 以下の全ての結び目や, quasipositive

knotτ = s/2 = sl+1
2 , alternating knotτ = s/2 = −σ(K)

2 などはそうである ([59] をみよ) より一般に, squeezed
knot [38]というクラスの結び目に対しては, スライストーラス不変量の値は全て一致することが示されている.

• Lewark–Lobb の [100] で一般化されて導入された, sl(n)Khovanov-Rozansky ホモロジーと次数 n でモニックか
つ分離的 (根が全て相違) なポテンシャル関数 ∂w ∈ C[x] とその一つの根 α から構成される Rasmussen 型不変量
sn,∂w ∈ 1

n−1Z.
• Z. Li [101]は, モノポール/インスタントン knot Floerホモロジーのマイナスフレーバー KHM−, KHI− を導入し,
それを用いてスライス-トーラス不変量 τM , τI を構成した. 一方, Baldwin–Sivek [7]は閉 3次元多様体の Floerホモロ
ジー I#, H̃M を Dehn手術に適用したものを用いて, スライス-トーラス不変量 τ#I , τ

#
M を構成した (モノポール版の

構成は書かれていないが Ghosh–Z.Li–Wong [47]のいうように同様である). これらについては, Ghosh–Z.Li–Wong

[47]では τI = τ#I , τF2 = τM = τ#M が示された.
• Daemi–Imori–Sato–Scaduto–Taniguchi [28] が同変特異インスタントンホモロジーから構成した不変量 s̃. 以前に
Kronheimer–Mrowka が特異インスタントン Floer 理論 I#(およびそれに接続のホロノミーの情報を持った局所係
数の情報を付与したもの) を用いて, s# というコンコーダンス不変量を導入し, これが Rasmussen 不変量 s と一
致すると主張したが, 議論に誤りが見つかり, Gong[50] は s# は連結和に対する加法性が成り立たない例を見つけ
(従って s# はスライス-トーラス不変量ではない), またトーラス結び目に対する値も sとは異なることを示した. そ
の後 Daemi–Imori–Sato–Scaduto–Taniguchi が導入した s̃ はスライス-トーラス不変量であり, s# との差について
2s̃(K)− s(K) ∈ {−1, 0, 1}を満たすことが示されている.

• 佐藤–佐野 [143]は, Rasmussen不変量を, PIDとその素元の組 (R, c)に一般化した不変量 s̃sc を定式化した. 特に体
K係数の Rasmussen不変量を (R, c) = (K[h], h)の場合として含んでいる.

• そして, この予稿の主題である [IT2]で筆者–谷口が Z2 同変 Seiberg–Witten Floerコホモロジーを用いて導入した不
変量 qM ∈ Z,

が知られている. Baldwin–Sivek [7], Daemi–Imori–Sato–Scaduto–Taniguchi [28]によると τ#I = τ および τ = s̃が予想さ
れているが, まだ証明されていない.

♠ 1.7.1 その他のトピック
結び目ホモロジーから構成される様々な非スライス-トーラスなコンコーダンス不変量 ν′, ν, ν+, εなどや, そのコンコーダン
ス群に関する応用などを紹介したかったが, 紙面の都合上省略する. また, D4 とその境界としての S3 をより一般の境界付
き 4次元多様体や 3次元多様体にした場合の考察, 例えば, H-種数の評価なども最近盛んであるが今回はあまり取り上げな
かった.

2 筆者–谷口 [67]の主結果: Z2 同変 SWFloer理論を用いた新しい結び目ホモロジー

[67] で筆者–谷口は Z2 同変 Seiberg–Witten Floer 理論を用いて, 新しい結び目ホモロジー群, および, 新しいスライス-
トーラス不変量 qM を導入した.

*43 その他の Bennequin 型不等式として HOMFLY–PT 多項式を使うもの, HOMFLY–PT ホモロジーを使うもの, Kauffman 多項式を使うもの,

Khovanovホモロジーを使うものなどがある. Ngの [120]にまとまっている.



2.1 SW Floer 安定ホモトピー型とその同変版

まず, Manolescu[110]が導入した, Seiberg–Witten Floer 安定ホモトピー型の位置付けを説明したい. Seiberg–Witten不
変量は元々は閉 4次元多様体の整数値不変量であった. Floerが導入した, 無限次元版Morseホモロジー, すなわち, Floer
ホモロジーの枠組みにおいて, Seiberg–Witten不変量の (3+1) TQFT化として, Seiberg–Witten モノポール Floerホモロ
ジーが構成された.
一方, 別の方向性の展開として, 古田が 10/8 不等式の証明の際に導入した Seiberg–Witten 方程式の有限次元近似の方
法 [43] により, Seiberg–Witten 不変量のホモトピカルな精密化として, Bauer–Furuta 不変量 [14] が構成できる. これは,
b1(X) = 0*44である Spinc 閉 4次元多様体 (X, sX)に対し,

BF (X, sX) : (RM−b+(X) ⊕ CN+
c21(sX )−σ(X)

8 )+ → (RM ⊕ CN )+, M,N >> 1

という, 基点付き S1 同変安定ホモトピー写像である.

しばしば, 十分大きな整数M,N を省略して BF (X, sX) : (R−b+(X) ⊕ C
c21(sX )−σ(X)

8 )+ → S0 のように書くことにする.
S1 作用は Seiberg–Witten方程式の持つゲージ対称性のうちの, ちょうど S1 分だけある定数ゲージ変換に由来する.
Seiberg–Witten 安定ホモトピー型は, この二方向の Seiberg–Witten 不変量の展開のかけ合わせに当たるものである.
すなわち, Seiberg–Witten 安定ホモトピー型は, モノポール Floer ホモロジーのホモトピカルな精密化であり, 同時に,
Bauer–Furuta 不変量の (3+1) TQFT 化である. フォーマルに述べると, Seiberg–Witten 安定ホモトピー型は, Spinc

有理ホモロジー球面を object とし, その間の Spinc コボルディズムを射とする 3 + 1 コボルディズム圏から, S1 同変
Spanier–Whitehead 圏へのモノイダル関手を与える. *45である. これは特に, Spinc 有理ホモロジー球面 (Y, s) に対
し, その Seiberg–Witten Floer 安定ホモトピー型とよばれる「空間」(より正確には基点付き S1 ホモトピー型の formal
desuspension)SWF (Y, s)を与え, Spinc コボルディズム (W, sW ) : (Y0, s0) → (Y1, s1)に対しては, 相対 Bauer–Furuta不
変量とよばれる基点付き S1 同変安定ホモトピー写像

BF (W, sW ) : ΣR−b+(W )⊕C
c21(sW )−σ(W )

8 SWF (Y0, s0) → SWF (Y1, s1)

を与える. ここでもやはり両辺には十分大きな整数M,N に対する idRM idCN によるサスペンションが本当はあるが, 先ほ
どの Bauer–Furuta不変量のようにこの書き方ではそれを省略している. *46

後に, Lidman–Manolescu[103]により, しかるべき (S1 同変)ホモロジーをとることでモノポール Floerホモロジーを再
現することが示された. *47

H̃S1

∗ (SWF (Y, s)) ∼= ˇHM∗(Y, s), H̃S1,coBorel
∗ (SWF (Y, s)) ∼= ˆHM∗(Y, s), H̃

S1,tate
∗ (SWF (Y, s)) ∼= ¯HM∗(Y, s),

H̃∗(SWF (Y, s)) ∼= H̃M∗(Y, s)

Floer ホモトピー型 SWF (Y, s)の構成は, 大きく分けて次の 4ステップからなる.
1. Y 上に Riemann計量と Spinc 構造を固定し, Chern–Simons–Dirac汎関数の negative gradient flow方程式=R×Y
上の Seiberg–Witten方程式を有限次元近似することで, 有限次元多様体上の S1 同変な力学系を得る.

2. S1 同変 Conley指数理論により, この力学系から, 基点付き S1 ホモトピー型 Iλ
−λ(Y, s, g)を得る. これは, 一般には,

有限次元近似の精度を表す実数値パラメータ λおよび Riemann計量に依存する. しかし, これらのデータを動かすと
き, Iλ

−λ(Y, s, g)のズレは S1 作用込みで, Rと Cの何回かのサスペンション分だけである.
3. 有限次元近似の精度を表す実数値パラメータ λへの依存性を相殺するように, formal desuspensionを行うことで, 空
間 SWF (Y, s, g)を得る.

4. Riemann計量への依存性を相殺するように, さらに formal desuspensionを行うことで, 空間 SWF (Y, s)を得る. こ

こでの formal desuspension ΣC−n(Y,s,g)

は, (Y, s)を境界に持つ 4次元コンパクト Spinc 多様体 (X, sX)をひとつと
り, それの適切な位相不変量と Dirac作用素の Atiyah–Patodi–Singer指数の差により与えられる.

ここで, 空間 X の formal desuspension といったとき, 考えたいのは ΣR−m⊕C−n

X のような suspension の逆操作である
が, そのようなものを幾何学的に構成するわけではなく, (X,m, n)という空間と数の組のことである, と宣言するだけであ
る. ここでの S1 同変 Spanier–Whitehead圏はそのような組を objectとするものとして定義される. このような組のホモ
ロジーを, H̃∗(X,m, n) = H̃∗+m+2n(X)のように定義する. これは, サスペンション同型 H̃∗(Σ

RX) ∼= H̃∗−1(X)から逆算
して, (X,m, n)が X の −m− 2n回のサスペンションであるかのように振る舞うよう定義しているのである.

2.2 結び目コホモロジー群

Manolescuによる Seiberg–Witten Floer 安定ホモトピー型の構成は, 小さな修正を除き, Spinc 有理ホモロジー球面 (Y, s)
にコンパクト群 Γの作用がある場合に同変に行うことができる. これが可能であることはおそらく多くの専門家は認識して
いたであろうが, 実行されたのは比較的最近であり, Baraglia–Hekmati [12]による. 注意すべきこととして次の二点が挙げ
られる.

*44 b1(X) > 0の場合の Bauer–Furuta不変量は, Picard トーラス T b1(X) 上の族として定式化されるがここでは簡単のため b1(X) = 0とした.
*45 直積コボルディズム [0, 1]× Y ]に [0, 1]方向に不変な Spinc 構造を与えたものに対する相対 Bauer–Furuta不変量が恒等写像に S1 同変安定ホモ
トピックであることは, 長らく未証明であったが, Sasahira–Stoffregen の未発表のドラフトにおいて証明されたことがアナウンスされ, 筆者-谷口
はその原稿を送っていただいた.

*46 b1 > 0への拡張としては, Kronheimer–Manolescu[96], Khandhawit–J.Lin–Sasahira[77][?KLS18’], Sasahira–Stoffregen [144]などがある.
*47 コボルディズム写像の対応はまだ証明されていない.



1. 先ほど説明した Floer ホモトピー型 SWF (Y, s) の構成の 4 つ目のステップにおいて, (Y, s) を境界に持つ 4 次元
コンパクト Spinc 多様体 (X, sX) をひとつとるということをしたが, これが Γ 作用込みで行えるかは非自明であ
る. この問題を回避するため, 計量依存の Floer ホモトピー型 SWF (Y, s, g) を構成するにとどめ, そのコホモロ
ジーを定義するときに, 次数のシフトを同様に考え, 不変性はこのコホモロジーに対してだけ示す. 言い換えると,
Spanier–Whitehead圏の objectとして (Y, s)の計量に非依存な不変量を定式化することは諦める.

2. (Y, s) にコンパクト群 Γ の作用がある場合, SW 方程式に由来する S1 作用と, 多様体への Γ 作用が, SW 方程式の
configurationに持ち上げる際に「混ざって」, Seiberg–Witten Floer 安定ホモトピー型は一般には

1 → S1 → Γs → Γ → 1

というある中心拡大 Γs への作用が定まるということである.
基本的なのは Γ = Zp の場合である. ここでは, pは素数である. 実はこの場合, 中心拡大は実は自明であることが示せる. す
なわち, Γs

∼= S1 × Zp である.
Baraglia–Hekmatiが主に考察したのは, S1 × Zp 同変コホモロジー

H̃
∗+2n(Y,s,g)
S1×Zp

(SWF (Y, s, g);Fp)

である. 上で注意したように, 「計量に非依存な同変 Floerホモトピー型」を定義することはなされていないのであるが, あ
たかもそのようなもの S1 × Zp y SWF (Y, s)があるかのような表記を用いても混同のおそれはないのでそうすることにす
る. このことを踏まえた上で, (Y, s) = (Σp(K), s0)のとき, このコホモロジー群を

H̃∗
S1×Zp

(SWF (Y, s))

と書くことにする.
これは,

H∗(B(S1 × Zp);Fp) =

{
F2[U,Q]

Fp[U, S,R]/R
2

上の加群である. Zp 作用付きの 3次元多様体として基本的なのは, 結び目K ⊂ S3 に沿った Zp 分岐被覆 Σp(K)である.

この場合を考察することにより, θ(p)(K)というコンコーダンス不変量の構成 [10]およびそれを用いた Milnor予想の再証
明 [11]がなされた. ただし, Baraglia–Hekmatiによる計算は, 主にスペクトル系列と HF=HM(Heegaard Floerホモロジー
という, モノポールホモロジーとの同型が知られている別の Floerホモロジー)を経由するもので, 多変数多項式環上の加群
を扱っていることも相まって, やや煩雑である.
一方, [67]で筆者らにより見出されたことは, S1 作用を忘れて Z2 同変コホモロジーを考えるだけでも面白いということで
ある特に, 新しいスライストーラス不変量が定義でき, Milnor予想を再証明することができる. 特筆すべきこととして, スペ
クトル系列や HF=HMを使う代わりに, 次のトリックを用いる.

1. Freedman–Quinnによる 4次元多様体にはめ込まれた曲面のホモトピー分類の結果を用いるこれは, Kronheimerや
Daemi–Scadutoにより, 特異インスタントン理論の文脈で用いられていた.

2. コンタクト構造, シンプレクティック構造を用いる. より具体的には, [66]で筆者–谷口が構成したホモトピカルなコ
ンタクト不変量の同変版として, transverse knot不変量を導入し, それを用いる.

それでは, 新しい結び目コホモロジー群を導入しよう. K ⊂ S3 を結び目とする.

H̃∗
Z2
(SWF (K)) := H̃

∗+2n(Σ2(K),s0,g)
Z2

(SWF (Σ2(K), s0, g);F2)

と定義する. ここで, Z2 分岐被覆 Σ2(Σ)上の Z2 不変な Spinc 構造の同型類の集合 Spinc(Σ2(K))Z2 は 1元集合であり, そ
の元を s0 と書いた. このコホモロジー群は, 環

H∗(BZ2;F2) = F2[Q]

上の加群である. なお, この理論は Heegaard Floer 理論における Hendricks–Lipshitz–Sarkerの理論 [60][61]の SW理論的
対応物と見ることができる.

♠ 2.2.1 ランク 1定理とその証明

まずは, 新しい結び目コホモロジー群 H̃∗
Z2
(SWF (K))の基本的な性質として, 任意の結び目 K ⊂ S3 に対して, このコホモ

ロジー群は F2[Q]加群としてランク 1であることを証明する. この結果をランク 1定理とよぶことにしよう.

定理 2.1. 任意の結び目K ⊂ S3 に対して

rankF2[Q]H̃
∗
Z2
(SWF (K)) = 1

が成り立つ.

この定理の証明は, 新しく導入する不変量 qM (K)のコボルディズム不等式の証明と同時に行う.



2.3 スライス-トーラス不変量 qM

不変量 qM (K)の定義は次である. スライス-トーラス性の証明は後述する.

定義 2.2. 結び目K ⊂ S3 に対し,

qM (K) := min{i|x ∈ H̃∗
Z2
(SWF (−K)), Qnx 6= 0, ∀n ∈ Z≥0} − 3

4
σ(K)

と定義する.

すなわち, Z2 同変 Floerコホモロジー群 H̃∗
Z2
(SWF (−K))の「Qタワーの一番下」のコホモロジー次数を, 結び目符号数

により補正したものが qM である. この定義では, K ではなくそのコンコーダンス逆 −K(あるいはこのコホモロジー群は向
きによらないので K のミラーにしても同じである)の Floerコホモロジー群を使っていることに注意する. コンタクト, シ
ンプレクティック構造はこの定義の時点ではまだ用いていない. コンタクト, シンプレクティック構造を用いるのはトーラス
結び目 (より広く, シンプレクティック曲面の境界になっている transverse knot)に対してこの不変量の値を決定するとこ
ろである.

♠ 2.3.1 例: quasi-alternating knot

計算例を挙げる. Σ2(K)が F2 係数で L-spaceであるような結び目, 特に, quasi-alternating knotに対しては, Floerコホモ
ロジーを σ(K)だけで完全に決定することができる. quasi-alternating knotに対しては, Z2 分岐被覆 Σ2(K)が L-spaceで
あるという結果は [129]による. [129]quasi-alternating knotの定義を復習しておく.

定義 2.3. quasi-alternating 絡み目の集合 Qは, 次を満たす最小の絡み目の集合である.
• 自明結び目は Qに属する.
• 絡み目 Lが射影図 D であって次を満たす交点 cを持つならば, Lは Qに属する.

1. cの両方の smoothing L0 および L∞ は Qに属する.
2.

det(L) = det(L0) + det(L∞)

♦

正スカラー曲率計量を持つ有理ホモロジー 3 球面は L-space であることが知られているので, 以下の定理は, 分岐被覆
Σ2(K)が正スカラー曲率計量を持つ obstructionを与えていると見ることができる. Rolfsen tableの交点数 9以下の結び
目 85個のうち, 3個を除いて全てが quasi-alternatingであるので, 例は豊富であるといえよう.

定理 2.4. K ⊂ S3 を Σ2(K)が L-spaceであるような結び目とする (quasi-alternating knotはこれを満たす). このとき,

H̃∗
Z2
(SWF (K)) = F2[Q]−σ(K)

4

であり (ここで右下の数は 1 ∈ F2[Q]の Q次数を表す), 特に,

qM (K) = −σ(K)

2

である.

証明.
Σ2(K)が L-spaceであることは, 非同変な reducedコホモロジーが 1次元, すなわち, H̃∗(SWF (K)) ∼= F2 であるという
ことと同値であることが知られている. 証明のポイントは Z2 ファイブレーション

Z2 → SWF (K) ∧ (EZ2)+ → SWF (K) ∧Z2 (EZ2)+

に対する Thom–Gysin完全列

· · · → H̃∗−1
Z2

(SWF (K))
Q−→ H̃∗

Z2
(SWF (K)) → H̃∗(SWF (K)) → · · ·

と Baraglia–Hekmatiの結果 [12]系 6.3より H̃∗(SWF (K)) ∼= F2 の grQ が σ(K)を使って書けることである.

定理 2.5. qM は整数値スライス-トーラス不変量である. すなわち次が成り立つ.
1. 任意の結び目K ⊂ S3 に対し, qM (K)は整数である.
2. (コンコーダンス不変性) 二つの結び目K,K ′ ⊂ S3 がコンコーダントならば, qM (K) = qM (K ′)が成り立つ.
3. (スライス条件) 任意の結び目K ⊂ S3 に対し, qM (K) ≤ g4(K)が成り立つ.

4. (トーラス条件) p, q を互いに素な正の整数とするとき, トーラス結び目 Tp,q に対し qM (Tp,q) = (p−1)(q−1)
2 が成り

立つ.
5. (加法性) 任意の二つの結び目K,K ′ ⊂ S3 に対し qM (K#K ′) = qM (K ′) + qM (K ′)が成り立つ.

証明. 整数値であることは定義から容易に確かめられる. 加法性の証明は省略する (Sasahira–Stoffregenにより最近証明
された SW Floer ホモトピー型の連結和公式 SWF (Y#Y ′, s#s′) = SWF (Y, s) ∧ SWF (Y ′, s′) の Z2 同変版を考えるこ
とがポイントの一つである). 残りの結果は次節で示す. コンコーダンス不変性とスライス条件は, 次節のコボルディズム不
等式の特別な場合である. トーラス条件は次節の adjunction等式の特別な場合であり, この証明でコンタクト, シンプレク
ティック構造を用いる.
注.



2.4 コボルディズム不等式, 特にコンコーダンス不変性と g4 の下からの評価

定理 2.6. K0,K1 ⊂ S3 を結び目とし, S ↬ [0, 1] × S3 を normally immersed surface コボルディズム K0 → K1 であっ
て, 種数 g, s+ 個の正の immersed points, s− 個の負の immersed pointsを持つものとする. このとき,

qM (K1) ≤ qM (K0) + g + s+

が成り立つ.

証明. 証明は 4 つのステップからなり, その途中でランク 1 定理を証明する. この議論は, Daemi–Scaduto [29] が
Kronheimer[85], Freedman–Quinn[40]の結果に基づき特異インスタントン理論で行ったものの類似である.

1. normally immersed surface cobordism S ↬ [0, 1] × S3 に対し, Bauer–Furuta 不変量 BFS を定義する. これは,

CP 2 を連結和して特異点を解消することによりなされる.
2. Qで局所化された Floerコホモロジー上に Bauer–Furuta不変量から誘導されるコボルディズム写像 BF ∗,loc

S が, Q±

の掛け算を除いて, S をホモトピーで取り替えても不変であることを示す. ここでは, Freedmann–Quinnの次の結果
を用いる:
定理 2.7. (Freedmann–Quinn [40]). 二つの normally immersed コボルディズム S0, S1 ↬ [0, 1]× S3 が, 境界を固
定してホモトピックであると仮定する. このとき S0 と S1 は, [0, 1] × S3 の ambient アイソトピー, positiveツイス
トムーブ, negative ツイストムーブ, fingerムーブの 4つのムーブでうつり合う.

よって, S0 と S1 がこれら 4つのムーブで関係している場合に BF ∗
S0

up to Q±

= BF ∗
S1
であることをチェックすれば十

分であり, これは SW方程式の解析とホモトピー論で確かめられる.
3. ランク 1定理, すなわち, 任意の knot K ⊂ S3 に対し rankF2[Q]H̃

∗
Z2
(SWF (K)) = 1を示す. crossing changeによ

り, unknot への種数 0の normally immersed コボルディズム S : K → U が構成できる.

Q−1H̃∗
Z2
(SWF (K))

BF∗,loc
−S

⇄
BF∗,loc

S

Q−1H̃∗
Z2
(SWF (U))

というコボルディズム写像が誘導される. 合成コボルディズム S ∪ (−S) : U → U , (−S) ∪ S : K → K は種
数が 0 であるから product コボルディズム [0, 1] × U [0, 1] × K にホトピックであるから, 前のステップより合成
BF ∗,loc

−S∪S = BF ∗,loc
S ◦ BF ∗,loc

−S , BF ∗,loc
S∪−S = BF ∗,loc

−S ◦ BF ∗,loc
S は up to Q± の掛け算で恒等写像に一致する (ここ

で, product コボルディズムに対する Bauer–Furuta 不変量が恒等写像であるという Sasahira–Stoffregen の結果の
同変版を用いた). よって, H̃∗

Z2
(SWF (U))と H̃∗

Z2
(SWF (K))の F2[Q]上のランクは等しくなければならず, 前者が

F2[Q]に同型であることは直接確かめられるので, ランク 1定理が従う.

4. コボルディズム不等式と同じ設定の下で, BF ∗,loc
S 6= 0かつ, Floerコホモロジーの free part H∗

Z2
(SWF (K))/(Q −

torsion) ∼= F2[Q]上に Bauer–Furuta不変量から誘導されるコボルディズム写像 BF ∗,free
S は

BF ∗,free
S = QqM (K1)−qM (K0)+g+s+

で与えられる. よって, 右辺の Qのべきはゼロ以上でなくてはならず, コボルディズム不等式が従う.

BF ∗,loc
S 6= 0 の証明は, 前のステップの種数があるバージョンと思うことができる. S ∪ (−S) : U → U は

[0, 1]× U#2gT
2 とホモトピックであり, 逆の合成 −S ∪ S : K → K は [0, 1]×K#2gT

2 とホモトピックであること
と連結和公式, BFT 2 の計算を使うと, 前のステップと同様にして証明できる. BF ∗,free

S = QqM (K1)−qM (K0)+g+s+ の
計算は, コホモロジーの次数を見ればわかる.

2.5 adjunction等式, 特にトーラス結び目に対する計算

定理 2.8. S ⊂ (D4, ωstd) をシンプレクティック曲面であって, T := ∂S ⊂ (S3, ξstd) が transverse knot であるものとす
る. このとき,

qM (T ) = g(S)

が成り立つ.

証明には, 筆者–谷口 [67] の二つの新しい結果を用いる. 一つ目は, 弱シンプレクティック充填のその中のシンプレク
ティック曲面に沿った分岐被覆が Z2 不変な弱シンプレクティック充填の構造を持つという結果で, これは微分幾何的な議論
である. 二つ目は, Z2 同変コンタクト不変量 (=安定ホモトピー論的 transverse knot不変量)を導入し, その基本的な性質,
合成則と非消滅定理を証明することである.

♠ 2.5.1 分岐被覆上の Z2 不変な弱シンプレクティック充填構造
(Y, ξ)をコンタクト ZHS3, T ⊂ (Y, ξ = Kerλ)を transverse 絡み目とする. このとき, Zn 分岐被覆 Σn(T )上の Zn 不変コ
ンタクト構造 ξ̃ = Kerλ̃であって, 射影 π : Σn(T ) → Y による T の逆像 T̃ のある近傍の外で λ̃が引き戻し π∗λに一致する
ものが Gonzalo[51], Plamenevskaya[134]により構成されていた. [67]では筆者–谷口はさらに次の結果を示した.

定理 2.9. S ⊂ (D4, ωstd)をシンプレクティック曲面であって, 境界 T = ∂S ⊂ (Y, ξ)が transverse knotであるものとす
る. このとき, 分岐被覆 Σ2(S)は (Σ2(T ), ξ̃std)の弱シンプレクティック充填の構造 ω̃std を持つ.



[67]ではより一般に, D4 よりも広いクラスの弱シンプレクティック充填に対して, Zn 分岐被覆が定まるようなしかるべ
き設定の下で, 同様の結果を示したがそれはここでは述べない. 証明のポイントは, シンプレクティック形式 ω を射影 π で
引き戻すだけでは, π−1(S)の近傍でシンプレクティック構造にならない (非退化性が成りたたなくなる)ので, しかるべくそ
れを改変することである.

♠ 2.5.2 C =transverse knot不変量=Z2 同変コンタクト不変量と貼り合わせ公式, 非消滅定理
[66]で導入された安定ホモトピー版コンタクト不変量は, 与えられたコンタクト有理ホモロジー球面 (Y, ξ)に対し,

C = C(Y, ξ) : S0 → Σd3(Y,ξ)+
1
2SWF (−Y, sξ)

という基点付き (非同変)安定ホモトピー類が定まる, というものであった. その構成は, 多様体 [0,∞) × Y に, [1,∞) × Y
上ではコーン状に広がっていく概 Kähler 構造を与え, {0} × Y の近くでは直積状になるように計量を拡張し, その上
で Atiyah–Patodi–Singer 境界条件つきで, Seiberg–Witten 方程式の有限次元近似を行うというものであった. また, 境
界にコンタクト構造が与えられた b3 = 0 のコンパクト 4 次元多様体 (X, ξ) であって, その上の Spinc 構造 s と同型
s|∂X → sξ が与えられたものに対して [64] で筆者がそれ以前に構成していた, 球面の安定ホモトピー群に値を持つ不変量
Ψ(X, ξ, s) ∈ πst

d(X,s,ξ)(S
0)/ ± 1を, (X, s)の Bauer-Furuta不変量とのペアリングにより復元する. すなわち, Y = ∂X と

すると, 次の可換図式がある.

S0 Σd3(ξ)+
1
2SWF (−Y, sξ)

S−d(X,ξ,s)

ΨX,ξ,s

C

BFX,s

ここで, d(X, ξ, s) ∈ Z はこの設定での SWモジュライ空間の virtual dimension とよばれる整数である. この可換図式は,
X ∪ ([1,∞)× ∂X)をX と [1,∞)× ∂X という二つの部分に切り分けるときの貼り合わせ公式である. また, X が ξ の弱シ
ンプレクティック充填の構造を持つ場合には, d(X, ξ, s) = 0かつ Ψ(X, s, ξ) = ±idであることが筆者により示されていた.
今, Y 上の Z2 作用がコンタクト構造 ξ を保つとする. このとき, C の構成, 議論を Z2 同変に行うことができ, C は Z2 同変
安定ホモトピー類を与える. transverse knot K ⊂ (Y, ξ)に対しては, Gonzalo[51], Plamenevskaya[134]の構成により, 分
岐被覆 Σ2(K)は Z2 不変なコンタクト構造 ξ̃ を持つ. これを考えることで, C は transverse knot不変量とみなすことができ
る. さらに, Ψ(Σ2(S), sω̃)は ±idに Z2 同変安定ホモトピックであることが示せる. よって Z2 同変安定ホモトピー可換図式

S0 Σd3(ξ̃)+
1
2SWF (−K)

SWF (−U) = S0

±id

C

BFS

を得る. (曲面 S を自明結び目からの surface コボルディズム S : U → K および, S : −K → −U と同一視している.
SWF (−U) = S0 は直接確かめられる.) よって,

C∗BF ∗
S(1) = 1 ∈ F2[Q]

が成り立つ*48. ここで, C が Z2 同編であることより C∗ は F2[Q]線形であるから, この等式は, BF ∗
S(1)が, Q-torsionでな

く, かつ, Qで割れないことを意味する. すなわち, BF ∗
S(1)は「Qタワーの一番下」を実現している. これのコホモロジー次

数を求めれば, qM が決定されるというのは, qM は「Qタワーの一番下」の次数を補正したものであるという定義式から明
らかである. 結果的には求めたかった等式 qM (K) = g(S)が得られる.

3 筆者–佐野–佐藤–谷口 [65]の主結果: qM と既存のスライス-トーラス不変量の比較

不変量 qM は既存のスライス-トーラス不変量と一致するだろうか? 筆者–佐野–佐藤–谷口 [65]の次の結果はこの疑問に否
定的に答えた.

定理 3.1. (筆者–佐野–佐藤–谷口 [65]). s を Rasmussen 不変量, τ を Ozsváth–Szabó 不変量, s∂ω を, 任意の分離的ポテ
ンシャル ∂w, 根 α に対する NRasmussen 不変量, τ# を Baldwin–Sevek のインスタントン τ 不変量 s̃ を Daemi–Imori–
Sato–Scaduto–Taniguchi 不変量, s̃sc を任意の PID Rおよび素元 cに対する佐野–佐藤の Rasmussen型不変量とする. こ
のとき, 結び目 942 に対して次が成り立つ.

qM (942) = −1, τ(942) = τ#(942) = s̃(942) = s(942) = s̃sc = s∂ω,α(942)

証明. qM (942) = −1は, Greene[52]の結果より, Σ2(942)は F2 係数上 L-spaceである (ただし, 942 は quasi-alternating
でないことに注意)から, qM = −σ

2 で与えられる. *49

τ = τ# = s̃ = 0に対する議論は並行しているので, τ の場合を説明する. 使うのは次の事実である.

*48 「計量非依存な SW Floer安定ホモトピー型」は本当は定式化していなかったのであるが, 目的のためにはこの Floerコホモロジー上の等式だけあ
れば十分であるのでそのことは問題にならない.

*49 Greene の論文では Σ2(942) は F2 係数上 L-space であることの証明が省略されていたので, [65] では, Ozsváth–Szabó の ĤF (σ2(K)) に対す
る skein exact triangle [129]を用いた別証明を与えた.



1. Ozsváth–Szabó correction termとよばれるZHS3に対する不変量 d(Y )であって連結和に対する加法性 d(Y#Y ′) =
d(Y ) + d(Y ′), 特に d(−Y ) = d(Y )を満たすものが存在する. (ここでは d(Σ(2, 3, 5)) = 1という規格化を採用する)

2. Y を ZHS3 とする. ある滑らかなコンパクト有向 4 次元多様体 X であって b+(X) = 0 かつ ∂X = Y であるもの
が存在するとする. このとき, Ozsváth–Szabó correction term d(Y ) は d(Y ) ≥ 0 を満たす.([124] 系 9.8) *50 特に
(d(−Y ) = −d(Y ) より) あるコンパクト有向 4 次元多様体 X+, X− であって, b+(X−) = 0 かつ b−(X+) = 0 かつ
∂X+ = ∂X− = Y ものが存在するとするならば, d(Y ) = 0である. (後者の主張は d(−Y ) = d(Y )であるという事実
を用いると前者の主張から従う.)

3. 任意の結び目 K ⊂ S3 に対し, τ(K) > 0ならば d(S3
1(K)) < 0が成り立つ. 特に, d(S3

1(K)) = 0ならば τ(K) = 0
である.

K = 942 に対しては, Y = S3
1(K)に対し, Kirby計算により具体的に X+, X− を構成することができ, d(S3

1(K)) = 0, 従っ
て, τ(K) = 0が従う. τ#, s̃に対してはインスタントン Froyshov不変量を Ozsváth–Szabó correction termdの代わりに用
いると対応する性質が知られており, 議論は同様である.
次に, s̃sc(942) = s(942) = 0を示す. (R, c) = (Z[H],H)の場合に s̃sc = 0を直接計算で示すことができ, 佐藤–佐野 [143]
の理論により, このことから全ての PIDとその素元の組 (R, c)に対して s̃sc = 0であることが従い, 特に, 全ての体係数で
Rasmussen不変量がゼロであることがわかる.
次に, 任意の分離的ポテンシャル ∂w, 根 α に対する n 版 Rasmussen 不変量 s∂w,α(942) = 0 を示す. sl2 の場合は全て

Rasmussen 不変量に一致することが知られており, この場合は先ほど示したので n ≥ 3 を考えればよい. n ≥ 3 を一斉
に扱うポイントは, (reduced)HOMFLY-PTホモロジーを考察することである. 942 の reduced HOMFLY-PTホモロジー
KhR∞(942)を計算すると, n ≥ 3以上だと reduced HOMFLY-PTホモロジー KhR∞(942)から reduced sln Khovanov–
Rozanskiホモロジー KhRn(942)へのスペクトル系列では次数の条件より微分は発生せず, KhR∞(942) ∼= KhRn(942)で
あることがわかる. (sln, ∂w, α)版 Leeスペクトル系列

KhRn(942) ⇒ KhR∂w,α(942)

は最初の微分で ∆次数がゼロである一つの生成元以外が全て消える (高次の微分は次数の理由ですべてゼロなので, さもな
くば reduced ∂ w Lee理論KhR∂w(942)が 1次元にならずおかしい). その残った一つの生成元は q次数が 0なので定義か
ら s∂w,α(942) = 0となる.
注. 交点数 9以下の prime knot*51は全部で 85個あり, [65]ではその全てに対して qM を計算した. 実際, 819, 942, 946 以
外は quasi-alternatingであるから, qM = −σ

2 で与えられる. 819 = T3,4 であり, Σ(819) = Σ(2, 3, 4)はMilnorの結果によ
ると正スカラー曲率計量を持つので, これは L-space である. 942 が F2 係数上 L-space であることは上で見た通りである.
よって, これらに対しても qM = −σ

2 で与えられる. 946 はスライス結び目であるから, qM (946) = 0である. なお, 交点数
10以下の prime knotは全部で 250個あり, そのうち現在まだ決定できていないのは qM (10132)と qM (10136)のみである.

3.1 終わりに

捉え難い非線形な対象, 例えば多様体をはじめとする非線形な空間, 非線形な写像の一部の情報を, デジタルな情報, 数や
線形代数, 加群の理論に落とし込んで解析するというのは, 微分積分学, 表現論, 代数的トポロジーをはじめ, さまざまな数
学の根底にある考え方である. コボルディズム圏から加群の圏への関手である TQFTも, そのような枠組みの一つである.
(3 + 1, 1 + 1) TQFTとでもよぶべき結び目ホモロジー理論は, 3, 4次元の多様体やその上の幾何構造, 結び目といった非線
形な対象を, それが持つ豊かな情報を反映した, 計算可能な代数的データ, コンピュータで扱えるような組み合わせ的情報に
落とし込むことを可能にする枠組みであり, 現段階で最も具体的に調べることができる TQFTの例を供給している. さまざ
まな結び目ホモロジーは, 付随するコンコーダンス不変量や transverse/Legendre元を持つなどの共通する性質もあれば, 相
違点もある. 筆者らの研究成果の紹介の他に本稿が目指したことは, 結び目に対する古典的なアプローチから現代的なアプ
ローチへの変遷と, さまざまな TQFT型不変量が互いに刺激し合いながら発展している様という二つの軸で結び目理論の展
開を, 4 次元的な視点およびシンプレクティック・コンタクト構造の視点から描き出すことであった. 今後も結び目ホモロ
ジーの研究を通して, 3, 4次元の多様体やその上の幾何構造, 結び目といった対象の理解, 分類が進んでいくことは間違いな
いであろう. 今後はひょっとすると, さまざまな結び目ホモロジーや TQFTを見渡すような大局的視点で, 分類理論や統一
理論が発展していくのかもしれないし, あるいは QFTの故郷である物理学にも何かフィードバックをもたらすということ
もあるかもしれない. 期待は尽きないが, ここで筆を置くことにする.

*50 Heegaard Floer 理論では, d は Spinc 有理ホモロジー球面 d(Y, s) に一般化されている. さらに次の結果が成り立つ, (Y0, s0), (Y1, s1) を
Spinc QHS3, (W, sW ) : (Y0, s0) → (Y1, s1)を Spinc コボルディズムであって, b+(W ) = 0であるものとする. このとき,

d(Y1, s1)− d(Y0, s0) ≥
c21(sW ) + b2(W )

4

が成り立つ. 今, (Y0, s0)を S3 とし, (Y1, s1)を ZHS3(このとき Spinc 構造は一意) Y とすると,

d(Y ) ≥
c21(sW ) + b2(W )

4

となり, W の交差形式は負定値ユニモジュラーかつ, {c1(sW )}sW∈Spinc(W ) は特性ベクトル全体に一致する. よって, Elkiesの定理 (負定値ユニ
モジュラー形式 Qに対し maxξ:char Q(ξ) + rank(Q) ≥ 0が成り立つ)よりある sW ∈ Spinc(W )に対し

d(Y ) ≥
c21(sW ) + b2(W )

4
≥ 0

が成り立つ. このことから上で述べた性質が従う.
*51 非自明な連結和分解を持たない結び目のこと
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