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概要
Karakurt 氏とŞavk 氏は, 3次元 Brieskorn ホモロジー球面の中で, 3次元閉多様体を枠付き絡み目図式
で表現する手術図式が概単純線形グラフで表現できる場合に焦点を当てた. そして, これらのホモロジー球
面が既知の例とは独立に 3次元ホモロジー同境群の Z直和因子を生成することを, Ozsváth氏と Szabó氏
の d不変量の計算公式を考案することで明らかにした. 本稿では, この公式を精密化することで新たに判明
した, ホモロジー同境にならない 3次元 Brieskorn ホモロジー球面の対を紹介する. 特に, この精密化で現
れる不等式において等号が成立するためのいくつかの十分条件と, この等号が成立しない無限個の例につい
て紹介する.

1 導入
n次元ホモロジー同境群 Θn

Z は, Kervaire氏とMilnor氏 [KM63]の n次元ホモトピー同境群 Θn に対する
研究を基に, González–Acuña氏 [GAn70]により導入された. 松本 堯生氏 [Mat78]と Galewski氏と Stern氏
[GS80]により, 三角形分割予想と Rokhlin不変量, ホモロジー同境群とを関連付けることで, 三角形分割予想
はホモロジー同境の差を除いた 3次元多様体と 4次元多様体との相互作用に関する問題に帰着された. その後,

Manolescu氏 [Man16]は [Mat78], [GS80]を基に三角分割予想を否定的に解決することで, Θ3
Z は低次元位相

幾何学の研究において, より一層興味深い対象となった.

Rokhlin 氏 [Rok52] は Θ3
Z が非自明群であることを示した. その後, Θ3

Z は Fintushel 氏と Stern 氏 [FS85]

により Z 部分群, 古田 幹雄氏 [Fur90] により Z∞ 部分群を持つことが判明した. 一方, Frøyshov 氏 [Frø02]

により Z 直和因子を持つことが判明した. そして, Dai 氏, Hom 氏, Stoffregen 氏, Truong 氏 [DHST23] は
Ozsváth氏と Szabó氏 [OS03]により構成された d不変量と呼ばれる 3次元ホモロジー球面に対する 3次元ホ
モロジー同境の一種を用いて Θ3

Z が Z∞ 直和因子を含むことを示した. その後, Karakurt氏とŞavk氏 [KŞ22]

により Θ3
Z に複数の Z∞ 直和因子が存在することを, [KŞ20] の d不変量の計算結果を用いて示された. また,

Θ3
Z は結び目コンコーダンス群 C との相互作用により低次元位相幾何学と結び目理論双方の観点から進展して
いる. 例えば [Fur90]のゲージ理論を用いた手法で, 遠藤 久顕氏 [End95]は C の位相的にスライスな結び目で
生成されるコンコーダンス部分群 CTS が Z∞ 部分群を持つことを示し, Hom氏 [Hom15]による CTS が Z∞ 直
和因子の存在を示すことに繋がった概念の類似で, [DHST23]で Z∞ 直和因子を含むことを示している. 一方,

[DHST23], [KŞ22]で提示された Θ3
Z が Z∞ 直和因子を持つ無限系列は全て概単純線形グラフを持つ pが奇数

かつ Σ(p, q, r)で構成されているが, そのクラスの d不変量の計算結果は [KŞ22]にある 6種類のみである.

本研究では, [KŞ20]で得られた公式の精密化 (定理 3.1)から, いくつかの pが奇数で概単純線形グラフを持
つ Σ(p, q, r)の無限系列に対して d不変量の計算を行った (命題 3.2, 3.3). そして, 定理 3.1の下から評価する
値に対する不等式関係を紹介する (定理 3.4). また, 定理 3.1の不等式において等号が不成立になるための十分
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条件を構成 (定理 3.6)することで, 3次元ホモロジー同境群の構造に新たな情報を提示し得る具体的な無限種
類の無限系列を発見した (例 3.8, 3.9). 更に, 結び目コンコーダンス群への応用についても紹介する (定理 4.8).

また, Levine 氏と Lidman 氏 [LL19] により, 単連結な 4 次元スパインレス多様体 X (つまり, 全ての
piecewise linear に X 内に埋め込まれた S2 は X とホモトピー同値にならない) を検出する際に, d 不変量
d(Σ(2, q, r))の計算が用いられている. Σ(p, q, r)が任意の結び目K の Dehn手術 S3

r (K) (r ∈ Q∪ {∞})に微
分同相になるかが不明で p > 5を満たす d(Σ(p, q, r))の計算結果は [KŞ20]を除いてほとんど存在しない. 概
単純線形グラフを持つ d(Σ(p, q, r))の計算を推進することは, 4次元多様体の研究に対する貢献も期待できる.

本稿では特に断りがない場合は多様体は全て滑らか, 連結かつ向き付けられているとし, 写像は全て滑らかで
あるとする. また, 2つの群 G, H が同型であることを G ∼= H, 2つの多様体X, Y がホモトピー同値であるこ
とをX ≃ Y , 2つの多様体X, Y が微分同相であることをX ≈ Y と表記する. 2つの多様体X と Y との連結
和を X#Y , 向きづけられた多様体 Z に対し，その逆の向きが与えられた多様体を −Z で表す．

1.1 3次元 Brieskornホモロジー球面
(p, q, r)を 1 ≤ p < q < r, gcd(p, q) = gcd(q, r) = gcd(r, p) = 1を満たす Z3 の元とし, S5

ε を中心が原点で
半径が εの 5次元球面とする (0 < ε≪ 1).

定義 1.1（3次元 Brieskornホモロジー球面） 3次元位相多様体
Σ(p, q, r) := {(x, y, z) ∈ C3 | xp + yq + zr = 0} ∩ S5

ε

を 3次元 Brieskornホモロジー球面と呼ぶ.

注意 1.2 0 < δ ≪ ε ≪ 1とし, D6
ε を中心が原点で半径が εの 6次元球体であるとする. Σ(p, q, r)を平滑化

(smoothing)すると, MilnorファイバーM(p, q, r) := {(x, y, z) ∈ C3 | xp + yq + zr = δ} ∩D6
ε の境界にな

る. このことから, 以降では 3次元 Brieskornホモロジー球面を滑らかな多様体と見做すことにする.

注意 1.3 多様体 Σ(p, q, r)は 3次元ホモロジー球面であることから, Diophantine方程式
e0pqr + p′qr + pq′r + pqr′ = −1, 0 < p′ < p, 0 < q′ < q, 0 < r′ < r

を満たす唯一の整数の組 (e0, p
′, q′, r′)が存在する.

p, q, r, p′, q′, r′ をそれぞれ p1, p2, p3, p
′
1, p

′
2, p

′
3 と表記すると,

−pi
p′i

= ti1 −
1

ti2 −
1

. . . −
1

timi

, timi ̸= −1 (i = 1, 2, 3)

のように一意的に連分数展開される.

t ∈ Z, s ∈ Qとする. 3次元閉多様体の微分同相類を変えない手術図式上の操作として, slam-dunkと呼ば
れる操作がある (図 1). Σ(p, q, r)の手術図式は図 2に示される頂点に数字が付いたグラフで表現される. 特に
Σ(1, q, r) = S3 である. また, Σ(2, 3, 5)は Poincaréホモロジー球面に微分同相である. Poincaréホモロジー
球面は 3次元球面 S3 に同相ではない 3次元ホモロジー球面の最初の例として, よく知られている.

1.2 Ozsváth–Szabóの d不変量とその性質
定義 1.4（Ozsváth–Szabóの d不変量 [OS03]） Y を 3次元有理ホモロジー球面, s(Y )を Y 上の spinc 構造
とする. Ozsváth–Szabóの d不変量 (または Ozsváth–Szabóの correction term) d(Y, s(Y ))とは, +
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図 1 Slam-dunk.
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図 2 Σ(p, q, r)の手術図式. 右は Σ(p, q, r)に特異点解消 (resolution) を行うことで得られる 3次元多様
体の手術図式に相当し, Milnorファイバーを用いた手法とは別に Σ(p, q, r)の特異点を解消している.

版の Heegaard Floerホモロジー HF+(Y, s(Y ))内の∞版の Heegaard Floerホモロジー HF∞(Y, s(Y ))の
像内の捩れの無い元全体の中での最小の absolute gradingのことである.

注意 1.5 [OS03]の Proposition 4.2により, 一般に d(−Y, s(Y )) = −d(Y, s(Y ))が成り立つ. Y が 3次元ホ
モロジー球面であるとき, spinc 構造はただ一つであることから, この場合 d(Y, s(Y ))を d(Y )と略記する. 更
に d(Y )は偶数である. また, d(Y )はホモロジー同境不変量である. つまり, 任意の 3次元ホモロジー球面に対
して, d(Y1) ̸= d(Y2)であるならば, Y1 と Y2 はホモロジー同境ではないことが言える. ここでは, d(Y ) ≥ 0を
満たすように 3次元ホモロジー球面 Y に向きを入れることにする.

例 1.6 S3 に対する d 不変量は自明である: d(S3) = 0. L(p, q) を (p, q) 型レンズ空間とする. こ
こでは, L(p, q) の向きを d(L(p, q), 0) ≥ 0 を満たすように入れる. s(L(p, q)) は Zp の元と見做せる.

L(1, q)＝ L(1, 0) = S3 より d(L(1, q)) = 0, L(2, 2m + 1) = L(2, 1)と [OS03]の Proposition 4.2, Proposi-

tion 4.8により,

d(L(2, 2m+ 1), n) = d(L(2, 1), n) =

−(2− (−2)2)/8− d(L(1, 2)) = 1/4 (n = 0),

−(2− 02)/8− d(L(1, 2)) = −1/4 (n = 1).

g(p, q) := (p − 1)(q − 1)/2, S(p, q) := {ap + bq | (a, b) ∈ Z2
≥0}, T (p, q) を (p, q) 型トーラス

結び目とする. S3
r (K) を結び目 K に沿う S3 上の係数 r の Dehn 手術とする (r ∈ Q ∪ {∞}).

S3
−1/n(T (p, q)) = Σ(p, q, pqn− 1), S3

−1/n(−T (p, q)) = Σ(p, q, pqn+ 1)

であることを利用することで, 次が示されている.

定理 1.7（Tweedy [Twe13]） d(Σ(p, q, pqn− 1)) = 2|{s ̸∈ S(p, q) | s ≥ g(p, q)}|, d(Σ(p, q, pqn+ 1)) = 0.

2 背景
2.1 Kirby氏の低次元トポロジーの問題集の Problem 4.2

Kirby氏の問題集の更新版 [Kir78]の Problem 4.2に以下の未解決問題がある:

問題 2.1 どのような 3次元ホモロジー球面が, ある可縮な 4次元多様体の境界になるか.



注意 2.2 可縮な 4次元多様体は 4次元ホモトピー球体である. このことから d不変量は, この未解決の分類
問題の否定的解決を推進する手段になる: 3次元ホモロジー球面 Y に対して d(Y ) ̸= 0であるとき, Y は任意
の 4次元ホモトピー球体の境界にならない. つまり, Y は任意の可縮な 4次元多様体の境界にならない.

注意 2.3 この未解決の分類問題を肯定的に解決する際には, Kirby計算が有効である: Y がある可縮な 4次元
多様体の境界になることは, Y の手術図式が, ある 3, 4ハンドルを持たない可縮な 4次元多様体のハンドル図
式 (の点付き円周を 0-framed knotに変更した図式)と同一であることを, Kirby計算で証明できる.

2.2 3次元ホモロジー同境群
Şavk氏の survey [Şav24]を基に 3次元ホモロジー同境群についての定義と背景について紹介する.

定義 2.4（h同境） M0, M1 を n次元ホモトピー球面とする.

ある n+ 1次元多様体W が存在して,

・∂W = −M0 ∪M1,

・包含写像M0 ↪→W ←↩ M1 がM0 ≃W ≃M1 を誘導する
が成り立つときに, M0 とM1 が h同境であるといい, M0 ∼M1 と表す.

∼は n次元ホモトピー球面全体上の同値関係である. n次元ホモトピー球面M の ∼による同値類を [M ]∼ と
表す.

定義 2.5（n次元ホモトピー同境群） M0, M1 を n次元ホモトピー球面とする.

Θn := {n次元ホモトピー球面 }/ ∼ は加法の演算 [M0]∼ + [M1]∼ := [M0#M1]∼ により可換群になる
(Θn の単位元は [S3]∼, Θ

n の [M ]∼ に対する逆元は [−M ]∼ である).

Θn を n次元ホモトピー同境群という.

定義 2.6（ホモロジー同境） M0, M1 を n次元ホモロジー球面とする.

ある n+ 1次元多様体W が存在して,

・∂W = −M0 ∪M1,

・包含写像M0 ↪→W ←↩ M1 が Hk(M0;Z) ∼= Hk(W ;Z) ∼= Hk(M1;Z) for any k ∈ Z を誘導する
が成り立つときに, M0 とM1 がホモロジー同境であるといい, M0 ∼Z M1 と表す.

∼Z は n次元ホモトピー球面全体上の同値関係である. n次元ホモロジー球面M の ∼Z による同値類を [M ]∼Z

と表す.

定義 2.7（n次元ホモロジー同境群） M0, M1 を n次元ホモロジー球面とする.

Θn
Z := {n次元ホモロジー球面 }/ ∼ は加法の演算 [M0]∼Z + [M1]∼Z := [M0#M1]∼Z により可換群になる

(Θn
Z の単位元は [S3]∼Z , Θ

n
Z の [M ]∼Z に対する逆元は [−M ]∼Z である).

Θn
Z を n次元ホモロジー同境群という.

n ̸= 3の場合は, [KM63]の Theorem 1.2より Θn は有限群であり, [GAn70]の Theorem I.2より Θn ∼= Θn
Z

であることが知られている. Poinceré 予想を解決した Perelman 氏による 3 本の論文により, 3 次元ホモロ
ジー同境群 Θ3 は自明である. 一方, 3次元ホモロジー同境群 Θ3

Z は非自明な群であることが判明していた:

定理 2.8（Rokhlin [Rok52]） 全射準同型 µ : Θ3
Z → Z2 が存在する.

その後, 3次元ホモロジー同境群は無限群であることが判明した:



定理 2.9（Fintushel–Stern [FS85]） Θ3
Z は Z部分群を持つ: Θ3

Z > Z[Σ(2, 3, 5)]∼Z = Z[S3
−1(T (2, 3))]∼Z .

更に, 3次元ホモロジー同境群は Z∞ 部分群を持つことが判明した:

定理 2.10（Furuta [Fur90]） Θ3
Z >

∞⊕
n=1

Z[Σ(2, 3, 6n− 1)]∼Z =

∞⊕
n=1

Z[S3
−1/n(T (2, 3))]∼Z .

一方, 3次元ホモロジー同境群は Z直和因子をもつことも判明した:

定理 2.11（Frøyshov [Frø02]） ある非自明な Θ3
Z の Z部分加群 Aが存在して, Θ3

Z = A⊕ Z[Σ(2, 3, 5)]∼Z .

更に, 3次元ホモロジー同境群は Z∞ 直和因子をもつことが判明した:

定理 2.12（Dai–Hom–Stoffregen–Truong [DHST23]） ある非自明な Θ3
Z の Z部分加群 Aが存在して,

Θ3
Z = A⊕

∞⊕
n=1

Z[Σ(2n+ 1, 4n+ 1, 4n+ 3)]∼Z .

その後, [DHST23]より簡便な手法が考案され, 3次元ホモロジー同境群は複数種類の Z∞ 直和因子を持つこと
が示された:

定理 2.13（Karakurt–Şavk [KŞ22]） ある非自明な Θ3
Z の Z部分加群 Aが存在して,

Θ3
Z = A⊕

∞⊕
n=1

Z[Σ(2n+ 1, 4n+ 1, 4n+ 3)]∼Z

⊕
∞⊕

n=2

Z[Σ(2n+ 1, 3n+ 2, 6n+ 1)]∼Z ⊕
∞⊕

n=1

Z[Σ(2n+ 1, 3n+ 1, 6n+ 5)]∼Z .

3次元ホモロジー同境群 Θ3
Z に対して以下の未解決問題がある:

問題 2.14 Θ3
Z は Z∞ と同型であるか?

もし問題 2.14が否定的に解決される, つまり Θ3
Z に捩じれ元が存在することが判明した場合は, Θ3

Z はより興味
深い対象になると言える. 現時点では Θ3

Z の捩じれ元の候補は Z2 型のみが [BC23]で構成されている.

2.3 概単純線形グラフを持つ (pq + pr − qr = 1を満たす) Σ(p, q, r)

pq + pr − qr = 1を満たす場合は, Σ(p, q, r)の手術図式は図 3のようになる:
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図 3 pq + pr − qr = 1を満たす Σ(p, q, r)の手術図式.

図 3の右のグラフは, 単純線形グラフに 1個の頂点と 1個の辺を枝分かれになるように繋ぐことで構成される
ことから, 概単純線形グラフ (almost simple linear graph)と呼ばれる. pq+ pr− qr = 1を満たす最も代
表的な 3次元 Brieskornホモロジー球面は Σ(2, 3, 5)であり, その概単純線形グラフは E8 グラフである.

命題 2.15（Karakurt–Şavk [KŞ20]） pが偶数かつ pq + pr − qr = 1であるとき, d(Σ(p, q, r)) = (q + r)/4.

注意 2.16 pが偶数かつ pq + pr − qr = 1であるとき, 命題 2.15により d(Σ(p, q, r)) = −2µ(Σ(p, q, r))が分



かる. ここで, µ(Y )は 3次元ホモロジー球面 Y に対する Neumann–Siebenmannの µ不変量である. これに
より, Σ(p, q, r) の connected Heegaard Floer ホモロジーは自明になるから, Θ3

Z に新たな情報を提示できな
い. よって, pq + pr − qr = 1であるときは pが奇数の場合のみが Θ3

Z に対する重要な対象である.

pq + pr − qr = 1とする. このとき, r は p, q のみからただ一つに決まる.

pが奇数である場合に, np := (p− 1)/2, Fp,q(x, y) := (−(q + r)x2 + 4qxy − 4(q − p)y2 − 4y + q + r)/4,

Lp := {±1,±3, . . . ,±p} × {0, 1, . . . , n}, Rp,q := {(a,m) ∈ Lp | Fp,q(a,m) ≥ Fp,q(1, 1)}とする.

定理 2.17（Karakurt–Şavk [KŞ20]） pが奇数かつ pq + pr − qr = 1であるとき,

d(Σ(p, q, r)) = max
(a,m)∈Rp,q

Fp,q(a,m).

注意 2.18 pq+ pr− qr = 1であるとき, 命題 2.15と定理 2.17により d(Σ(p, q, r)) ̸= 0である. よって, 概単
純線形グラフを持つ 3次元ホモロジー球面の範囲では, 分類問題 2.1は解決している.

3 主結果
3.1 pが奇数の場合の精密化
tp,q, αp,q をそれぞれ np = (p− 1)/2を q − pで割ったときの商, 剰余とする.

M′
p := {(a,m) ∈ Z2 | a ∈ 2N+ 1, a < m ≤ np} (Nは正の整数全体), Mp,q := {(1, tp,q + 1)} ⊔M′

p,

Sp,q := {(a,m) ∈Mp,q | Fp,q(a,m) ≥ Fp,q(1, 1)}とする.

定理 3.1（S. [Suz23]） pが奇数かつ pq + pr − qr = 1であるとき,

d(Σ(p, q, r)) = max
(a,m)∈Sp,q

Fp,q(a,m) ≥ Fp,q(1, tp,q + 1) = (tp,q + 1)(np + αp,q).

定理 2.17で用いられた Lp の点全体と定理 3.1で用いられたMp,q の点の候補全体の様子は図 4で表される.

O
a

m

1 3 5 · · · p− 1 p−1−3−5· · ·−(p− 1)−p
1

2
3

··
·np

O
a

m
m = a

1 3 · · · np

1
2

3

··
·

np

図 4 Lp の点全体 (上)とMp,q の点の候補全体 (下).

定理 3.1より, 以下の命題が成り立つ:

命題 3.2（S.） αp,q = 0の場合, d(Σ(p, q, r)) = (tp,q + 1)np.

命題 3.3（S.） 1 ≤ lp,q ≤ 19の場合, d(Σ(p, q, r)) = (tp,q + 1)(np + αp,q).



3.2 pq + pr − qr = 1の場合の不等式関係

D(p, q, r) :=

{
(t+ 1)(n+ α) (p ∈ 2N+ 1),

d(Σ(p, q, r)) (p ∈ 2N).

とし, (pi, qi, ri)を 1 < pi < qi < ri, gcd(pi, qi) = gcd(qi, ri) = gcd(ri, pi) = 1, piqi + piri − qiri = 1を満
たす Z3 の元とする (i = 1, 2). [KŞ20]にある Σ(p, q, r)の具体的な計算結果は全て D(p, q, r) = d(Σ(p, q, r))

になる. D(p, q, r)は以下の不等式関係を満たす:

定理 3.4（S. [Suz23]） p1 = p2 = pかつ q1 ≥ q2 であるとき

2
⌊p
2

⌋
≤ D(p1, q1, r1) ≤ D(p2, q2, r2) ≤

⌊p
2

⌋2
+

⌊p
2

⌋
.

定理 3.1と定理 3.4の証明は [Suz23]に記載されている.

注意 3.5 pが奇数かつ lp,q ≥ np である場合は, D(p, q, r) = p− 1である.

sp,q := lp,q/np とする.

定理 3.6（S. [Suz23]） 十分大きい pに対して,

sp,q ∈ (1, 2)かつ sp,q ̸= 2u/(u+ 1) for any u ∈ Z>1 になる場合は, d(Σ(p, q, r)) > Fp,q(1, tp,q + 1) = p− 1.

[証明] Fp,q(a,m) =
(2(a+ 1)− (2m− a− 1)sp,q)(((2m− a+ 1)sp,q − 2(a− 1))np − 2(a− 1))

4sp,q
が成立する. 十分大きな p に対しては, 2sp,qm ≥ (sp,q + 2)(a + 1) を満たす (a,m) が存在する. 更に,

sp,q ̸= 2u/(u+ 1) for any u ∈ Nを満たす場合は, b := m− aとすると
2− sp,q
sp,q

a− 1

2
< b <

2− sp,q
sp,q

a+ 1

2

を満たす整数 bが存在する.

(2(a+ 1)− (2m− a− 1)sp,q)((2m− a+ 1)sp,q − 2(a− 1))

4sp,q
> 2 ⇐⇒ 2− sp,q

sp,q

a− 1

2
< b <

2− sp,q
sp,q

a+ 1

2

に注意すると, sp,q ∈ (1, 2)であるならば Fp,q(a,m) > Fp,q(1, tp,q + 1) = p− 1が成立する. □

注意 3.7 sp,q = 2u/(u + 1) (u ∈ N)であるならば, (2 − sp,q)/sp,q = 1/u. このとき, (a − 1)/2 ∈ Nである
ことに注意すると, (a− 1)/(2u) < b < (a+ 1)/(2u)を満たす整数 bは存在しない.

定理 3.6により, 定理 3.4の不等式関係を満たさない無限種類のクラスの例を構成できる:

例 3.8（S.） (p, q, r) = (4t(2t+ 1)k + 4t+ 1, (2t+ 1)(6t+ 1)k + 6t+ 2, 4t(6t+ 1)k + 12t+ 1)

((t, k) ̸= (2, 1))のとき, d(Σ(p, q, r)) > p− 1.

例 3.9（S.） (p, q, r) = (t(2t− 1)k + 4t− 1, t(3t− 1)k + 6t− 1, (2t− 1)(3t− 1)k + 12t− 5)

(tk ∈ 2Z, (t, k) ̸= (3, 2), (4, 1))のとき, d(Σ(p, q, r)) > p− 1.

3.3 d(Σ(F2k+1, F2k+2, F2k+3))の評価
Karakurt氏とŞavk氏により構成された Σ(p, q, r)の具体例の中で, 現状唯一 d不変量の値が完全には明ら
かではないクラスに {Σ(F2k+1, F2k+2, F2k+3)}∞k=1 がある (Fj は j 番目の Fibonacci 数). これらの一部に対



し, 非自明な不等式評価を可能にした:

命題 3.10（S.） k ≥ 5かつ F2k+1 が奇数の場合に対して,

d(Σ(F2k+1, F2k+2, F2k+3)) ≥ FF2k+1,F2k+2
(3, 4) > FF2k+1,F2k+2

(1, tF2k+1,F2k+2
+ 1) = F2k+1 − 1.

[証明] F2k+1 ∈ 2Z+ 1 ⇐⇒ 2k + 1 = 6j − 1または 6j + 1 (j ∈ Z)が成立することに注意する.

lp,q = F2k, sF2k+1,F2k+2
= 2F2k/(F2k+1 − 1)であるから,

FF2k+1,F2k+2
(3, 4) =

(2− sF2k+1,F2k+2
)((3sF2k+1,F2k+2

− 2)nF2k+1
− 2)

sF2k+1,F2k+2

=
2(F2k−1 − 1)(F2k + F2k−2 − 1)

F2k
.

よって, F2k(FF2k+1,F2k+2
(3, 4)−FF2k+1,F2k+2

(1, 1)) = F2k−3F2k−2−3F2k+2である. k ≥ 5より 2k+1 ≥ 11

である. 2k + 1 = 11 のときは, F10(FF11,F12(3, 4) − FF11,F12(1, 1)) = 110 > 0 より主張が成立する.

2k + 1 ≥ 13 のとき, F2k−2 − 24 ≥ F10 − 24 = 31 > 0. Fj = Fj−1 + Fj−2 < 2Fj−1 (j > 3) を用いると
F2k(FF2k+1,F2k+2

(3, 4)−FF2k+1,F2k+2
(1, 1)) = F2k−3F2k−2− 3F2k +2 > F2k−3F2k−2− 24F2k−3+2 > 0. □

注意 3.11 k < 5かつ F2k+1 が奇数の場合は, lF2k+1,F2k+2
≤ F6 = 8より命題 3.3から

d(Σ(F2k+1, F2k+2, F2k+3)) = F2k+1 − 1.

系 3.12（S.） k ≥ 5かつ F2k+1 が奇数の場合に対して, Σ(F2k+1, F2k+2, F2k+3)は
Σ(F2k+1, (3F2k+1 − 1)/2, 3F2k+1 + 2)や Σ(F2k+1, 2F2k+1 − 1, 2F2k+1 + 1)とホモロジー同境ではない.

3.4 先行研究と本研究で得られた d(Σ(p, q, r))に対する結果
ここでは, pが奇数かつ概単純線形グラフを持つ d(Σ(p, q, r))に対する先行研究 [KŞ20]と本研究の結果を図

5にまとめる: lp,q = q − p ∈ [1, p− 1] ∩ Z であることに注意する.

1 2 19

(p+ 1)/4

(p+ 3)/4

(p− 1)/2

(p+ 1)/2

(p+ 3)/2

p− 2

p− 1
lp,q

図 5 青色が [KŞ20], 赤色が命題 3.3 で d(Σ(p, q, r)) が計算できた範囲である. 緑色は本研究で不等式関
係を満たさない例が得られた範囲である. 緑色と桃色の範囲は αp,q = 0 である場合 (命題 3.2) を除いて,

現時点で未解明の範囲である. 系 3.12以外にもホモロジー同境にならない 3次元 Brieskornホモロジー球
面の対が本研究で新たに得られていることが, この図から分かる.

4 結び目コンコーダンス群への応用
4.1 結び目コンコーダンス群の定義と背景
K0, K1 を有向結び目 (S1 から S3 への滑らかな埋め込みの像), K0#K1 をK0 とK1 との連結和とする.

定義 4.1（結び目のコンコーダンス性） あるシリンダー C (≃ S1 × [0, 1])が存在して,

・C ⊂ S3 × [0, 1],

・∂C = −(K0) ∪K1 が成り立つときに, K0 とK1 がコンコーダンスの関係にあるといい, K0 ∼c K1 と表す.

∼c は有向結び目全体上の同値関係である. 有向結び目K の ∼c による同値類を [K]∼c と表す.

定義 4.2（結び目コンコーダンス群） C := {有向結び目 }/(isotopy, ∼c)は加法の演算
[K0]∼c

+ [K1]∼c
:= [K0#K1]∼c

により可換群になる ([O]∼c
: C の単位元 (O: 自明な結び目), [−K]∼c

: C の
[K]∼c

に対する逆元). C を結び目コンコーダンス群という.



CTS を位相的にスライスな結び目で生成される C のコンコーダンス部分群とする.

p, q, r が全て奇数であるとき, プレッツェル結び目 K(−p, q, r) 上で分岐される S3 の 2 重分岐被覆が
Σ(p, q, r)である. 定理 2.10の証明で使われたゲージ理論の手法により以下が示された:

定理 4.3（Endo [End95]） Kn がプレッツェル結び目K(−2n− 1, 4n+ 1, 4n+ 3),

K(−2n− 1, 2n+ 3, 2n2 + 4n+ 1), K(−2n− 1, 2n+ 5, n2 + 3n+ 1),

K(−4n− 1, 6n+ 1, 12n+ 5), K(−4n− 3, 6n+ 5, 12n+ 7)のいずれかなら,

CTS >

∞⊕
n=1

Z[Kn].

注意 4.4 [Hom15]での研究が基になって, CTS が Z∞ 直和因子を持つことが示されている. また, C は Z∞
2 直

和因子を持つことが保証されている. 問題 2.14と同様に「C が Z∞ ⊕ Z∞
2 と同型になるか」も未解決である.

注意 4.5 定理 4.3にあるK(−p, q, r)に対応する Σ(p, q, r)の d不変量は [KŞ20]の Theorem 1.3または命題
3.3により d(Σ(p, q, r)) = (tp,q + 1)(np + αp,q)である.

定理 2.13で Θ3
Z の Z∞ 直和因子を構成することにより, 定理 4.3で構成された CTS で Z∞ 部分群を生成する

プレッツェル結び目の無限系列の一部が, CTS で Z∞ 直和因子を生成することが判明した:

系 4.6（Karakurt–Şavk [KŞ22]） ある非自明な CTS の Z部分加群 A1, A2 が存在して,

CTS = A1 ⊕
∞⊕

n=1

Z[K(−4n− 1, 6n+ 1, 12n+ 5)] = A2 ⊕
∞⊕

n=2

Z[K(−4n− 3, 6n+ 5, 12n+ 7)].

4.2 結び目コンコーダンス群 C に対する結果
n を正の整数とし, (pn, qn, rn) を 1 < pn < qn < rn, gcd(pn, qn) = gcd(qn, rn) = gcd(rn, pn) = 1,

pnqn + pnrn − qnrn = 1を満たす Z3 の元とする (n ∈ N). pn, qn, rn が全て奇数であるとき, K(−pn, qn, rn)
は Alexander 多項式が ∆K(−pn,qn,rn)(t) = ((−pnqn + qnrn − rnpn)(t − 1)2 + (t + 1)2)/(4t) = 1 になるプ
レッツェル結び目である. また, この場合は常に Fintushel–Stern不変量 R(pn, qn, rn)は 1になり, 特に 0よ
り大きいことから, 定理 4.3の証明を紐解くと実際には次が成立する:

定理 4.7（Endo [End95]） pn, qn, rn を奇数とする. 全ての正の整数 nに対して,

pnqn + pnrn − qnrn = 1かつ pnqnrn < pn+1qn+1rn+1 を満たすとき
CTS >

∞⊕
n=1

Z[K(−pn, qn, rn)].

例 3.8と例 3.9を参考にすると, 定理 4.7から次が成り立つ:

定理 4.8（S.） (pt,k,1, qt,k,1, rt,k,1) = (4t(2t+ 1)(2k + 1) + 4t+ 1, (2t+ 1)(6t+ 1)(2k + 1) + 6t+ 2,

4t(6t+ 1)(2k + 1) + 12t+ 1),

(pt,k,2, qt,k,2, rt,k,2) = (2t(2t − 1)k + 4t − 1, 2t(3t − 1)k + 6t − 1, 2(2t − 1)(3t − 1)k + 12t − 5) のとき,

CTS >

∞⊕
k=0

Z[K(−pt,k,1, qt,k,1, rt,k,1)], CTS >

∞⊕
t=1

Z[K(−pt,k,2, qt,k,2, rt,k,2)].

注意 4.9 (t1, k1, i1) ̸= (t2, k2, i2) =⇒ (pt1,k1,i1 , qt1,k1,i1) ̸= (pt2,k2,i2 , qt2,k2,i2)が成り立つことは,

(t1, i1) ̸= (t2, i2) =⇒ spt1,k1,i1
,qt1,k1,i1

̸= spt2,k2,i2
,qt2,k2,i2

と (t1, i1) = (t2, i2)かつ k1 ̸= k2

=⇒ pt1,k1,i1 ̸= pt2,k2,i2 であることから従う. t, k の固定の仕方は無限通りあるので, 定理 4.8は CTS の具体
的な Z∞ 部分群を可算無限通り検出している.
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