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本報告の内容は, Dror Bar-Natan 氏 (Toronto 大学)との共同研究 [9] に基づく. 我々
は, Drinfeld結合子の定義方程式を, その値域を部分商に取り換えることで弱めたものを
考える. なお, 同様の設定での別の考察が [8, 5, 14]でなされている.

以下, 簡単のため, 有理数体 Q上で考える. (基本的には, 標数 0の体なら何でも良い.)

1 はじめに
Σを有向曲面とする. シリンダー Σ× [0, 1]内の (有向)結び目のアイソトピー類のなす
集合を KΣ, 曲面 Σ上の (自由)ループのホモトピー類のなす集合を π̂(Σ)とする. このと
き, 射影をとることで自然な写像

KΣ −→ π̂(Σ)

が定まる. 逆に, 曲面上のループに対し, その自己交差を解消することで Σ× [0, 1]内の結
び目が得られる. 当然ながら, 各自己交差の解消のさせかたには正負の二通りがあるので,

この「持ち上げ」は KΣ の元としては well-definedではない. しかし, 曲面上のループに
対して定まる重要な構造として Goldman括弧積や Turaev余括弧積と呼ばれる演算があ
り, その背後にはこの「持ち上げ」が現れている [15, 13].

KΣ と π̂(Σ)の間を自然に補間するのは Vassilievフィルトレーションである. KΣ の元
の形式的な Q-線型結合のなすベクトル空間を QKΣ とする. i ≥ 0に対して, Vi ⊂ QKΣ

を i個の特異点を持つ Σ× [0, 1]内の特異結び目の張る部分空間とする. ここで,

= −

の様に特異点を解消することで, 特異結び目を QKΣ の元とみなしている. 線型写像の列

QKΣ −→ · · · −→ QKΣ/V2 −→ QKΣ/V1

において, 最後の空間 QKΣ/V1 は Q(KΣ/ホモトピー) = Qπ̂(Σ)と同一視される. 上に述
べた持ち上げの観点からみたとき, 一つ前の空間 QKΣ/V2 は, 曲面上のループがシリン
ダー内の結び目になりつつある段階の対象と見做せる. そうした気持ちを込めて, 我々は
QKΣ/V2 の元を「emergentな結び目」と呼ぶ.

2 Drinfeld結合子と柏原-Vergne問題
Alekseevと Torossian [2]は Drinfeld結合子から柏原-Vergne方程式の解が得られるこ
とを示した. 本研究の動機はこの構成のトポロジカルな側面の理解にある. そのために
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我々は emergentな結び目の考え方を用いてアプローチする. 以下, 現れる数学的対象を
簡単に説明する.

2.1 Drinfeld-河野 リー代数
整数 n ≥ 1に対して, dkn を次の表示を持つリー代数とする:

生成元 tij = tji (1 ≤ i 6= j ≤ n)

関係式

可換関係式: [tij, tkl] = 0 (]{i, j, k, l} = 4のとき)

4項関係式: [tij, tik + tkj] = 0 (]{i, j, k} = 3のとき)

tij の次数を 1として, dkn は次数付きリー代数になる. dkn の次数完備化を d̂kn とかく.

2.2 Drinfeld結合子
lie2 = lie(x, y)を変数 x, y に関する自由リー代数, l̂ie2 をその次数完備化とする. (カッ
プリング定数 1の)Drinfeld結合子とは, x, yに関する非可換ベキ級数 Φ = Φ(x, y)であっ
て次の条件をみたすものである:

• Φは group-likeである, つまり Φ ∈ exp(l̂ie2)である.

• Φは Φ = exp( 1
24
[x, y] +高次の項)という形をしている.

• Φは五角方程式と (二種類の)六角方程式をみたす.

ここで, 五角方程式とは exp(d̂k4)における次の等式である:

Φ(t12, t23)Φ(t1(23), t(23)4)Φ(t23, t34) = Φ(t(12)3, t34)Φ(t12, t2(34)).

ただし t1(23) = t12 + t13, etc., である. また, 六角方程式は exp(d̂k3)における等式である.

古庄 [11]により, 六角方程式は実は五角方程式の帰結であることが知られている.

Drinfeld 結合子は存在する. Drinfeld 結合子全体の集合を Assoc1 とかくと, これは次
の様な bi-torsorの構造を持っている:

GT1 ↷ Assoc1 ↶ GRT1

ここで, GT1 と GRT1 は Grothendieck-Teichmüller 群と呼ばれる群である. bi-torsorと
いうのは, 二つの群作用は可換であり, ともに自由かつ推移的であることを言っている.

Bar-Natan [6] は, Drinfeld 結合子は括弧付き組ひもの圏 PaBの “expansion” である
ことを示した. これは, いわばDrinfeld結合子の 3次元トポロジーにおける解釈といえる.

2.3 柏原-Vergne予想/問題/定理
もともと,柏原-Vergne予想 [12]は任意の有限次元リー代数に対して定式化された,リー
理論における予想であった. Alekseevと Torossian [2] によって, 自由リー代数における
問題として普遍的な形に再定式化された. ここではこれについて述べる. 完備自由リー代
数 l̂ie2の自己同型 F が tangentialであるとは, F (x) = exp(adu)(x), F (y) = exp(adv)(y)



(ただし u, v ∈ l̂ie2)という形であることをいう. l̂ie2 の tangentialな自己同型の全体のな
す群を tAut2 とかく. F ∈ tAut2 に対する次の方程式を柏原-Vergne方程式という:

(KV1) F (x+ y) = log(exey).

(KV2) ある 1変数ベキ級数 f(s)が存在して j(F ) = f(x+ y)− f(x)− f(y)をみたす.

ここで, (KV2)において, j は群 tAut2 上の x, y に関する巡回語の空間に値を持つある捩
れ係数 1-コサイクルである.

柏原-Vergne 方程式の解は存在する. その全体を SolKV とかくと, これは次の様な
bi-torsorの構造を持っている:

KV2 ↷ SolKV ↶ KRV2

驚くべきことに, Alekseevと Torossian [2]は, Drinfeld結合子から柏原-Vergne方程式の
解が構成できることを示した. すなわち, 以下の単射が存在することを示した:

Assoc1 ↪→ SolKV.

Alekseev, Enriquez, Torossian [1] により, 明示的な公式も与えられている. bi-torsor 構
造と適合する群の単射準同型 GT1 ↪→ KV2 および GRT1 ↪→ KRV2 も構成されている.

近年, 柏原-Vergne方程式の解のトポロジカルな解釈が与えられている:

• 4次元トポロジーにおいて: welded foamと呼ばれる R4 内のある種の特異曲面の
なすサーキット代数の “expansion”として (Bar-Natan-Dancso [7]).

• 2次元トポロジーにおいて: 2点穴あき円板 D2 \ {2点 }の Goldman-Turaevリー
双代数の “expansion”として (Alekseev-河澄-久野-Naef [3]).

問. 写像 Assoc1 ↪→ SolKV をトポロジーの立場から理解せよ. また, Drinfeld結合子の 3

次元的解釈, 柏原-Vergne方程式の 4次元的あるいは 2次元的解釈たちの関係を理解せよ.

grt1 と krv2 をそれぞれ群 GRT1 と KRV2 のリー代数とする. どちらも無限次元の次数
付きリー代数である. ものとしては, grt1 は lie2 の部分空間, krv2 は lie⊕2

2 の部分空間に
なっている. Alekseev-Torossian [2]は GRT1 ↪→ KRV2 の微分にあたる埋め込み

ν : grt1 ↪→ krv2, ψ(x, y) 7→ (ψ(−x− y, x), ψ(−x− y, y)) (1)

も与えている. これらのリー代数は次の様に構造が予想されている.

予想. (1) (Deligne-Drinfeld) grt1
∼= lie(σ3, σ5, σ7, . . .).

(2) (Alekseev-Torossian) krv2 ∼= Qt⊕ ν(grt1). ここで tは次数 1のある元.



3 emergent版の Drinfeld-河野 リー代数, 五角関係式
Φを Drinfeld結合子とする. 五角方程式は次の括弧付き組ひもの等式に対応している:

=

4項関係式より, Φ(t12, t23) = Φ(−t13 − t23, t23) となる. そこで, 五角方程式の両辺は t12

を含まない形に書くことができる. すなわち, dk2,2 を t13, t14, t23, t24, t34 の生成する dk4

の部分 Lie代数とするとき, 五角方程式は exp(d̂k2,2)における等式とみなせる. (以下の図
との対応が見やすいよう, あえて添字に色を付けた.) 次の様にひもに色を付けてみると,

=

これは D2 \ {2点 } における 2 本の括弧付き組ひもの等式として解釈できる. さらに,

emergent条件を dk2,2 において考えると「t34 が二つ以上現れたら 0」ということになる.

定義. cを t34 の生成する dk2,2 のリーイデアルとし, 次の様におく:

edk2,2 := dk2,2/[c, c].

同様に, m,n ≥ 0に対してリー代数 edkm,n が定義される.

補題. 次数付き線形空間として, edk2,2 ∼= lie2 ⊕ lie2 ⊕ ass2[−1].

ここで, ass2 = ass(x, y)は変数 x, y に関する自由結合代数である.

五角方程式を exp(d̂k2,2)の商 exp(êdk2,2)において考えたものを, emergent版の五角方
程式と呼ぶ. その線形化は, ϕ ∈ lie2 に対する次の方程式になる:{

ϕ(y, 0)− ϕ(x+ y, 0) = 0,

(∂yϕ)(x, y) + (∂yϕ)(y, 0)− (∂yϕ)(x+ y, 0)−R(ϕ) = 0.
(2)

ここで, 記号の説明は以下の通り.

• “偏微分作用素”∂x, ∂y : lie2 → ass2 が次の等式で定まる: 任意の a ∈ lie2 に対して

a = (∂xa)x+ (∂ya)y.

ここで, 自然に lie2 ⊂ ass2 とみなせることに注意.



• R : lie2 → ass2 は次をみたす一意的な写像である: R(x) = R(y) = 0 かつ任意の
a, b ∈ lie2 に対して

R([a, b]) =[R(a), b] + [a,R(b)]

+ (∂xb)x ι(∂xa)− (∂xa)x ι(∂xb) + (∂yb)y ι(∂ya)− (∂ya)y ι(∂yb).

ここで, ιは ι(x) = −x, ι(y) = −y によって定まる ass2 の代数反準同型である.

構成から, ψ = ψ(x, y) ∈ grt1 のとき, ϕ(x, y) = ψ(−x − y, y) は方程式 (2) をみたす.

さらに, Drinfeld [10]により, ψ ∈ grt1 のとき, 次が成り立つことが示されている:

[x, ψ(−x− y, x)] + [y, ψ(−x− y, y)] = 0 (3)

定義. 次数付き線形空間 grtem1 を, (2)および次の条件をみたす ϕ ∈ lie2 の全体とする:

[x, ϕ(y, x)] + [y, ϕ(x, y)] = 0. (4)

注. 次数 17以下で, 方程式 (2)の解空間は grt1 と一致し, 特に (2)の解は (4)をみたす.

定義から, grt1 ↪→ grtem1 , ψ(x, y) 7→ ψ(−x− y, y)となる.

以上の emergent版の方程式のトポロジカルな意味づけは, 圏 PaBの二色版の商であ
る括弧付き emergent 組ひもの圏 PaEB においてなされる. 非常に大雑把に述べると,

PaEBの射は次の様な括弧付き組ひもたちのしかるべき線型結合である:

射の空間には, Vassilievフィルトレーションの 2番目 V2 による関係式を入れる. ここで
注意として, 赤いひもたちの入れ替えやそれらの括弧付けを変える射は考えない. 例えば,

σpp = , σ+
ps = , σ−

ps = ,

αppp = , αpps = , αpsp = , αspp = , αpss = , . . .

のうち, 各行の先頭の組ひも σpp や αppp は PaEBの射ではない. (他のものはそう.)

4 主結果
柏原-Vergne リー代数の定義を述べる. 巡回語の空間を tr2 = ass2/[ass2, ass2]とおく.

定義 (Alekseev-Torossian [2]). 次をみたす (a, b) ∈ lie⊕2
2 の全体の集合を krv2 とする.

(LKV1) [x, a] + [y, b] = 0.

(LKV2) ある 1変数ベキ級数 f が存在して, tr2 の元として次の等式が成り立つ:

(∂xa)x+ (∂yb)y = f(x+ y)− f(x)− f(y).



krv2 のリー代数の構造は次の様に与えられる. ũ = (a, b) ∈ lie⊕2
2 に対して lie2 の

導分 u = ρ(ũ) を x 7→ [x, a], y 7→ [y, b] によって定める. このとき, krv2 の二つの元
ũ1 = (a1, b1)と ũ2 = (a2, b2)の括弧積は次の式で与えられる:

[ũ1, ũ2] =
(
u1(a2)− u2(a1) + [a1, a2], u1(b2)− u2(b1) + [b1, b2]

)
.

次が主結果であり, Alekseev-Torossianの埋め込み (1)の分解を与える.

定理 ([9]). (i) ϕ ∈ grtem1 に対し νem(ϕ) := (ϕ(y, x), ϕ(x, y)) ∈ krv2 となる.

(ii) 単射線形写像 νem : grtem1 → krv2 の像は krv2 の対称部分 krvsym2 = {(a, b) ∈ krv2 |
b(y, x) = a(x, y)}の次数 2以上の部分に一致する: Im(νem) = (krvsym2 )≥2.

なお, krvsym2 と krv2 が一致するかどうかは知られていない (次数 17までは一致).

以下, 主張 (i)の証明の概略, 特に emergent五角方程式 (2)の使用箇所を説明する.

Σ = D2 \ {2点 } とおく. Σ 上のループの張る空間 Qπ̂(Σ) は, ループの交差や自
己交差から定まる演算である Goldman 括弧積 [·, ·] : Qπ̂(Σ)⊗2 → Qπ̂(Σ) や (フレイミ
ング版)Turaev 余括弧積 δf : Qπ̂(Σ) → Qπ̂(Σ)⊗2 を備えている. 境界に基点をとり,

π = π1(Σ)とおく. [·, ·]の基点付き版 η : Qπ⊗2 → Qπ と δf の基点付き版 µf : Qπ → Qπ
が定義される. これらのループ演算の随伴次数商として, 次の演算が定まる:

[·, ·]gr : tr⊗2
2 → tr2, ηgr : ass

⊗2
2 → ass2, δfgr : tr2 → tr⊗2

2 , µf
gr : ass2 → ass2.

(これらの演算には明示的な計算式がある. [4, §3]を参照.)

証明の鍵となるのは次の四つの事実である:

(あ) ũ ∈ lie⊕2
2 は (LKV1)をみたす ⇐⇒ u = ρ(ũ)は ηgr と可換.

(い) ũ ∈ krv2 ⇐⇒ uは ηgr, δ
f
gr と可換 [4].

(う) µf
gr|lie2 = R. すなわち写像 Rは曲面上の曲線の自己交差を測る演算と関係する.

(え) ũは (LKV1)をみたし, さらにある c ∈ ass2 が存在して次が成り立つと仮定する:

µf
gr(u(x)) = [x, c] かつ µf

gr(u(y)) = [y, c].

このとき, uは δfgr と可換となる.

定理 (i)の証明 ϕ ∈ grtem1 のとき, 条件 (4)から νem(ϕ)は (LKV1)をみたす. νem(ϕ) ∈
krv2 を示すには, それが (え) の条件をみたすことを確認すれば良い. 次の様な計算を
する:

µf
gr(ν

em(ϕ)y) = R([y, ϕ(x, y)]) = [y,R(ϕ)] + (∂yϕ)y − y ι(∂yϕ)

= [y,R(ϕ)− ∂yϕ] =D [y, (∂yϕ)(y, 0)− (∂yϕ)(x+ y, 0)] = [y,−(∂yϕ)(x+ y, 0)].

ここで, D において emergent 五角方程式を用いた. 同様の計算で, µf
gr(ν

em(ϕ)(x)) =

[x,−(∂yϕ)(y + x, 0)]がわかる. c := −(∂yϕ)(x+ y, 0)とおけば良い.



もし, 2節の終わりに紹介した予想が正しければ, grt1 = grtem1 かつ krvsym2 = krv2 とな
る. 今後の課題として次が挙げられる.

問. (i) 現状の grtem の定義から (4)を省けるか? つまり, 条件 (2)は (4)を導くか?

(ii) νem : grtem1 → krv2 の “大域版”を与えよ. つまり, emergent版 Drinfeld結合子の
定義を与え, その全体の集合 Assocem1 から SolKV への写像を構成せよ. (そのため
には, 圏 PaEBの “有限表示”(圏 PaBが持つ様な)の考察が必要になる.)
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