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DNA組換えによる絡み目解消



組み換えのタングルモデル

Ernst-Sumners, 1990
DNAの部位特異的組換えは、バンド手術でモデル化される。

⇒ ⇒

基質 組換え 生成物

D.W.Sumners, Notices of AMS, 42 (1995)

部位特異的組換えは、特定の部位 (塩基配列)の箇所のみ起こる組換え 3/39



組み換えのタングルモデル

Ernst-Sumners, 1990
DNAの部位特異的組換えは、バンド手術でモデル化される。
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XerCD-dif-Ftskシステムによる絡み目解消

Grainge et al. (EMBO J. 2007)は XerCD-dif-FtsKは細胞内で得られた DNA絡み目
(RH 2m-cat (torus link T (2, 2m)))で平行な部位を持つものを、何回かの組換え
で解くことを示した。

4-cat 6-cat 8-cat unlink

部位の塩基配列を用いて、DNA絡み目には自然に向きを入れることが出来る。
この実験では組換えが起こる部位 (dif)が 2つしかないため、絡み目が解かれる過
程で現れる成分数は 1か 2である。
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向きを保つバンド手術となること

Xer-dif-FtsKでは、部位 dif（Aと B合わせて dif）を持つ DNA絡み目の組換えであ
り、下図のようにモデル化されるので、対応するバンド手術は向きを保つものと
なる。
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バンド手術



バンド手術

定義

L : 絡み目 ⊂ R3

I = [0, 1]

b : I × I → R3 埋め込み s.t. b(I × I) ∩ L = b(I × ∂I)

Lb = (L − b(I × ∂I)) ∪ b(∂I × I) : L における b でのバンド手術

b(I × I) を b と表記する.
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向きを保つバンド手術

定義

L と Lb が b の外側で同じ向きのとき、b を向きを保つバンド手術という。

31 から向きを保つバンド手術で 221 が得られる。

向きを保つバンド手術で 部位特異的組換えがモデル化される。

向きを保つバンド手術は smoothingと見做せる。 7/39



唯一の経路

定理 1 (PNAS 2013)
平行な部位を持つ 2n-cat（平行な向きをもつ T (2, 2n)絡み目）から、組換えの
最後を除く各ステップで交点数を下げて自明な絡み目が得られるならば、

T (2, 2n) → T (2, 2n-1) → · · · → trivial knot → trivial link

が唯一の経路となる。

これは最短経路である。部位（dif）は二つしかないので、途中に現れるのは結び
目か２成分絡み目となる。
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仮定の緩和 (Sci. Rep. 2017)
仮定の緩和 (Sci. Rep. 2017)

1. 生成物は結び目か 2成分絡み目である。

2. 経路は最短である。6-cat（T (2, 6)）から 6回で解ける

3. 各ステップで交点数は増加しない。

注意

これらの仮定がなければ、T (2, 6) が解かれる経路は無限に存在する。
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最短経路の特徴付け (Sci. Rep. 2017)
定理 2 (Sci. Rep. 2017)
T (2, 6) からの仮定を満たす最短経路は 9つである。
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渦結び目・絡み目



渦結び目・絡み目

“Creation and dynamics of knotted vortices”,

D. Kleckner and W.T.M. Irvine, Nature Physics 9, 253-258 (2013) 11/39



渦結び目・絡み目

渦結び目は繋ぎ換えによって自明な絡み目に解かれる。

“Creation and dynamics of knotted vortices”,

D. Kleckner and W.T.M. Irvine, Nature Physics 9, 253-258 (2013)

渦にも自然に向きが入り、渦の繋ぎ換えも向きを保つバンド手術によってモデル
化される。

渦絡み目についても、平行な向きを持つ T (2, 6) から繋ぎ換えにより自明な結び
目が得られる様子のシミュレーション等を用いた研究が行われている。

渦の絡み目の場合には、成分数に関する制限が無くなる。
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主定理



仮定の緩和

新しい仮定

1. 現れる絡み目の成分数に制限はない

2. 経路は最短である。平行な向きを持つ T (2, 6) から自明な結び目まで 5回で
解ける

3. 各ステップで交点数は増加しない

4. 経路に現れる絡み目は非分離的
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主定理

定理

向きを保つバンド手術により平行な向きを持つ T (2, 6) が自明な結び目に解か
れる仮定を満たす最短経路は 41通りである。
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証明の準備



証明の準備

定理 (村杉)
L から向きを保つバンド手術 b により Lb が得られるとき、

⇒ |σ(L) − σ(Lb)| ≤ 1.

命題

621 が 01 に解かれる最短経路において、現れる絡み目の符号数は
−5,−4,−3,−2,−1, 0である。

補題

向きを保つバンド手術は絡み目の成分数を 1変化させる。

補題

経路に現れる絡み目の成分数は 4以下である。
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証明の準備

命題

L:成分数が 4以下で、交点数が 6以下の非分離絡み目

1. σ(L) = −4 かつ成分数が奇数
⇐⇒ L = 51, 31#31, 2

2
1#421, 6

3
3.

2. σ(L) = −3 かつ成分数が偶数
⇐⇒ L = 421, 6

2
2, 6

2
3, 31#221, (2

2
1#221#221)

c, (221#221#221)
t.

3. σ(L) = −2 かつ成分数が奇数
⇐⇒ L = 31, 52, 62, 6

3
1, 6

3∗
1 , 421#22

′
1 , 42∗

′
1 #221, 221#221.

4. σ(L) = −1 かつ成分数が偶数
⇐⇒ L = 62∗

′
1 , 62∗

′
3 , 521, 4

2∗′
1 , 221, 31#221

′.
5. σ(L) = 0 かつ成分数が奇数

⇐⇒ L = 01, 41, 61, 6
∗
1, 63, 6

∗
3, 2

2
1#221

′
, 31#3∗1. 17/39



証明の準備
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証明の準備

命題 (Kanenobu-Moriuchi 2014)
L : (c + 1) 成分の絡み目
Lb : L から向きを保つバンド手術で得られる c 成分の絡み目
V (L; t) : L の Jones多項式
ω = e

iπ
3

このとき、以下が成り立つ：

V (L;ω) = ηiV (Lb;ω) = ±ic(i
√
3)δ, η = ±1

⇒
icV (L;−1) ≡ ηic−1V (Lb;−1) (mod 3δ+1)

特に,
V (L;ω)

V (Lb;ω)
∈ {±1,−

√
3
±1

}.
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証明の準備

補題 (Ishihara)
L = K1 ∪ K2 ∪ K3, L

′ = K1 ∪ K′
2 (Ki:結び目)

K2 と K3 に向きを保つバンド手術を行って K′
2 ができる

⇒ lk(K1,K
′
2) = lk(K1,K2) + lk(K1,K3)
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証明の準備

証明：

K2,K3 の間に向きを保つバンド手術が存在し、K
′
2 を得るとき、ライデマイスタ

ー変形によってバンドを L の正則図形の領域の内側に取ることができる。このと
き L の他の絡み数は変わらないから、

lk(K1,K
′
2) = lk(K1,K2) + lk(K1,K3)

が成り立つ。
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証明の準備

補題 (Kanenobu, 2010)
Q(L;x) を L の Q 多項式とする。また、ρ(L) = Q(L; (

√
5 − 1)/2) とする。

Lb が L から向きを保つバンド手術で得られるとき、次が成り立つ：

ρ(L)

ρ(Lb)
∈ {±1,

√
5
±1

}.
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証明の準備

補題

L = K1 ∪ K2 とする。
Lb : L から向きを保つバンド手術で得られる絡み目
lk(K1,K2) が偶数のとき、

Arf(L) = Arf(Lb)

が成り立つ。
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主定理の証明
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step1

補題

621 から向きを保つバンド手術で得られる交点数が 6 以下で符号数が −4の絡み
目は、51, 31#31, 4

2
1#221 である。

証明：図のように向きを保つバンド手術が存在する。
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step1

補題

621 と 633 の間に向きを保つバンド手術は存在しない。
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step1

証明：それぞれの各成分を以下のようにおく。
このとき
lk(K1,K2) = −3, lk(K

′
1,K

′
2) = −1, lk(K

′
2,K

′
3) = 1, lk(K

′
3,K

′
1) = −1であ

る。補題より、どの 2成分の間にも向きを保つバンド手術は存在しない。よって、
621 と 633 の間に向きを保つバンド手術は存在しない。
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step2

補題

421#221 から向きを保つバンド手術で得られる交点数が 6以下で符号数が −3の
絡み目は、421, 6

2
2, 6

2
3, 31#221, (2

2
1#221#221)

c, (221#221#221)
t である。

証明：図のようにバンド手術が存在する。補題から従う。
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step3

補題

623 から向きを保つバンド手術で得られる交点数が 6 以下で符号数が −2の絡み
目は、52, 2

2
1#221, 6

3∗
1 である。

証明：図のように向きを保つバンド手術が存在する。
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step3
補題

623 と 31, 62, 4
2
1#22

′
1 , 42∗

′
1 #221 の間に向きを保つバンド手術は存在しない。

証明：62, 4
2
1#22

′
1 , 42∗

′
1 #221 について、

V (623;ω)

V (421#22
′

1 ;ω)
=

√
3 /∈ {±i,−

√
3
±1

},

V (623;ω)

V (42∗
′

1 #221;ω)
=

√
3 /∈ {±i,−

√
3
±1

},

ρ(623)

ρ(62)
= −

√
5 /∈ {±1,

√
5
±1

}.

補題よりこれらの間に向きを保つバンド手術は存在しない。
31 について、lk(623) = −2だが、Arf(623) = 0,Arf(31) = 1だから、補題より 623
から 31 への向きを保つバンド手術は存在しない。 33/39
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step4

補題

63∗1 から向きを保つバンド手術で得られる交点数が 6以下で符号数が −1の絡
み目は 42∗

′
1 である。

証明：図のように向きを保つバンド手術が存在する。
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3
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step4

補題

63∗1 と 62∗1 , 221 の間に向きを保つバンド手術は存在しない。

証明：62∗1 , 221 について、

V (62∗1 ;ω)

V (63∗1 ;ω)
= i

√
3 /∈ {±i,−

√
3
±1

}

V (221;ω)

V (63∗1 ;ω)
=

√
3 /∈ {±i,−

√
3
±1

}

となる。よって、補題より 63∗1 と 62∗1 , 221 の間に向きを保つバンド手術は存在し
ない。
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step5

補題

42∗
′

1 から向きを保つバンド手術で得られる交点数が 4以下で符号数が 0の絡み
目は、01 である。

証明：図のように向きを保つバンド手術が存在する。

↔
2*'
14 01
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