
カンドルのオイラー標数

甲斐 涼哉

大阪公立大学 D2

2024/12/26
結び目の数理 VII @ 早稲田大学

田丸博士氏 (大阪公立大学)との共同研究



定義 例 性質 まとめ

概要

起 カンドルは結び目と相性の良い代数系である.
承 カンドルは対称空間の一般化とみなすことができ，
対称空間の離散化としても研究されている．

転 対称空間のオイラー標数は自然な群作用で計算でき，
その一般化としてカンドルにオイラー標数を定義する．

結 今回定義するカンドルのオイラー標数は,
位相空間のオイラー標数と似た性質を持つ．

定義
fflQdle(X) := inff#Fix(g) j g 2 Dis(X)g:

R. Kai (OMU) カンドルのオイラー標数 結び目の数理 VII @ 早稲田大学



定義 例 性質 まとめ

カンドル
X: 集合, s : X ! Map(X;X);x 7! sx: 写像.
(X; s): カンドル def() 次の条件を満たす:
▶ 8x 2 X, sx(x) = x,▶ 8x 2 X, sx : X ! X: 全単射,
▶ 8x; y 2 X, sx ‹ sy = ssx(y) ‹ sx.
カンドル構造は二項演算としても与えられる: x ˜ y = sy(x).
例 (cf. Loos; 1969)
対称空間はカンドル.
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定義 例 性質 まとめ

カンドルへの群作用とカンドルオイラー標数
カンドルX = (X; s)に対して,
▶ Aut(X) := ff : X ! X j f : カンドル同型 g: 自己同型群.
▶ Inn(X) := hsx j x 2 Xigrp ◁ Aut(X): 内部自己同型群.
▶ Dis(X) := hsx ‹ s`1y j x; y 2 Xigrp: displacement 群.
⇝ これらの群は自然にX に作用する.
▶ X: 等質 (resp. 代数的連結)

def() Aut(X)↷ X: 推移的 (resp. Inn(X)↷ X: 推移的).
事実
▶ 8x 2 X, Inn(X) ´ x = Dis(X) ´ x.

定義 (K.–Tamaru)
fflQdle(X) := inff#Fix(g) j g 2 Dis(X)g

: カンドルオイラー標数.
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定義 例 性質 まとめ

例：n次元球面
Sn := fx 2 Rn+1 j jxj = 1g, sp(x) := 2hx; pip` x.

Inn(Sn) =

8

<

:

SO(n+ 1) n: 偶数
O(n+ 1) n: 奇数 ; Dis(S

n) = SO(n+ 1):

g 2 Dis(Sn) = SO(n+ 1)は次の形の元とDis(Sn)内で共役:

g ‰conj

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

0

B

B

B

B

B

@

1
R„1

. . .
R„n

2

1

C

C

C

C

C

A

n: 偶数,

0

B

B

B

@

R„1
. . .

R„n+1
2

1

C

C

C

A

n: 奇数.

(R„ 2 SO(2)):

⇝ fflQdle(Sn) = fflTop(Sn) (∵ 共役な元の固定点の数は等しい)
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定義 例 性質 まとめ

コンパクトRiemann対称空間の場合
G: 連結コンパクト Lie群, T < G: 極大トーラス
⇝ 9t0 2 G s.t. T = ht0igrp

事実 [Hopf–Samelson; 1941]
M: G の等質空間
=) fflTop(M) = #Fix(T ↷ M) = #Fix(t0 ↷ M).

定理 (K.–Tamaru)
X: 連結コンパクトRiemann対称空間
=) fflQdle(X) = fflTop(X).

[証明の概要]
▶ Dis(X)は連結コンパクト Lie群.
▶ X はDis(X)の等質空間.
⇝ "事実"を適用する.
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定義 例 性質 まとめ

例：具体的なカンドル

例
(X; s): 自明カンドル (i.e. 8x 2 X, sx = id)
=) fflQdle(X) = #X.

例
Rp := (Z=pZ; s): 二面体カンドル (sy(x) := 2y ` x).
⇝ p > 2 =) fflQdle(Rp) = 0 = fflTop(S1).
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定義 例 性質 まとめ

例：群から得られるカンドル

例
Core(G) := (G; s): コアカンドル (G: 群, sy(x) := yx`1y).
⇝ Core(G): 非自明 =) fflQdle(Core(G)) = 0.

注意
G: 非自明な連結コンパクト Lie群 =) fflTop(G) = 0.

例
GAlex(G; ff) = (G; s): 一般化Alexanderカンドル

(G: 群, ff 2 Aut(G), sg(x) := ff(xg`1)g).
⇝ ff 6= 1 =) fflQdle(GAlex(G; ff)) = 0.

注意
X: 等質カンドル =) 9 GAlex(G; ff)↠ X: カンドル準同型
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定義 例 性質 まとめ

例：離散球面
Sn := fx 2 Rn+1 j jxj = 1g, sp(x) := 2hx; pip` x.
DSn := f˚ei j i = 1; : : : n+ 1g ȷ Sn: 離散 n-球面
▶ DSn は Sn の離散部分カンドル.
定理 (K.–Tamaru)

fflQdle(DSn) = fflTop(Sn) =

8

<

:

2 if n: 偶数,
0 if n: 奇数.

注意
DSn は等質カンドル.

R. Kai (OMU) カンドルのオイラー標数 結び目の数理 VII @ 早稲田大学



定義 例 性質 まとめ

カンドルの直積

(X1; s1); (X2; s2): カンドル.

s(x1;x2)(y1; y2) := (s
1
x1(y1); s

2
x2(y2))

⇝ X1 ˆ X2 = (X1 ˆ X2; s): カンドルの直積.
定理 (K.–Tamaru)

fflQdle(X1 ˆ X2) = fflQdle(X1)ˆ fflQdle(X2):

注意
▶ X1,X2: CW複体
=) fflTop(X1 ˆ X2) = fflTop(X1)ˆ fflTop(X2).

▶ 8n > 1, 9X: 非自明な有限等質カンドル s.t. fflTop(X) = 2n.
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定義 例 性質 まとめ

カンドルの"直和"
(X1; s1); (X2; s2): カンドル,

sx(y) :=

8

<

:

y if fx; yg 6ȷ Xi,
six(y) if fx; yg ȷ Xi.

(x; y 2 X1
a

X2)

⇝ X1 tfree X2 := (X1
‘

X2; s): interaction-free union.

定理 (K.–Tamaru)
fflQdle(X1 tfree X2)»fflQdle(X1) + fflQdle(X2):

注意
▶ X1, X2: 位相空間
=) fflTop(X1 t X2) = fflTop(X1) + fflTop(X2).

▶ 次を満たすカンドルX1, X2 が存在する:
fflQdle(X1 tfree X2) 6= fflQdle(X1) + fflQdle(X2):
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定義 例 性質 まとめ

まとめ & 課題

▶ fflQdle(X) := inff#Fix(g) j g 2 Dis(X)g.
▶ fflQdle はコンパクトRiemann対称空間X の fflTop の拡張:

fflTop(X) = fflQdle(X):

▶ fflQdle(X1 ˆ X2) = fflQdle(X1)ˆ fflQdle(X2).
▶ fflQdle(X1 tfree X2) » fflQdle(X1) + fflQdle(X2).
課題
▶ カンドルのオイラー標数に対応するホモロジーを構成できるか？
▶ 与えられた対称空間のオイラー標数と同じカンドルオイラー標数を
持つ離散部分カンドルを構成できるか？

▶ 代数的連結な有限カンドルで fflQdle > 0なものは存在するか？
(#X < 48では存在しない...)
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離散部分カンドルの絵

Figure: S1 と R5.
Figure: S2 とDS2.

Figure: T 2 とDT 25;3.

ご清聴ありがとうございました．
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