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準備

定義（デーン手術）

3次元多様体M 内の結び目K に沿った η -デーン手術
def⇐⇒ M からK の管状近傍 N(K)を取り除き，
外部空間 E(K)に，K のメリディアン µ ∈ H1(∂N(K))が ∂E(K)のあるス
ロープ ηを代表するよう N(K)を埋め戻す操作
このデーン手術で得られる多様体をMK(η)と書く．

S3 内の結び目K のスロープ η = pµ+ qλ ∈ ∂E(K)と p
q
∈ Q ∪ { 1

0
}を同一視

する．一般の 3-mfd M 内の null-homologousな結び目K についても同様．
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準備

定義 (crossing disk, crossing arc)
S3 内の絡み目K の交点（crossing）cに付随する crossing disk D

def⇐⇒ intDとK が横断的に 2回，代数的交点数が 0になるように交わり，
さらにK の図式において cを含むような S3 内のディスク，図を参照

cにおける crossing arc γ
def⇐⇒ 2つの端点 ∂γ がK 上に存在するような crossing disk D内の自明な arc

Figure: K の図式内で，交点 cの近傍だけを取り出した図
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準備

定義 (generalized crossing change)
Kの交点 cにおけるcrossing change

def⇐⇒図式において cの交差の上下を入れ替える操作
⇐⇒ crossing circle ∂Dに沿った (±1)-デーン手術
cにおける N-generalized crossing change：

def⇐⇒ cに 2N 個の交差を挿入するような操作
⇐⇒ ∂Dに沿った (±1/N)-デーン手術

N = 1のとき，この操作は通常の crossing changeに一致．

Figure: crossing change
Figure: N -generalized crossing change
(N = 2の例)
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準備

定義 (cosmetic,nugatory)
K の交点 cが cosmetic(resp.N-cosmetic)な交点

def⇐⇒ 交点 cにおいて crossing change(resp.N -generalized crossing change)を
しても変化しない
K の交点 c，または cに付随する crossing disk Dが nugatory

def⇐⇒ ∂DがK の外部空間 E(K)に含まれるディスクの境界となる
図のように，nugatoryな交点は cosmetic，N -cosmetic．

Figure: nugatoryな交点は cosmetic，N -cosmetic
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準備

結び目理論における古典的な予想として，次が挙げられる．

予想 (Cosmetic crossing conjecture，listed in‘’Problems in Low-Dimensional
Topology”, edited by Kirby)
S3 内の結び目K の交点 cが cosmeticであるとする．このとき，cは
nugatory．

予想 (Generalized cosmetic crossing conjecture)
N ̸= 0を任意に定める．結び目K の交点 cが N -cosmeticであるとする．こ
のとき，cは nugatory.
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先行研究

先行研究により，多くの結び目のクラスが cosmetic crossing conjecture，また
は generalized cosmetic crossing conjectureを満たす事が示されている．

Unknotは，ともに満たす．(Scharlemann-Thompson(1989))
2橋結び目は，ともに満たす．(Torisu(1999))
ファイバー結び目は，ともに満たす．(Kalfagianni(2012))
種数が 1であり，アレキサンダー多項式が非自明な結び目は，ともに満
たす．(Ito(2022)，based on Balm-Friedl-Kalfagianni-Powell(2012))
Special alternating linkは，ともに満たす．(Boninger(2023))
2重分岐被覆 Σ(K)が L空間であり，H1(Σ(K);Z)が square-free成分の
直和で表される結び目K は，cosmetic crossing conjecture を満たす．
(Lidman-Moore(2017))

etc…
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先行研究

定理 (Lidman-Moore，2017)
S3 内の結び目K について，K に沿った S3 の 2重分岐被覆 Σ(K)は
L空間であり，H1(Σ(K);Z)が square-freeな成分の直和で表されるとする．
即ち，

H1(Σ(K);Z) ∼= Z/d1Z⊕ · · · ⊕ Z/dnZ

と直和分解したとき，各 di は square-freeであるとする．
このとき，K は cosmetic crossing conjecture を満たす．

この cosmetic crossing conjectureに関する定理の，generalized cosmetic
crossing conjectureへの拡張を試みた．
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主結果

定義の確認（ロンジチュード）

トーラスを境界にもち，H1(M ;Z) ∼= Zを満たす 3次元多様体
（例えば，S3 内の結び目の外部空間）M に対し，M のロンジチュード λ

def⇐⇒ ∂M のスロープであって，[λ] = 0 in H1(M ;Z)を満たす

定義 (rational longitude)
トーラスを境界にもち，H1(M ;Q) ∼= Qを満たす 3次元多様体
（例えば，有理ホモロジー球面内の結び目の外部空間）M に対し，
M の rational longitude λM

def⇐⇒ ∂M のスロープであって，∃k ∈ Z, k[λM ] = 0 in H1(M ;Z)を満たす

上記の仮定を満たす多様体に対し，rational longitudeが一意的に存在する事
がロンジチュードの一意存在と同様に示す事ができる．
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主結果

Lidman-Mooreの結果を拡張して次を得た;

主結果 (N.)
S3 内の結び目K について，2重分岐被覆 Σ(K)は L空間であり，
H1(Σ(K);Z)が square-freeな成分の直和で表されるとする．即ち，

H1(Σ(K);Z) ∼= Z/d1Z⊕ · · · ⊕ Z/dnZ

と直和分解したとき，各 di は square-freeであるとする．
N ̸= 0を任意に 1つ固定する．K の交点 cは N -cosmeticであるとする．こ
のとき，cに付随する crossing arc γ について，

(1) γをΣ(K)にリフトして得られる結び目γ̃が，Σ(K)で null-homologous

を満たすとき，この cは nugatory．
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主結果 (続き)
さらに，M = Σ(K)− intN(γ̃)，γ̃ の Σ(K)における外部空間とするとき，
(2)かつ (3) ⇒ (1)が成立する．

(2)包含写像i : ∂M ↪→ Mから誘導される準同型

i∗ : H1(∂M ;Z) → H1(M ;Z)について,

i∗(λM ) = 0 in H1(M ;Z)

(3)M(α) = Σ(K)γ̃(α) ∼= Σ(K)なる∂M上のスロープαを，

∆(α, λM ) = 1を満たすようにとれる.

さらに，次の (4) ⇒ (2)，(5) ⇒ (3)がそれぞれ成立する．

(4) det K自体が square-free，または，

det Kの square 成分(`′2 | det Kなる`′)とNは互いに素である

(5) det KとNは互いに素である

特に，Lidman-Moore(2017)の仮定を満たすK に対し，det K と互いに素な
N について N -cosmeticな交点は nugatory．
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主結果

（Remark）
一般の rational longitudeが定義できる多様体M に対し，条件

主結果の条件 (3)
(3)M(α) ∼= Σ(K)なる∂M 上のスロープαを，∆(α, λM ) = 1を満たすように
とれる.

は自明でない．
特に，有理ホモロジー球面内の結び目K の外部空間M に対し，
K のメリディアン µK とM の rational longitude λM が常に

∆(µK , λM ) = 1

を満たすとは限らない．
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主結果

Ito(2022)は，2成分絡み目に沿ったデーン手術で得られる有理ホモロジー球
面M の Casson-Walker不変量 λw(M)を計算する事で次を示した;

定理 (Ito,2022)
S3 内の結び目K は次を満たす：
・Σ(K)は S3 内のある結び目に沿ったデーン手術で得られるような L空間
・detK = 9p′，p′ は square-freeであり，かつ 3 ∤ p′ を満たす
このとき，K は cosmetic crossing conjecture を満たす．

計算を拡張して，次の結果を得た．(本発表では議論は省略，結果のみ示す．)

主結果 2(N.)
S3 内の結び目K は次を満たす：
・Σ(K)は S3 内のある結び目に沿ったデーン手術で得られるような L空間
・detK は square-freeであるか，または detK = 9p′，p′ は square-freeであ
り，かつ 3 ∤ p′ を満たす
このとき，gcd(detK,N) = 3, 9 ∤ N を満たす N に対し，K の N -cosmeticな
交点は nugatory．
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主結果の証明の概略 ((1))

定理 (Gainullin,2018)
Y を L空間とし，K ⊂ Y を Y 内の null-homologousな結び目，U ⊂ Y を Y

内の unknotとする．
p
q
∈ Qに対し，YK( p

q
)と YU (

p
q
)が向きを保って同相であるとき，K = U，

即ちK は unknotである.

補題 (Boninger,2023)
L ⊂ S3 : det(L) ̸= 0の絡み目，γ : L内のある交点 cの crossing arc，D :

crossing disk，γ̃ ⊂ Σ(L)は unknotであるとする．cでの crossing changeが
cosmeticならば，Dは nugatory．

（特に，crossing arcのリフトが unknotになる場合については cosmetic
crossing conjectureが正しい．）

補題の拡張

上記の Lと c，およびある N ̸= 0について，cでの N -generalized crossing
changeが N -cosmeticならば，Dは nugatory．
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主結果の証明の概略 ((1))

主結果 (1)(再掲)
S3 内の結び目K について，Σ(K)は L空間であるとする．
N ̸= 0:任意に 1つ固定，K の交点 cは N -cosmeticとする．
このとき，cに付随する crossing arc γ について，

(1) γ̃がΣ(K)で null-homologous

を満たすとき，この cは nugatory．

(∵)γ̃ は N -cosmeticな crossing arcのリフト，仮定より，L空間である Σ(K)

内で null-homologous
⇒Gainullinの結果より，実は γ̃ は unknotになる．
⇒Boningerの補題の拡張より，Dが nugatoryである事が従う．

よって，あとは補題を generalized crossing changeに拡張しても成立する事を
確認すれば OK．
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主結果の証明の概略 ((1))

元の補題

補題 (Boninger,2023)
L ⊂ S3 を，det(L) ̸= 0の絡み目とする．γ を L内のある交点の crossing arc，
Dを crossing diskとし，γ̃ ⊂ Σ(L)は unknotであるとする．この crossingに
よる crossing changeが cosmeticならば，Dは nugatory．

を示すための議論の概略を示す．

L = L+ について，γ の近傍であるボール B を，(B,B ∩ L+)が図のよ
うになるようとり，L−，L0 をそれぞれ，B を別のボールに入れ替えて
L+ から得られる，図で示した絡み目とする．
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主結果の証明の概略 ((1))

アレキサンダー多項式∆L+ �∆L− �∆L0 について，スケイン関係式より，

∆L+(x)−∆L−(x) = (x
1
2 − x− 1

2 )∆L0(x)

crossing changeが cosmeticより∆L+ = ∆L−，∆L0 ≡ 0より
det(L0) = 0，ホモロジーの議論からH2(Σ(L0);Q)は自明でない．

unknot γ̃ を境界とする Σ(L)内のディスク Γ̃の，2重分岐被覆写像
p : (Σ(L), L̃) → (S3, L)による像を Γとする．Γが境界を ∂B 上に持つ，
S3 − (int(B) ∪ L)内のディスクになるときが議論において本質的．

H2(Σ(L0);Q)が自明でないという条件から，∂ΓとD ∩ ∂B が ∂B − L

上平行であり，∂Dを境界とする S3 − L内のディスクを，Γから得られ
る事が示せる．
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主結果の証明の概略 ((1))

議論を N -generalizedバージョンに拡張する．

Figure: L0,+ Figure: LN,+ Figure: L0

L = L0,+ について，γ の近傍であるボール B を，(B,B ∩ L0,+)が図左
のようになるようとる．

LN = LN,+ は Lに N -generalized crossing changeをして得られる絡み目
であるが，これは B を図真ん中のボールに入れ替える事で得られる．

アレキサンダー多項式∆について，スケイン関係式を N 回適用して，

∆LN,+(x)−∆L0,+(x) = N(x
1
2 − x− 1

2 )∆L0(x)
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主結果の証明の概略 ((1))

Figure: N = 2のとき，2-cosmeticなら 2(x
1
2 − x− 1

2 )∆L0
(x) = 0より∆L0

≡ 0

N -generalized crossing changeが N -cosmeticより∆LN,+ = ∆L0,+，
∆L0 ≡ 0より det(L0) = 0，H2(Σ(L0);Q)は自明でない．
以降の議論は元のバージョンの補題とまったく同様に進める事ができる
ので，補題は generalized crossing changeに拡張できる．
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主結果の証明の概略 ((4)⇒(2))

主結果の条件 (4)
(4)detK 自体が square-free，または，

detK の square成分（`′2 | detK なる `′）と N は互いに素である

H1(M ;Z) ∼= Z⊕ Z/r1Z⊕ · · · ⊕ Z/rkZ，
i∗(λM ) = (0, (h1, · · · , hk))(hi ∈ Z/riZ)とし，` = ordH i∗(λM )とすると，
`2 | detK が成立する．示したい事は，

主結果の条件 (2)
(2) i : ∂M ↪→ M から誘導される i∗ : H1(∂M ;Z) → H1(M ;Z)について，

i∗(λM ) = 0 in H1(M ;Z)

つまり，

(2)の言い換え
i∗(λM ) = (0, (h1, · · · , hk)) = 0 ∈ Z⊕ Z/r1Z⊕ · · · ⊕ Z/rkZ
即ち，ri | hi(∀i = 1, . . . , k)
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主結果の証明の概略 ((4)⇒(2))

` = ordH i∗(λM )より，` · i∗(λM ) = 0 in H1(M ;Z)，つまり ri | `hi は従
う．

M のスロープ ηに対しH1(M(η)) ∼= H1(M)/(i∗(η))であるから，M に
ηに沿ってデーンフィリングして得られる多様体の 1次のホモロジーに
関する情報は，i∗(η)を用いて記述できる．

K が N -cosmeticである，という事から出発して，技術的な計算により，
ri | Nhi が従う事が分かる．
よって，特に

detK 自体が square-freeのときは，ℓ2 | detK より ℓ = 1が従い，ri | hi が
成立．
ℓとN が互いに素のときは，ri | ℓhi, ri | Nhi より ri | hi が成立．

以上より，次の条件

主結果の条件 (4)
(4)detK 自体が square-free，または，

detK の square成分（`′2 | detK なる `′）と N は互いに素である

は，(2)の十分条件である．
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主結果の証明の概略 ((5)⇒(3))

主結果の条件 (5)
(5)detK と N は互いに素

N -generalized crossing changeで得られる結び目をKN とする．
Montesinos trickより，M(α) ∼= Σ(K),M(β) ∼= Σ(KN ),∆(α, β) = 2N

なるM のスロープ α, β がとれる．

(µ′, λM )：H1(∂M)の基底，K = KN から∆(α, λM ) = ∆(β, λM )，
つまり α = pµ′ + qλM , β = pµ′ + q′λM (∃p, q, q′)が示せる．
∆(α, β) = |p(q − q′)| = 2N より p | 2N．また，p | detK が示せる．
特に (5)のとき p = ±1であり，∆(α, λM ) = 1

よって，(5)は

主結果の条件 (3)
(3)M(α) ∼= Σ(K)なる ∂M 上のスロープ αを∆(α, λM ) = 1を満たすように
とれる

の十分条件である．
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その後の展望・検討課題

2024年 7月に投稿されたプレプリントにおいて，Boningerにより次が示さ
れた．

定理 (Boninger，2024)
S3内の結び目K について，Σ(K)は L空間であり，detK は square-freeであ
るとする．このとき，K は generalized cosmetic crossing conjecture を満たす．

Lidman-Moore(2017)の結果の，（不自然な制約のない）generalized
cosmetic crossing conjecture への拡張になっている．
Lidman-Moore(2017)とは異なる手法（N -cosmeticな交点を持つという
仮定から，適切な基底のもとでアレキサンダー加群を表示し，アレキサ
ンダー多項式の制約を導くという手法）で議論しており，detK 自体が
square-freeである事を要求している．

主結果 (N.)・再掲
Lidman-Moore(2017)の仮定を満たすK に対し，det K と互いに素な N につ
いて N -cosmeticな交点は nugatory．
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特に，次の問題は検討しなければならない．

検討課題

S3 内の結び目K について，Σ(K)は L空間であり，H1(Σ(K);Z)が
square-freeな成分の直和で表されるとする．K が N -cosmeticな交点を持つ
とき，条件 (3)は常に成り立つか．
即ち，Σ(K)から，crossing arc γ をリフトした結び目 γ̃ の近傍を除いて得ら
れるM = Σ(K)− intN(γ̃)の rational longitude λM は，常に∆(µγ̃ , λM ) = 1

を満たすか．

（条件 (5):N と det K が互いに素のとき，条件 (3)が成り立つ．
一般のK，N についてはどうか？）
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ご清聴ありがとうございました.
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