
8交点以下の非ファイバー結び目の
Heegaard分解とMilnorペアリング

2021年 12月 23日
結び目の数理 IV

大倉 拓実
東京工業大学理学院修士課程

概　要
結び目の基本群における Lin の表示 (又は Heegaard 分解) に関し，多くの例を与えたい．本研究ではひ
ねり付きプレッツェル結び目という結び目の族を導入し，その族に対して Lin の表示を計算するアルゴリズ
ムを与えた．これにより 8 交点以下の非ファイバー結び目の Lin の表示をすべて計算できる．応用として，
8 交点以下の非ファイバー結び目の Milnor ペアリングも全て計算できる．これについても紹介する．

1 スパインの誘導する双対語によるLin表示の構成
はじめに本稿における基本事項を確認したい. ここでは主にスパイン, 双対語, Heegaard分解などの概念
について説明する. 尚, 各種定義は参考文献 [KGM]によった.

1.1 平面的な結び目
K を (S3 上の)向きづけられた結び目, Dをその正則表示とする. 正則表示 Dに対し, 平面性という概念
を導入する：

定義 1.1. 正則表示Dが平面的であるとは, Dを平滑化した際にどの Seifert円周の内側にも他の Seifert円
周が存在しないことをいう.

1.2 スパイン
K の Seifert曲面を F , その F の種数を gとおく.

定義 1.2. いくつかのサークルを一つの基点 ∗で同一視したものをブーケと呼ぶ. F に埋め込まれたブーケ
で F に変位レトラクトなものを, F のスパインといい, 特に次の条件を満たすとき, 正則なスパインという：

(条件) F から得られる S3 への埋め込みが標準的な埋め込みである.

注意 1.3. Seifertアルゴリズムにより得られる Seifert曲面であれば, 正則なスパインの存在は必ず担保さ
れる.

以下, F は正則なスパインW =
∨2g

i=1 ei をもち, 各サークル e1, e2, . . . e2g は向きづけられているものとす
る. F のカラー近傍 F × [−1, 1]に対し, W± := W × {±1}, e±i := ei × {±1}とする. 境界 ∂(F × [−1, 1])上
には, W+の基点 ∗+とW−の基点 ∗−とを結ぶアークで, その内点がW±と交わらないものが存在する. こ
れを γ とおく.



1.3 双対語とHeegaard分解
N(F )を F の管状開近傍とすると, S3\N(F )は種数 2gのハンドル体であり, π1(S

3\N(F ))は階数 2gの自
由群である. γを一点に縮めた ∂(F × [−1, 1])上の点を基点として, π1(S

3\N(F ))の生成元 (を表す向きづけ
られたループ)として x1,. . . ,x2g をとる.

このとき, 各 e+i , e
−
i を x1,. . . ,x2g を用いて表した語をそれぞれ yi, ziと定義する. ループ eiの張る円盤を

Diとして, これら円盤に適当に表裏を定めておく. ループ xiとは, 2g個の円盤のうちDiとのみ一度だけ (横
断的に)交わるループであると特徴づけて良い1. 双対語 y1 とは, ∗を始点に e+1 を辿り, Dj を通過する毎に
x±
j で記録し, e+1 を一巡した時点で, 記録された x±

j らを左から順に並べて得られる語のことである. x±
j の指

数は, e+1 がDj の裏から表へ通過すれば＋,表から裏へ通過すれば－と定める. 一般に双対語 yi,ziは, 同様に
曲面上のループの経路を観察することで構成できる. これら yi,ziらをスパインW の誘導する双対語と呼ぶ.

K ′ を, K に平行で K ′ ∩ W = ∅を満たす F 内のサークルとする. m := γ ∩ ({∗} × [−1, 1])はループで,

γ ∩ (
∨2g

i=1 Di) = ∅より, これはK ′ のメリディアンと考えて良い. そこで hを mの表す π1(S
3\K)の生成元

とすると、van Kampenの定理を用いて以下の結果を得ることができる：
補題 1.4 ([Lin, Tro]による. [KGM, Lemma 1.3.1]等参照). 次の群同型が存在する：

π1(S
3\K) ∼= 〈x1, x2, ..., x2g, h | ri := hyih

−1z−1
i (i = 1, 2, ..., 2g)〉.

このような群表示を, 結び目群のHeegaard分解ないし Linの表示と呼ぶ. サイト [KI]にはファイバー結
び目の双対語のリストがあり, いくつかの非ファイバー結び目の双対語は参考文献 [GS]で与えられている.

また参考文献 [Oha]では, 3タングルプレッツェル結び目がファイバー結び目であることの必要十分条件を与
えている.

2 ひねり付きプレッツェル結び目の導入と双対語の計算

2.1 ひねり付きプレッツェル結び目の定義
本稿では, プレッツェル結び目を一般化したひねり付きプレッツェル結び目というものを考える.

一般に結び目の図式が以下の図 1左のようにひねられた部分をもつとき, これを整数 aを用いて図 1右の
ように略記することにする. ここで |a|はひねりの交点の個数, aの正負はひねりの交点の正負を表す.

図 1: 図式の略記. 左は正の交点からなるひねりである.

このとき, 正の整数 n, ai ∈ Z(1 ≦ i ≦ n)に対して, (nタングル)プレッツェル絡み目 P (a1, a2, . . . , an)と
は下図 2の左側ような図式で表される絡み目のことを云う：

図 2の左側において, 図式の左側, 右側の部分にさらにひねりを加えることを考える：

図 2のような図式Dを, 本稿ではその図式を指定する各整数 ai, bi, ci を用いて

D = (a1(b1,c1)
a2(b2,c2)

. . . an−1(bn−1,cn−1)
an).

1i ̸= j のとき, Di ∩Dj = {∗}, Di ∩ γ = ∅ が成立することに注意する.



図 2: プレッツェル結び目とひねり付きプレッツェル結び目.

のように表記する.

定義 2.1. 図式D = (a1(b1,c1)
a2(b2,c2)

. . . an−1(bn−1,cn−1)
an)が表す絡み目の成分数が 1のとき, これをひねり

付きプレッツェル結び目と呼び, P (D)もしくは P (a1(b1,c1)
a2(b2,c2)

. . . an−1(bn−1,cn−1)
an)と表記する.

注意 2.2. 任意の iで bi = ci = 0となる場合,

P (a1(b1,c1)
a2(b2,c2)

. . . an−1(bn−1,cn−1)
an) = P (a1, a2, . . . , an).

が成り立つため, 通常のプレッツェル結び目は確かにひねり付きプレッツェル結び目の特別な場合である.

注意 2.3. Reidemeister移動により,

P (a1(b1,c1)
a2(b2,c2)

. . . an−1(bn−1,cn−1)
an) = P ((a1 + b1 + c1)(0,0)a2(b2,c2)

. . . an−1(0,0)(bn−1 + cn−1 + an))

が常に成立することが容易にわかる. これを受けて b1, c1, bn−1, cn−1 をすべて 0と仮定することも可能だが,

本稿では一貫して P (a1(b1,c1)
a2(b2,c2)

. . . an−1(bn−1,cn−1)
an)という表記をとることにする.

2.2 ひねり付きプレッツェル結び目の双対語

定義 2.4. Q 上のベクトル Vi :=

(
ui

vi

)
(i = 1, 2, . . . , n) に対し, ◦

i = 1

n
Vi := V1 ◦ V2 ◦ · · · ◦ Vn :=(

u1u2 · · ·un

v1v2 · · · vn

)
を定める.

定理 2.5. 図式 D = (a1(b1,c1)
a2(b2,c2)

. . . an−1(bn−1,cn−1)
an)が平面的であると仮定する. Z[G]を x1, . . . , x2g

により生成される自由群の群環とし,

dm :=

m∑
j=0

cj , c0 := 0 , x0 := 1 , cn := 1 , J :=

(
0 1

1 0

)

とおく.

このとき, 結び目 P (D)には (ある Seifert曲面の)正則スパインW が存在し, 円板の表裏と各ループの向き
を適切に設定することで, Wの誘導する双対語を成分とするベクトル

(
yi

zi

)
が次の Z[F ]上の行列の演算

に一致するようにできる：(
◦

j = 0

i− 1
(
Jdj−1

(
0 xj

1−1 0

)cj (
1

1

)))
◦

(
Jdi−1

(
0 xi−1

x−1
i 0

)ai
(

1

1

))

◦

Jdi−1+ai

(
0 1

x−1
i 0

)bi (
1

1

) ◦

(
Jdi−1+ai+bi

(
0 xi+1

x−1
i 0

)ai+1
(

1

1

))

◦

(
◦

k = 0

i− 1
(
Jdi−1+ai+bi+ai+1+(di−di−k)

(
0 1

x−1
i−k 0

)ci−k
(

1

1

)))
.



定理 2.5の証明. 省略 (詳細は [Ohk]に掲載した)

3 8交点以下の非ファイバー結び目の双対語の計算
下図 3は, 交点数 8以下の全ての非ファイバー結び目について, Reidemeister移動により平面的な図式を得
て, Seifertアルゴリズムを施し, 各 Seifert曲面の表と裏をそれぞれ赤色, 青色で塗り分けたものである：

図 3: 8交点以下の非ファイバー結び目.(図式はサイト [KI]によった)

図 3の各曲面から, 8交点以下の非ファイバー結び目はすべて, 平面的な図式によってひねりつきプレッツェ
ル結び目としてみなせることが分かる. 各結び目を定義 2.1の方法で表記したものを以下にまとめる：

52 = P (−3(0,0) − 1(0,0) − 1),

61 = P (−5(0,0)1(0,0)1),

72 = P (−1(0,0) − 1(0,0) − 5),

73 = P (−3(0,0) − 1(0,0) − 1(0,0) − 1(0,0) − 1),

74 = P (−3(0,0) − 1(0,0) − 3),

75 = P (−1(0,0) − 1(−1,−1) − 1(0,0) − 1(0,0) − 1),

81 = P (1(0,0)1(0,0) − 7),

83 = P (1(0,0)3(0,0) − 5),

84 = P (−5(0,0)1(0,0)1(0,0)1(0,0)1),

86 = P (1(0,0)1(−1,−3) − 1(0,0) − 1(0,0) − 1),

88 = P (−1(0,0) − 1(0,0) − 1(0,4)1(0,0)1),

811 = P (−1(0,0) − 3(0,0) − 1(0,−2)1(0,0)1),

813 = P (−1(0,0) − 1(0,0) − 1(0,2)1(0,0)3),

814 = P (−1(0,0) − 1(−2,0) − 1(−2,0)1(0,0)1),

815 = P (−1(0,0) − 1(−1,0) − 2(−1,0) − 1(0,0) − 1).



各ひねり付きプレッツェル結び目を表す整数を定理 2.5の式に代入することで, 8交点以下の非ファイバー
結び目の双対語をすべて計算できる. Mathematicaによる計算結果を以下にまとめる. なお, 使用したコー
ドは [Ohk]に掲載した：

y1 z1 y2 z2 y3 z3 y4 z4

52 x2
1x

−1
2 x2

1 x2 x−1
1 x2 - - - -

61 x2
1 x2

1x2 x1x
−1
2 x−1

2 - - - -

72 x1x
−1
2 x1 x3

2 x−1
1 x3

2 - - - -

73 x2
1x

−1
2 x2

1 x2x
−1
3 x−1

1 x2 x3x
−1
4 x−1

2 x3 x4 x−1
3 x4

74 x2
1x

−1
2 x2

1 x2
2 x−1

1 x2
2 - - - -

75 x1x
−1
2 x1 x2

2 x−1
1 x2x

−1
3 x2 x−1

2 x3 x−1
2 x3x

−1
4 x2 x−1

3 x4 x−1
2 x4x2

81 x−1
1 x−1

1 x2 x1x
3
2 x3

2 - - - -

83 x−1
1 x2x

−1
1 x−1

1 x2x
−1
1 x2 x1x

−1
2 x1x

2
2 x−1

2 x1x
2
2 - - - -

84 x2
1 x2

1x2 x1x
−1
2 x−1

2 x3 x2x
−1
3 x−1

3 x4 x3x
−1
4 x−1

4

86 x−1
1 x−1

1 x2 x1x
2
2 x−1

3 x2
2 x−2

2 x3x2 x−2
2 x3x

−1
4 x2

2 x−1
2 x−1

3 x4x2 x−2
2 x4x

2
2

88 x1x
−1
2 x1 x2x

−1
3 x−1

1 x2 x−2
3 x−1

2 x4x
−2
3 x3

3x
−1
4 x−2

3 x2
3x

−1
4 x−2

3

811 x1x
−1
2 x1x

−1
2 x1x

−1
2 x1 x2x

−1
1 x2x

−1
3 x−1

1 x2x
−1
1 x2 x3 x−1

2 x4x3 x−1
4 x3 x−1

3 x−1
4 x3

813 x1x
−1
2 x1 x2x

−1
3 x−1

1 x2 x−1
3 x−1

2 x4x
−1
3 x2

3x
−2
4 x−1

3 x3x
−2
4 x−1

3

814 x1x
−1
2 x1 x2

2x
−1
3 x−1

1 x2
2 x3 x−1

2 x3x4 x3x
−1
4 x−1

4

815 x1x
−1
2 x1 x2

2x
−1
3 x−1

1 x2x
−1
3 x2 x3x

−1
2 x3x

−1
4 x−1

2 x2
3 x4 x−1

3 x4

4 ひねり付きプレッツェル結び目の緯線
D = (a1(b1,c1)

a2(b2,c2)
. . . an−1(bn−1,cn−1)

an)を平面的な図式とし, Kをひねり付きプレッツェル結び目P (D)

とする. また, F はDに Seifertアルゴリズムを施して得られる種数 2gの Seifert曲面とし, 定理 2.5の証明
と同様に, F のスパインを図 4のようにとるものとする:

図 4: スパインのとり方

この節では π1(S
3 \K)の緯線 lK を, Kの双対語を用いて表記したい. その為には, 緯線を F のスパインを

構成するループ e1, e2, ..., e2g によって, lK = eϵ1i1 e
ϵ2
i2
· · · eϵmim (各 ϵij は 1か −1) のように表すので十分である.



実際 eϵ1i1 e
ϵ2
i2
· · · eϵmim , yϵ1i1 y

ϵ2
i2
· · · yϵmim , zϵ1i1 z

ϵ2
i2
· · · zϵmim は定義より同じ基本群の元である.

定理 4.1. K = P (D)の緯線について, 以下が成り立つ：
(1)全ての ai が奇数であり, かつ全ての bi, ci が偶数のとき,

lK = e1e3 · · · e2g−1(e1e2 · · · e2g)−1
e2e4 · · · e2g.

(2)全ての ai およびが b2, c2 奇数であり, かつ b2, c2 を除く全て bi, ci が偶数のとき,

lK = e1(e2e4 · · · e2g)−1
e−1
1 e2e3 · · · e2g(e3e5 · · · e2g−1)

−1
.

証明. 省略 (詳細は [Ohk]に掲載した)

例 4.2. 前節の結果を観察することにより, 8交点以下の非ファイバー結び目のうち, 定理 4.1のいずれかの
仮定を満たさないものは 815 のみであることがわかる. この結び目については個別に緯線を求めた：

l815 = y1y
−1
2 y−1

1 y2y3y
−1
4 y−1

3 y4.

8交点以下の非ファイバー結び目はすべて, 各 iについて lに現れる yi の指数の合計が 0となることに注意
する.

以上の結果から, 8交点以下のすべての非ファイバー結び目を含むひねり付きプレッツェル結び目について,

緯線 lK を双対語で表せるようになった.

5 応用例：巡回被覆空間のMilnorペアリング
本節では応用として巡回被覆空間のMilnorペアリングを幾つか計算する。MilnorペアリングはBlanchfield

ペアリングないしザイフェルト行列を用い計算できる公式が知られている ([Lit, Theorem A.1]と [Erle, Satz

4.4]参照) が、本論文ではカップ積を直接計算する別の新しい方法を提唱する。
本論では簡単の為, M を連結で向き付き滑らかな閉 3次元多様体とし, 全射準同型 α : π1(M) → Zを固定
する. また M̃ でそれに付随する巡回被覆空間とする. t : M̃ → M̃ を被覆変換とする.

5.1 Milnorペアリングの準備
この時, ミルナーは次の双対定理を示した.

定理 5.1 ([Mil1, §4]). Qを有理数体とする. M̃ の有理ホモロジー H∗(M̃ ;Q)が有限次元とする. この時,

H2(M̃ ;Q) ∼= Qであり, 次のカップ積は非退化である：

⌣: H1(M̃ ;F)×H1(M̃ ;Q) −→ H2(M̃ ;Q) ∼= Q .

さらに等長性 t∗x ⌣ t∗y = x ⌣ yを満たす.

この非退化形式はMilnorペアリングやミルナー双対ともいう. この定理の主張は端的で美しいが, その様
な交代型式の計算例は今まで皆無であった. もしその交代型式が行列表示できれば, 定量的な情報が得られ
る. 実際, Milnor[Mil2]は等長的な非退化交代型式の同型類を全て分類し, 或る不変量で特徴づけている.

そこで, 本論では結び目を０手術して得られる 3次元多様体に対して, 計算のアルゴリズムを与え, 例を挙
げる. 以下, 結び目K ⊂ S3 に対して、MK をK を０手術して得られる 3次元多様体とする. H∗(MK ;Z) ∼=
H∗(S

2 × S1;Z)に注意し, 全射 π1(MK) → Zを一つ固定する. 次の補題に注意しておこう：

補題 5.2. S̃3 \K → S3 \K を無限巡回被覆とする. H2(M̃K ;Q) ∼= Qの生成元は結び目 K の緯線 lK で代
表される. またH1(S̃3 \K;Q)はH1(M̃K ;Q)に同型である. 特に, H1(M̃K ;Q)は有限次元である.



注意 5.3. Milnor [Mil1]は次の相対版ペアリングも考察し、その非退化性を論じていた：

⌣: H1(S̃3 \K, ∂(S̃3 \K);Q)⊗2 −→ H2(S̃3 \K, ∂(S̃3 \K);Q) ∼= Q . (1)

また自然な同型射H1(M̃K ;Q) ∼= H1(M̃K ;Q) ∼= H1(M̃K , ∂(M̃K);Q)が存在する事に注意すれば、M = MK

のMilnorペアリングと、(1)は一致する事が、コホモロジー長完全列の考察から確かめられる。

次に基本群 π1(M̃K)の記述を与えよう. 補題 1.4の表示から, π1(S
3 \K)の緯線 lK を用いて, π1(MK)の

表示は次で得られる.

π1(MK) ∼= 〈x1, x2, ..., x2g, h | lK , ri := hyih
−1z−1

i (i = 1, 2, ..., 2g)〉.

次に π1(M̃K)の表示を得る為に記号を用意する. k ∈ Zに対して, x
(k)
i を不定元 xi のコピーとする. y

(k)
i を

語 yi 内にある xi を x
(k)
i に置き換える事で得られる語とする. すると, Reidemeister-Schreier手法によって,

π1(M̃K)の表示は次で得られる.

π1(M̃K) ∼= 〈x(k)
1 , x

(k)
2 , ..., x

(k)
2g (k ∈ Z) | l(k)K , r

(k)
i := y

(k)
i (z

(k+1)
i )−1 (i = 1, 2, ..., 2g, k ∈ Z)〉.

ここで注意する事に, 任意の l
(k)
K は l

(0)
K に等しい事が, 関係 r

(k)
i から解る. よって l

(k)
K 達は l(0) のみとして良

い. 以下, l
(0)
K は lK と単に書く.

次に, M̃K の (2 次以下の) 胞体複体を与える. ここで注意する事に, Gabai 等の結果によって MK が
Eilenberg-MacLane空間である事に気づこう. 特に, その巡回被覆 M̃K もそうである. 従って, π1(M̃K)の群
複体は、M̃K のセル複体とみなすことが出来る. であるので, π1(M̃K)の (自明係数)群複体 C∗(π1(M̃K);Q)

から考察してもよい. そこで i ≤ 2gと k ∈ Zに対して, Q a
(k)
i とQ b

(k)
i をそれぞれ不定元 a

(k)
i , b

(k)
i を基底と

する Q-ベクトル空間とする. すると二次までの複体は次で書ける：

Q lK ⊕
⊕
k∈Z

2g⊕
i=1

Q b
(k)
i

∂
lK
2 ⊕∂2−−−−−→

⊕
k∈Z

2g⊕
i=1

Q a
(k)
i

∂1−→ Q → 0.

ここで ∂1は零写像で, ∂2は r
(k)
i のヤコビ行列で書ける事が知られている (例えば [Lin, Tro]を参照). 厳密に

書けば, 次で定まる線形写像で与えられる.

∂2 :
⊕
k∈Z

2g⊕
i=1

Q b
(k)
i −→

⊕
k∈Z

2g⊕
i=1

Q a
(k)
i ; b

(k)
i 7−→

2g∑
j=1

ε
(∂y(k)i

∂x
(k)
j

)
a
(k)
j −

2g∑
j=1

ε
(∂z(k+1)

i

∂x
(k+1)
j

)
a
(k+1)
j .

また ∂lK
2 : Q lK →

⊕
k∈Z

⊕2g
i=1 Q a

(k)
i を零写像とする. ∂2 の Hom(•,Q)をとったものを ∂∗

2 と書くと, 次を
得る：

H1(M̃K ;Q) ∼= Ker(∂∗
2 ). (2)

また補題 5.2からH2(M̃K ;Q) ∼= Qの生成元は緯線 Q lK で代表される事にも注意しよう.

次に、カップ積を [Tro, §2.4]から復習する. 以下, C1 =
⊕

k∈Z
⊕2g

i=1 Q a
(k)
i をX1 と書く. 準備として, 次

の関数を考えよう：
κ : F × F −→ X1 ⊗X1; (u, v) 7−→ α(u)⊗ uα(v),

ここで α(w) =
∑

k∈Z
∑2g

i=1 ε(∂w/∂x
(k)
i )a

(k)
i とする. すると, 簡単に確かめられる事に κは (正規化された)

F の 2-コサイクルである. だがH2(F ;X1 ⊗X1) = 0の事もあり, 一意的に Υ : F → X1 ⊗X1 で次を満たす
ように取れる2：

Υ(uv) = Υ(u) + Υ(v) + κ(u, v), Υ(1) = 0 Υ(x
(k)
i ) = 0, ∀u, v ∈ F, i ∈ I.

すると次が知られている：
2この一意性は代数的にすぐ解る. なお Υ は u の語の長さの帰納法で構成される；[Tro, Lemma 2.4] を参照.



命題 5.4 ([Tro, §2.4]). 任意の 1-コサイクル f : X1 → Qと f ′ : X1 → Qに対し, カップ積 f ⌣ f ′ と２サイ
クル lK のペアリングは (f ⊗ f ′)(Υ(lK))に等しい. つまり

〈f ⋆ f ′, lK〉 = (f ⊗ f ′)(Υ(lK)) ∈ Q .

(2)によれば, 1-コサイクルの集合はコホモロジーH1(π1(M̃K);Q) = H1(M̃K ;Q)と同一視される. 以上を
まとめると次の定理を得る：

定理 5.5. 結び目K ⊂ S3 に対して、MK をK を０手術して得られる 3次元多様体とする.

この時, H1(X1;Q) = Ker(∂∗
2 ) はコホモロジーH1(M̃K ;Q)に同型であり, 双線形写像

H1(X1;Q)×H1(X1;Q) → Q; (f, f ′) 7→ (f ⊗ f ′)(Υ(lK))

はMilnorペアリングと一致する.

以上より, Ker(∂∗
2 )と Υ(lK)が計算出来れば、Milnorペアリングは計算できることになった.

最後に、結び目の符号数との関連を述べる. 結び目 K の緯線を lK に対し, ω(K) := (f ⊗ f ′)(Υ(lK)) ∈
X1 ⊗X1 とおく. ui (i = 1, 2, . . . , 2g)を t∗(ui) = ui+1 (i ≤ 2g − 1)を満たすような F の元として, ω(K)の
α(ui) ⊗ α(uj)の係数を (i, j)成分とする Q上の 2g × 2g 行列を, 以下 Ω(K)と表す. Milnor[Mil1]は次の定
理を示唆した (証明は [Ke2]を参照)

定理 5.6 ([Mil1, Ke2]). 被覆変換が誘導する同型射 t∗ : H1(MK ;Q) → H1(MK ;Q)の (2g× 2g)-行列表示を
T と置く。
この時、ΩT τ − TΩの符号数 S が元の結び目の符号数に一致する.

5.2 双対語からのMilnorペアリングの計算
前節の最後に述べた記法を用いて、Lin表示からMilnorペアリングの計算法を与えるアルゴリズムを示す：

定理 5.7. 結び目群 π1(S
3\K)の Linの表示が 〈x1, x2, ..., x2g, h | ri := hyih

−1z−1
i (i = 1, 2, ..., 2g)〉で与え

られ, K の Alexander多項式の次数が 2gに一致すると仮定する.

結び目 K の緯線が lK = xϵ1
i1
xϵ2
i2
· · ·xϵn

in
(すべての j についてϵj = ±1, 1 ≤ ij ≤ 2g)で表され, 各 iについて

lK に現れる xiの指数の合計が 0となるとき, Milnorペアリングは Ω(K)で与えられ, Ω(K)は以下の式で計
算される：

n∑
k=1

1− ϵk
2

Eik,ik −
n−1∑
k=1

ϵk


2g∑

m=1

 ∑
1 ≤ l ≤ k
∧il = m

ϵlEik,m


 .

ただし Ei,j は (i, j)成分のみ 1, その他の成分はすべて 0となるような 2g × 2g行列とする.

定理 5.7の証明. 省略 (詳細は [Ohk]に掲載した)

5.3 8交点以下の非ファイバー結び目のMilnorペアリングの計算
各ひねり付きプレッツェル結び目を表す整数から, 定理 2.5を用いて双対語ひいては緯線を計算し, 定理 5.7

に代入するという手順で, 8交点以下の非ファイバー結び目の Ωをすべて計算できる. Mathematicaによる
計算結果を以下にまとめる. なお, 使用したコードは [Ohk]に掲載した：



K Ω detΩ

52

(
0 −2
2 0

)
4

61

(
0 2
−2 0

)
4

72

(
0 −3
3 0

)
9

73


0 −2 2 −2
2 0 −1 1
−2 1 0 −1
2 −1 1 0

 4

74

(
0 −4
4 0

)
16

75


0 −2 1 −1
2 0 0 0
−1 0 0 1
1 0 −1 0

 4

81

(
0 3
−3 0

)
9

83

(
0 4
−4 0

)
16

84


0 2 −2 2
−2 0 −1 1
2 1 0 −1
−2 −1 1 0

 4

86


0 2 −1 1
−2 0 1 −1
1 −1 0 1
−1 1 −1 0

 4

88


0 −1 0 1
1 0 0 −1
0 0 0 −2
−1 1 2 0

 4

811


0 −2 0 2
2 0 0 −2
0 0 0 1
−2 2 −1 0

 4

813


0 −1 0 2
1 0 0 −2
0 0 0 −2
−2 2 2 0

 4

814


0 −2 0 1
2 0 0 −1
0 0 0 1
−1 1 −1 0

 4

815


0 −2 1 0
2 0 −1 1
−1 1 0 −2
0 −1 2 0

 9
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