
曲面の写像類群に含まれる純ブレイド群の最高次数
について

片山 拓弥 (学習院大学)∗

1. 導入
本稿は，2021年12月に早稲田大学において開催された研究集会「結び目の数理 IV」で
の著者の講演を纏めた記事である．発表された研究内容は大阪大学の久野恵理香氏と
の共同研究に基づく．
主結果を述べるために記号を用意する．Sb

g,pを種数g，p点穴あき，b個の境界成分を
持つ連結な向き付け可能曲面とする．本稿では向き付け不可能な曲面は一切扱わず，曲
面といえば向き付け可能な曲面を指す．また，慣習により，b = 0または p = 0のとき
はSb

g,pから0に等しい添字を削除する．ただしgは0であっても削除しないこととする．
例えば 2次元球面S0

0,0は以下S0と表される. Sb
g,pの写像類群Mod(Sb

g,p)とは，Sb
g,pの向

き付けを保ち境界を固定する同相写像全体が合成によりなす群を，境界を固定するイ
ソトピーで割って得られる群のことである．Mod(S1

0,n)をn次ブレイド群と呼びBnと
記す．同相写像を穴の置換として見ることによりブレイド群Bnからn次対称群への自
然な全射を得るが，この全射の核をn次純ブレイド群と呼びPBnと記す．曲面Sb

g,pの
Euler標数を次の等式により定義する:

χb
g,p := 2− 2g − p− b.

主結果は以下である．

定理 1.1. PBn ↪→ Mod(Sg,p)なるための必要十分条件は nが以下の不等式を満たす
こと．

n ≤



1 ((g, p) ∈ {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3)})
2 ((g, p) ∈ {(0, 4), (1, 0), (1, 1)})
−χg,p (g = 0, p ≥ 5)

2− χg,p (g ≥ 2, p = 0)

1− χg,p (otherwise).

定理 1.2. b ≥ 1とする．このときPBn ↪→ Mod(Sb
g,p)なるための必要十分条件はnが以

下の不等式を満たすこと．

n ≤

{
2− χb

g,p (g ≥ 1, p+ b ≤ 2)

1− χb
g,p (otherwise).

では先行研究について簡単に紹介しよう．写像類群の間の既知の単射準同型として，
Aramayona–Leininger–Souto [1]，Birman–Hilden [3]，Ivanov-McCarthy [8]などに見ら
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れるような曲面の分岐または不分岐被覆から誘導される単射準同型と，Paris–Rolfsen

[13]に見られるような曲面の包含写像から誘導される単射準同型がある．単射準同型
の非存在性に関する大きな成果はBirman–Lubotzky–McCarthy [4], Harer [7]，[8]など
に見られる．特に [4]と [7]からは，少数の例外を除き写像類群の同型類は曲面の同相
類によって決まるという結果が得られ，[8]は写像類群の自己単射準同型は同型である
(co-Hopf性)という結果を直接述べている．Aramayona–Souto [2]は曲面の被覆と (純)

写像類群の間の単射準同型の存在性について調べた論文と思うことができ，特殊な仮定
のもとではあるが被覆の関係にない場合に単射準同型の非存在を示している．そして，
Castel [5]はブレイド群から写像類群への単射準同型を特徴づけており，任意の単射準
同型は特殊な分岐被覆から誘導される単射準同型の “transvection”であるという成果を
得ている．本研究では純ブレイド群というブレイド群の有限指数部分群に注目して単
射準同型を考察しているが，その根源は上記の研究に既に見られるものである．例え
ば，[4]と [7]は初めから有限指数部分群の間で保たれる不変量を計算しており，co-Hopf
性についてもShakeleton [14]が写像類群の有限指数部分群に一般化している．ただし，
定理1.1と定理1.2のように，ソースの写像類群をある程度固定してターゲットの写像
類群を勝手にとる，というタイプの結果は [5]のみであり，手法も結果もかなり異なっ
たものとなっている．実際，定理1.2の中にはブレイド群全体には拡張できない純ブレ
イド群の埋め込みが含まれ，[5]は定理 1.2を示唆しないし，定理 1.2もまた [5]の主結
果を示唆しない．
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3. 純ブレイド群の埋め込み
この節では，純ブレイド群から曲面の写像類群への単射準同型の構成方法を解説する．
まず，曲面の包含写像から得られる写像類群の間の準同型について述べる．この種の
準同型は単射になることもならないこともあるが，それ自身が単射にならない場合で
も別の単射準同型を構成するのに使われるので重要である．連結な向き付け可能曲面
の包含写像 i : S → F を考える．本稿では iをSの拡張と呼ぶ．拡張 iが適格であると
は i(S)がFの閉集合であって，i(∂S)の各成分が∂Fのどの成分とも並行にならないと
きをいう. 適格な拡張は写像類群の間の自然な準同型を誘導する．この誘導準同型の
核は以下のようによく調べられている．

命題 3.1 ([13]). 拡張 i : S → F が適格であるとする．もしF \ Int(i(S))がアニュラス
と 1点穴あき円盤の非交和ならば，誘導準同型Mod(S) → Mod(F )の核は自由アーベ
ル群であって，その自由生成系は

A = {[Tc1 ][Tc2 ]
−1 | c1, c2は外部のアニュラスの境界成分}

と
{[Tc] | cは外部の1点穴あき円盤の境界成分}

の和である．ここで，Tcは曲線 cについてのDehnツイスト．



適格な拡張 iが円環的であるとは F \ Int(i(S))の各連結成分がアニュラスであると
きをいう．また，適格な拡張 iが双曲的であるとは F \ Int(i(S))の各連結成分が負の
Euler標数をもつときをいう.

命題 3.2 ([13]). 拡張 i : S → Fが双曲的であるとする．このとき誘導準同型Mod(S) →
Mod(F )は単射である．

自然数n,mがn ≤ mを満たすとき，双曲的拡張S1
0,n → S1

0,mが存在する．従って次
が成り立つ．

系 3.3. もしn ≤ mならば，Bn ↪→ BmでありPBn ↪→ PBm．

次に，球面の分岐被覆により誘導されるブレイド群の単射準同型を復習しよう. S2
g−1,0

の超楕円的対合により誘導される二重分岐被覆S2
g−1,0 → S1

0,2gを考える．底曲面の写像類
群であるB2gは，Birman–Hilden理論によりMod(S2

g−1)のファイバーを保つ写像類全体
がなす部分群に同型である．いま，S2

g−1とSb+2
0,p を境界に沿って貼り合わせることで円環

的または双曲的な拡張S2
g−1 → Sb

g,pを得る. すると誘導準同型Mod(S2
g−1) → Mod(Sb

g,p)

を部分群B2gに制限しても単射になることが命題 3.1と命題 3.2により分かる. すなわ
ちB2gはMod(Sb

g,p)に埋め込まれる. また，二重分岐被覆S1
g → S1

0,2g+1からは単射準同
型B2g+1 ↪→ Mod(S1

g )を得る．もし b+ p ≥ 2ならば拡張S1
g → Sb

g,pは双曲的なので単射
準同型B2g+1 ↪→ Mod(Sb

g,p)を得る．Birman–Hilden理論についてのより詳しい説明は
原論文 [3]や最近の進展を纏めた記事 [12]にある.

定理1.2の証明では以下の埋め込みも使っている．これは一番目の二重分岐被覆の例
と命題3.1を組み合わせることで得られる．

命題 3.4. B2g+2 ↪→ Mod(S1
g,1).

主結果を得るためにはもう一つ別の種類の単射準同型が必要である．

定義 3.5. Sを穴あき曲面，F を曲面とする. SをSの無限遠に境界として円周を加え
て得られるコンパクトな曲面とする (S ∼= Sb

g,pならばS ∼= Sb+p
g )．拡張 i : S → Fが擬円

環的であるとは，iがSに幾つかのアニュラスと1点穴あき円盤を以下のように貼り合
わせて得られるときをいう：アニュラスA (resp. 1点穴あき円盤D)の 1つの境界成分
はS − Sの連結成分と貼り合い，Aのもう片方の境界成分は∂Sの成分と貼り合うかま
たは何とも貼り合わない．定義から直ちに分かるように，S ⊂ F は適格でない．しか
しながらS ⊂ Fは適格である．

曲面Sの純写像類群PMod(S)は，ブレイド群から純ブレイド群を定義した方法と同
様にして定義される．球面の純写像類群については次の補題が成立する．これは，定
義3.5中の記法で言えば，PMod(S)がPMod(S)の直積分解の因子になっていると読む
こともできる．

補題 3.6 ([6]). PMod(Sb
0,p)× Zb ∼= PMod(Sp+b

0 ).

そこで命題3.1を使うと次を得る．

命題 3.7. S → Fを擬円環的拡張とする．もしSが球面ならば，PMod(S)はPMod(F )

に埋め込まれる．

擬円環的拡張は非常に多くの場合において最高次の純ブレイド群を見つけるのに役
に立つ．実際，定理 1.1と定理 1.2に現れる上限 1 − χb

g,pは擬円環的拡張によって実現



される．実際の絵を見たい方にはアップロードされた講演スライドを読んでいただき
たい．

4. 写像類群に含まれる直角アルティン群
この節では，特殊な直角アルティン群の曲面の写像類群への埋め込みに関する著者らの
結果を紹介する．有限単純グラフΓ上の直角アルティン群A(Γ)とは次の群表示によっ
て定義される群のことである：

A(Γ) := ⟨V (Γ) | vivj = vjvi if {vi, vj} ∈ E(Γ)⟩.

ここで V (Γ)はΓの頂点集合，E(Γ)はΓの辺集合である．直角アルティン群は，曲面
の写像類群の部分群として以下のように自然に現れる．

定理 4.1 (Koberdaの埋め込み定理 [11]). SをEuler標数が負の曲面としΓを有限グラ
フとする．もしΓ ≤ C(S)ならば，A(Γ) ↪→ Mod(S)である．

ここで C(S)はHarveyによるSの曲線複体の 1-骨格である．Koberdaの埋め込み定
理において主張されている直角アルティン群の埋め込みは，Γ ≤ C(S)が与える曲線に
沿ったDehnツイストの十分大きな冪を取ることによって実現される．
Cc

mをm頂点の巡回グラフの補グラフとする．Koberdaの埋め込み定理と直角アル
ティン群の埋め込みの標準形の理論 ([10])を駆使することにより，以下が得られる．

定理 4.2. A(Cc
m)がMod(Sg,p)に埋め込まれるための必要十分条件はmが以下の不等

式を満たすこと．

m ≤



0 ((g, p) ∈ {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3)})
3 ((g, p) ∈ {(0, 4), (1, 0), (1, 1)})
5 ((g, p) = (1, 2), (0, 5))

2g + 2 (g ≥ 2, p = 0)

2g + p+ 1 (g ≥ 2, 1 ≤ p ≤ 2)

2g + p (otherwise).

定理 4.3. A(Cc
m)×ZがMod(Sg,p)に埋め込まれるための必要十分条件はmが以下の不

等式を満たすこと．

m ≤



0 (g, p) ∈ {(0, 4), (1, 1)}
3 (g, p) ∈ {(0, 5), (1, 2)}
p− 1 (g = 0, p ≥ 6)

p+ 2 (g = 1, p ≥ 3)

2g + 1 (g ≥ 2, p = 0)

2g + p (g ≥ 2, p ≥ 1).

純ブレイド群への埋め込みについては以下が成り立つ．

定理 4.4 ([9]). Suppose n ≥ 3. A(Cc
n+1)× Z ↪→ PBn.



定理1.1と定理1.2は以上の結果を組み合わせて証明される．もう少し詳しく述べる
と，純ブレイド群を写像類群へ埋め込むパートは 3節の結果を組み合わせることで容
易に達成される．最高次の評価には上の形の直角アルティン群を使う．実際，nが定理
で与えられた上限よりも大きいとき，自由アーベル群または上の形の直角アルティン
群で，PBnには含まれるがMod(Sb

g,p)には含まれないものが存在する．また，定理4.2

と定理4.3は境界なし曲面に関する結果であるが，境界付き曲面の場合にも写像類群の
キャップ準同型を使って同種の定理が得られることに注意しておく．
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