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概要
色付き Jones多項式とは,向き付きの絡み目の不変量である. 一般に sl3 色付き Jones多項式を

計算することは難しく,具体的な絡み目に対しては,一部のトーラス絡み目と二橋絡み目のみ知ら
れている. 本講演では sl3 色付き Jones多項式に制限を加えることにより Kuperbergによって導入
された A2 ブラケットを用いて得られてたプレッツェル絡み目に対する結果を紹介する.

1 背景
結び目,絡み目に対して,量子不変量は Lie代数 gとその既約表現 V の組み合わせの数だけ存在
する. 特に, g = sl2 で V = C2 である量子不変量は, Jones多項式 [Jon85]と呼ばれている. 1987年に
Kauffman[Kau87]は,この Jones多項式を Kauffmanブラケットと絡み目の図式を用いて図形的に計
算できる形で再定義した. 更に, g = sl2でその (N +1)-次元既約表現に対応する量子不変量を色付き
Jones多項式という. 色付き Jones多項式に関しても, Kauffmanブラケットと Jones-Wenzel冪等元
[Wen87]を用いることで図形的手法で計算する事ができると知られている. この図形的手法で計算さ
れた色付き Jones多項式の計算結果は多く存在しており,それらの結果は,体積予想, Jonesスロープ
予想等を考える時に役に立つ. 一方で, g = sl3でその (n1,n2)-既約表現についても色付き Jones多項式
を考えることができる. sl2 の時と同様に, Jones-Wenzel冪等元に相当する A2 クラスプと Kauffman
ブラケットに相当する Kuperbergによって導入された A2 ブラケット [Kup96]を用いる事で絡み目
の図式を変形して計算することができる. しかし,その計算は sl2 の場合と比べて複雑であり,自明
でない結び目,絡み目に対して計算された例は少ない. まず, Lawrenceによって三葉結び目に対して
sl3Jones多項式が与えられた. その後に, Garaoufalidis, Morton, Voungらによって表現論の手法を用
いて (2,2m+1)型トーラス結び目 [Law03][GMV13][GV17]に対して一般の sl3Jonesが求められい
る. また,湯浅氏によって sl3の既約表現を (n,0)-既約表現と制限して図形的手法を用いて one-row色
付き sl3Jones多項式として,二橋結び目 [Yua17], (2,2m)型トーラス絡み目 [Yua17][Yua18a][Yua21a]
に対して結果が与えらている. 本研究において,湯浅氏と同様に図形的手法を用いて one-row色付
き sl3Jones多項式として計算を行っている.
本研究では, A2ブラケットに関する既存と計算公式と 2つの新しい計算公式を導入することで得

られたプレッツェル絡み目 P(2α+1,2β+1,2γ)に対する one-row色付き sl3Jones多項式に関する結果
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を得られた. また, 4,5-パラメータのプレッツェル絡み目である 810,815,820,821 に関しても one-row
色付き sl3Jones多項式も得ることができた.

2 準備
まず, Kupreberg[Kup96]によって導入された A2ブラケットと A2クラスプを紹介する. 今回,量子
整数の記号として次を用いる.

{n}q = {q
n
2 −q−

n
2 }q, {n}q!= {n}q{n−1}q · · · {1}q, [n]q =

{n}
{1} , [n]q!= [n]q[n]q · · · [1]q

ここで, nは非負整数である. また, q-Pochhammer symbolを次で定義する.

(q)k =

k∏
i=1

(1−qi).

向付きの絡み目の図式に対して, A2 ブラケットは次のように定められている.

Definition 2.1 (A2 ブラケット [Kup96]).
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ここでGは bipartite uni-tri valent graphsである.



次の (n,0)型の A2 クラスプは, one-row色付き sl3Jones多項式において色付き sl2Jones多項式を
図形的に求める際に使う Jones-Wenzel冪等元と同様の役割を果たすものである.

Definition 2.2 ((n,0)型の A2 クラスプ [Kup96]). nを自然数とする.
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3 A2ブラケットに関する公式
本節では,プレッツェル絡み目の one-row色付き sl3Jones多項式を求める際に主に必要となる 4
つの計算公式について紹介する. このうち向きが同調していない m回のフルツイスト, A2バブルス
ケインの公式に関しては [Yua17]において与えられたものである.

Theorem 3.1 ([Yua17]).
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Theorem 3.2 ([Yua17]).
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Proposition 3.3 (Kawasoe).
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Proposition 3.4 (Kawasoe).
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where
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4 プレッツェル絡み目の sl3色付き Jones多項式
主に 3-パラメータのプレッツェル絡み目を扱う.

P(α,β,γ) = α β γ



Lを (L1,L2, ...,Lr)の成分で構成される向き付き絡み目とする. この時, Lに対して one-row色付き
sl3 Jones多項式は次で定義される.

Jsl3(n,0)(L;q) = (q
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ここで w(L)は Lのねじれ数である. また,
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Lemma 4.1 ([Yua17]).
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Theorem 4.2 (Kawasoe). α,β,γ ∈ Zとする. プレッツェル絡み目 P(α,β,γ)に対して, one-row色付き
sl3 Jones多項式は次で与えられる.

(1) プレッツェル絡み目 P(2α,2β,2γ)は自明な結び目を成分として持つ 3成分の絡み目である. ま
た,プレッツェル絡み目のパラメータは巡回的に入れ替えるが可能である. そのうえで,向き
の付け方を考えると P(2α,2β,2γ)について, one-row色付き sl3 Jones多項式を次の二つの式で
全て与える事が出来ている.
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∑
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∑
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(2) P(2α+1,2β+1,2γ)の向きのつけ方は結び目なので一意である.

Jsl3(n,0)(P(↓ 2α+1 ↓,↑ 2β+1 ↑,↓ 2γ ↑);q)
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(3) P(2α+1,2β,2γ)は 2成分の絡み目であり,向きのつけ方まで考えると２パターン考えればよい.
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Proof. (4.2)について証明する.
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∑
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×χsign(2α)(n,k1,k2, ...,k|α|)χsign(2β)(n, l1, l2, ..., l2|β|)ϕ(n,m1,m2, ...,m|γ|)qϵγΩ(n, s,k2|α|, l2|β|)ψ(n, t,a,m|γ|)
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(4.1), (4.3), (4.5)についても (4.2)と似た方法で証明することができる . □

Remark 4.3. P(2α+1,2β+1,2γ)に対して, one-row色付き sl3Jones多項式の係数を見ることができる.
例えば, Jsl3(n,0)(P(3,3,2);q)の qの最低次数を用いて正規化した ˆJsl3(n,0)(P(3,3,2);q)についてMathematica
によって n = 1 ∼ 7まで計算すると次のようになる.

n = 1 : 1−q+q2−2q4+q5−2q6+q7+q8+q10

n = 2 : 1−q+0q2+q3−2q4+2q6−2q7−2q8+4q9+q10+ · · ·
n = 3 : 1−q+0q2+0q3+q4+q5+q7−4q8−q9+8q10+ · · ·

n = 4 : 1−q+0q2+0q3−2q4+2q5+q6−2q8−4q9+4q10 · · ·

n = 5 : 1−q+0q2+0q3−2q4+q5+2q6+q7−3q8−4qq+q10+ · · ·
n = 6 : 1−q+0q2+0q3−2q4+q5+q6+2q7−2q8−2q9+3q10+ · · ·
n = 7 : 1−q+0q2+0q3−2q4+q5+q6+q7−q8−q9+2q10+ · · ·

(4.3)を用いると本講演では講演を行っていないが P(2α+1,2β+1,2γ)に対して,上記のように one-row
色付き sl3Jones多項式の係数が安定していることを証明することができる.

第 2 節で紹介した 4 つの A2 ブラケットの公式を用いることで, 全てのパラメータが奇数であ
るものを除く全ての n個のパラメータであらわされるプレツェル絡み目に対して one-row色付き
sl3Jones多項式を計算することができる. ここでは, 4,5-パラメータのプレッツェル絡み目である
810,815,820,821 に関して結果を紹介する.

Theorem 4.4 (Kawasoe).



(1) P(−3,−2,3,−1) = 810 に対して,

Jsl3(n,0)(P(−3,−2,3,−1);q)

=
∑

0≤k3≤k2≤k1≤n

∑
0≤l2≤l1≤n

∑
0≤p3≤p2≤p1≤n

n∑
m=0

min{k3+l2,n}∑
t=max{k3,l2}

n∑
a=t

min{p3+m,n}∑
s=max{p3,m}

n∑
b=s

min{a+b,n}∑
u=max{a,b}

(q
n2+3n

3 )3

χ−(n,k0,k1,k2)χ−(n, l0, l1)q−1χ+(n, p1, p2, p3)χ−(n,m)Ω(n, t,k3, l2)Ω(n, s, p3,m)ψ(n,u,a,b)q−(n−u) (1−qn+1)(1−qn+2)
(1−qu+1)(1−qu+2)

(2) P(3,−1,−2,−1,3) = 815 に対して,

Jsl3(n,0)(P(3,−1,−2,−1,3);q)

=
∑

0≤k3≤k2≤k1≤n

∑
0≤l≤n

∑
0≤m2≤m1

∑
0≤p≤n

∑
0≤r3≤r2≤r1≤n

min{k3+l,n}∑
t=max{k3,l}

n∑
a=t

min{p+r3,n}∑
s=max{p,r3}

n∑
b=s

min{a+m2,n}∑
u=max{a,m1}

min{b+m2,n}∑
v=max{b,m2}

(q
n2+3n

3 )−2χ+(n,k1,k2,k3)χ−(n, l)ϕ(n,m1,m2)χ−(n, p)χ+(n,r1,r2,r3)Ω(n, t,k3, l)

Ω(n, s, p,r3)ψ(n,u,a,m2)ψ(n,v,u,b)q−(n−v) (1−qn+1)(1−qn+2)
(1−qv+1)(1−qv+2)

(3) P(3,−2,−3,1) = 820 に対して,

Jsl3(n,0)(P(3,−2,−3,1);q)

=
∑

0≤k3≤k2≤k1≤n

∑
0≤l2≤l1≤n

∑
0≤p3≤p2≤p1≤n

n∑
m=0

min{k3+l2,n}∑
t=max{k3,l2}

n∑
a=t

min{p3+m,n}∑
s=max{p3,m}

n∑
b=s

min{a+b,n}∑
u=max{a,b}

q
n2+3n

3

χ+(n,k1,k2,k3)χ−(n, l1, l2)q−1χ−(n, p1, p2, p3)χ+(n,m)Ω(n, t,n− k3, l2)Ω(n, s,n− p2,n−m)

ψ(n,u, t+a, s+b)q−(n−u) (1−qn+1)(1−qn+2)
(1−qu+1)(1−qu+2)

(4) P(3,3,−1,−2) = 821 に対して,

Jsl3(n,0)(P(3,3,−1,−2);q)

=
∑

0≤k3≤k2≤k1≤n

∑
0≤l3≤l2≤l1≤n

∑
0≤p≤n

∑
0≤m2≤m1≤n

min{k3+l3,n}∑
t=max{k3,l3}

n∑
a=t

min{p+m,n}∑
s=max{p,m}

n∑
b=s

min{t+s,n}∑
u=max{a,b}

(q
n2+3n

3 )−3χ+(n,k1,k2,k3)χ+(n, l1, l2, l3)χ−(n, p)χ−(n,m1,m2)

Ω(n, t,k3, l3)Ω(n, s, p,m2)ψ(n,u,a,b)q−(n−u) (1−qn+1)(1−qn+2)
(1−qu+1)(1−qu+2)

Remark 4.5. Theorem4.2, Theorem4.4と既存の結果を合わせることで 816,817,818 を除く全ての 8
交点以下の結び目に対して one-row色付き sl3Jones多項式が決定される.
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