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概要
book presentation とはグラフの R3 への特殊な埋め込みのことである. 6 頂点完全グラフの book

presentationは R3 の全同位で移り合うものを同値として D. Rowland によって分類されている. 私は, 頂
点数が 7および 8の完全グラフの book presentationで sheetの数が最小のものを, R3 の全同位で移り合
うものを同値とみなして分類した.

1 準備
いくつかの用語と記号の準備をしておく. まず, グラフと言えば抽象的な有限グラフのこととし, 向きは考え
ない. 特に n個の頂点からなるグラフで, 任意の異なる 2頂点がちょうど 1本の辺で結ばれているものを n頂
点完全グラフと言い, Kn と表す. また, R3 内の 2つの部分空間が R3 の全同位で移り合う時, 2つの部分空間
は同型であると言うことにする.

2 Book presentation

定義 2.1 R3 において, L を直線, S1, . . . , Sn を L を境界に持つ n 個の互いに異なる半平面とし, Bn =

L ∪
⋃
Si とおく. この時, グラフ Gの Bn への埋め込みの像で次の 2つの条件を満たすものを Gの n-book

presentationと言う.

条件 1. Gの全ての頂点は Lに埋め込まれている.

条件 2. Gの各辺はただ 1つの Si に properに埋め込まれている.

ここで Lを binder, 各 Si を sheet, Bn を n-bookと呼ぶ.

図 1 K5 の 4-book presentation
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book presentation の図式を導入する. 境界 B を共有し内部では交わりを持たない位相的な円盤たち S1,

. . . , Sn からなる R3 の部分空間を Dn とし, Gの n-book presentationを G̃とする. R3 の全同位により, 頂
点が B 上にあり, 各辺がある Si の弦になるように G̃を Dn 内に変形できる. この時, S1, . . . , Sn と B はそれ
ぞれ n-bookの sheetと binderとみなせる. このように変形した G̃を平面に射影し, B が円 C に, 各辺が C

の弦になるようにし, 辺の交差は横断的な 2重点のみになるようにする. 更に辺の交差に適切に上下の情報を
加えたものを, G̃の circular diagramと言う. また circular diagramを sheetごとに分離して, “上方に”あ
るものから順に左から並べた図式も使う.

図 2 図 1の book presentationの circular diagramへの変形

図 3 circular diagramを sheetごとに分離して順に並べた図式

以下 circular diagramにおいて, 頂点を時計回りに v1, v2, . . .とし, sheetを上方から順に S1, S2, . . .とす
る. また辺 eの端点が円周上でm頂点分離れている時, eはm-edgeであると言う.

定理 2.2 ([1]) 次の circular diagram の 6 つの変形は Kn の book presentation の同型を保つ. 但し頂点,

sheetのラベルとは, それぞれ頂点 vi, sheet Sj の添え字の部分 i, j のことである.

変形 1. 全ての頂点のラベルを mod nで等しく増やす.

変形 2. sheetの枚数を sとする. この時全ての sheetのラベルを mod sで等しく増やす.



変形 3. Si, Sj を隣り合う sheetとする. Si 内の辺 eが Sj 内の任意の辺と交差を持たない時, eを Sj に移す.

変形 4. 円周上で連続した 2頂点 vi, vj について, vi に接続する各辺が vj に接続する任意の辺より上方にある
とする. この時 i, j 以外の各 k について 2辺 vivk, vjvk の位置を入れ替える.

変形 5. 辺を含まない sheetを追加又は削除する.

変形 6. sheetの枚数を sとする. この時各 sheetのラベルを iから s− i+ 1に変える. 更に各頂点のラベルを
j から n− j + 1に変える.

特に変形 6は前半と後半で 1回ずつ鏡像をとっている. 変形 6の前半, 後半の操作をそれぞれ変形 6a, 6bと
する. また 1-edge は他のどの辺とも交差を持たないため, 他の全ての辺を固定したまま変形 3 により任意の
sheetに移動できる. 従って以下 1-edgeは無視する.

グラフ G の sheet-number S(G) を S(G) =min{n |G の n-book presentation が存在する } と定める.

この時 Gの S(G)-book presentationを Gのminimal book presentationと言う.

定理 2.3 ([3, 4]) n ≥ 4の時, S(Kn) =

{
n/2 (n : 偶数),

(n+ 1)/2 (n : 奇数).

3 Canonical book presentation

性質がよく知られたKn の minimal book presentationがある.

定義 3.1 ([6]) n ≥ 4の時, nの偶奇それぞれで下図のような形の Kn の minimal book presentationを Kn

の right canonical book presentation と言う. 但し ∗の部分にはどのように辺が含まれていても良いと
し, 空と書いた部分には辺が含まれていないとする.

図 4 Kn の right canonical book presentation

定理 3.2 ([6]) Kn の right canonical book presentationは同型の差を除いて一意的に定まる.

定理 3.3 ([6]) n ≥ 5の時, Knの right canonical book presentationに含まれるKn−1の book presentation

は全てKn−1 の right canonical book presentationと同型である.



4 主結果
K6 の全ての book presentation の同型類が D. Rowland により分類されている ([1]). その一部を下図に
示し, それぞれ (6, A), (6, B), (6, B)と名前を付けた. (6, A)は K6 の right canonical book presentation で
あり, 自身の鏡像と同型である. K6 の minimal book presentation は (6, A)しかない. また (6, B)は K6 の
4-book presentationで, 自身の鏡像 (6, B)と非同型である.

(6, A) (6, B) (6, B)

図 5 K6 の book presentationの同型類の一部

この結果を用いて次の結果を得た.

主結果 4.1 n = 7, 8 の時, Kn の minimal book presentation の同型類を分類した. またそれらに含まれる
Kn−1 の book presentationのリストを与えた.

主結果 4.1の過程を述べる. 以下 book presentationと言えばその circular diagramを考えているとする.

まずK7 の場合を考える. 定理 2.3より S(K7) = 4なので, K7 の 4-book presentationを考えれば良い.

Step 1. 3-edgeの埋め込み方を考える. K7 の book presentationには 3-edgeが 7本ある. これらはどの 3本
を選んでも交差を持つので 1 枚の sheet に埋め込めるのは 2 本までである. 従って 3-edge の本数の分配は
(2, 2, 2, 1) となる. 変形 1, 2 により, v1v4, v1v5 ⊂ S1 かつ S4 は 3-edge を 1 本しか含まないとして良い. ま
た v2v5, v3v6, v4v7 はどの 2辺も交差を持つので, S2, S3, S4 に分けて埋め込む必要がある. v3v6 ⊂ S4 とす
ると, v2v5, v2v6 ⊂ S2, v3v7, v4v7 ⊂ S3 又は v3v7, v4v7 ⊂ S2, v2v5, v2v6 ⊂ S3 の 2 通りが考えられるが, 変
形 1, 2, 6によりそれぞれ v2v5 ⊂ S4, v4v7 ⊂ S4 とした場合に帰着できる. 従って v2v5 ⊂ S4 又は v4v7 ⊂ S4

として良い. 更に変形 1, 6b により, 鏡像の差を除けば v4v7 ⊂ S4 として良い. よって E1 = v1v4 ∪ v1v5,

E2 = v2v5 ∪ v2v6, E3 = v3v6 ∪ v3v7, E4 = v4v7 とおくと 3-edgeの埋め込み方は, E1 ⊂ S1, E4 ⊂ S4 とし
て, E2 ⊂ S2, E3 ⊂ S3 又は E3 ⊂ S2, E2 ⊂ S3 の 2通りのみを考えれば良い.

Step 2. 2-edgeの埋め込み方を考える. 下表で ×が付いている部分は, その列の 2-edgeとその行の 3-edgeた
ちが交差を持つ, 即ち同じ sheetには埋め込めないことを表している. また 2-edge同士が交差を持つのは表で
隣り合っている時のみである (v1v3 と v2v7 も隣り合っているとみなす). これらを踏まえれば, v4v6 が E3 と
同じ sheetに埋め込まれるとすると v3v5 が E2 と同じ sheetに埋め込まれることが決まる. 更にこの時, v2v4

が E1 又は E4 と同じ sheetに埋め込まれることも分かる. このように表の順に 2-edgeの埋め込み方を決めて
いき, 全ての場合を挙げる. v4v6 が E4 と同じ sheetに埋め込まれるとした場合は 表を先の逆順に辿って全て
の場合を挙げていく. すると全部で 33通りの 2-edgeの埋め込み方が得られる. Step1で得た 2通りの 3-edge

の埋め込み方と合わせて, 全部で 66通りの book presentationが得られる.



v1v3 v2v4 v3v5 v4v6 v5v7 v1v6 v2v7

E1 × × ×
E2 × × ×
E3 × × ×
E4 × ×

Step 3. Step2で得た 66通りの book presentationは, 変形 1, . . . , 6, 6a, 6bで移り合うものを除けば 4通り
になる.

Step 4. Step3 で得た 4 通りの book presentation を下表に図示し, それぞれ (7, A), . . . , (7, D) とした. ま
たそれぞれに含まれる K6 の book presentation も調べ表の下段に記した. ここで (7, A) は K7 の right

canonical book presentation であるから, 定理 3.3より (6, A)を 7個含むことが直ちに分かることに注意す
る. これら 4 個の book presentation およびその鏡像たちが互いに同型かどうかを見ていく. まず, 含まれる
K6 の book presentationの集合は同型に関する不変量であるから, (7, A), . . . , (7, D)は鏡像の差も込めて全
て互いに非同型であることが分かる. 後はそれぞれが自身の鏡像と同型かどうか分かれば良いが, K7 の任意の
空間埋め込みは自身の鏡像と非同型であることが知られている ([2]). 従って (7, A), . . . , (7, D)はそれぞれ自
身の鏡像と非同型である. よって K7 の 4-book presentationの同型類は, (7, A), . . . , (7, D)およびそれぞれ
の鏡像 (7, A), . . . , (7, D)の 8個である.

(7, A) (7, B) (7, C) (7, D)

(6, A)× 7 (6, A)× 6 (6, A)× 5 (6, A)× 4

(6, B)× 1 (6, B)× 2 (6, B)× 2

(6, B)× 1

次にK8 の場合を考える. 定理 2.3より S(K8) = 4なので, K8 の 4-book presentationを考えれば良い.

Step 1. 4本の 4-edge v1v5, v2v6, v3v7, v4v8 はどの 2本も交差を持つので各 sheetに 1本ずつ含まれる. 変
形 2 により S1 が v1v5 を含むとして良い. この時, 次の 4 通りの場合それぞれで, 同じ sheet に含まれる辺
の組み合わせが一意的に決まり, またこの 4 通り以外の辺の組み合わせ方は存在しない; v1v3, v1v4 ⊂ S1,

v1v4, v2v4 ⊂ S1, v2v5, v2v4 ⊂ S1, v2v5, v3v5 ⊂ S1([6]). よって, この 4つのパターンから 1つ決め更に v2v6,

v3v7, v4v8 の埋め込み先を決めれば K8 の 4-book presentationが一意的に定まる. そしてそれらのみを考え
れば十分である. このようにして得られる book presentationは 24通りある.

Step 2. Step1で得た 24通りの book presentationは, 変形 1, 2, 6a, 6bにより移り合うものを除けば 3通り
になる.

Step 3. Step2 で得た 3 通りの book presentation を下表に図示し, それぞれ (8, A), (8, B), (8, C) とした.

またそれぞれに含まれる K7 の book presentation も調べ表の下段に記した. ここで (8, A) は K8 の right



canonical book presentation であるから, 定理 3.3より (7, A)を 8個含むことが直ちに分かることに注意す
る. これら 4個の book presentationおよびその鏡像たちが互いに同型かどうか見ていく. まず, 含まれる K7

の book presentation の集合は同型に関する不変量であるから, (8, A), (8, B), (8, C)は鏡像の差も込めて全
て互いに非同型であり, (8, A)は自身の鏡像と非同型であることが分かる. 後は (8, B), (8, C)が自身の鏡像と
同型かどうか分かれば良いが, これらは変形 1, 6a により自身の鏡像と移り合う, 即ち自身の鏡像と同型であ
る. よって K8 の 4-book presentation の同型類は, (8, A), (8, B), (8, C)および (8, A)の鏡像 (8, A)の 4個
である.

(8, A) (8, B) (8, C)

(7, A)× 8 (7, A)× 4 (7, C)× 2

(7, A)× 4 (7, C)× 2

(7, D)× 2

(7, D)× 2

補足として, [5]では FIGURE 1としてK8の比較的単純な空間埋め込みの例が与えられている. この空間埋
め込みを K̃8とすると, K̃8は実際K8のある book presentationと同型であるが, それは 4-book presentation

ではない, 即ち (8, A), (8, B), (8, C)のいずれとも非同型である. このことは次のようにして確かめられる. ま
ず, K̃8 に含まれる絡み目 [147] ∪ [25863]は (2, 4)トーラス絡み目であるが, (8, A), (8, B)には長さが 3と 5

のサイクルで実現される (2, 4)トーラス絡み目は含まれない. よって K̃8 は (8, A), (8, B)と非同型である. ま
た, K̃8 からラベル 8の頂点を取り除いて得られる K7 の空間埋め込みは (7, A)と同型であるが, (8, C)には
(7, A)と同型なK7 の空間埋め込みは含まれない. よって K̃8 は (8, C)と非同型である.
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