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概 要
Quandle twisted Alexander invariant は Ishii-Oshiro によって導入された
quandle と quandle homomorphism の組に対する不変量であり, 結び目の
twisted Alexander polynomialを復元することができる. 本講演では quandle
twisted Alexander invariant と Andruskiewitsch-Graña により構成された
quandle の homology group との関係について得られた結果について報告
する.

1. Quandle と Alexander pair

空でない集合 X 上の 2 項演算 ∗ が次の条件を満たすとき組 (X, ∗) を Quandle [9,13]

と呼ぶ. 簡単のため (X, ∗) は単に X と書くことにする.

• 任意の x ∈ X に対して x ∗ x = x が成り立つ.

• ある 2 項演算 ∗̄ : X2 → X が存在して任意の x, y ∈ X に対して (x ∗ y)∗̄y =

(x∗̄y) ∗ y = x が成り立つ.

• 任意の x, y, z ∈ X に対して (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z) が成り立つ.

これらの条件はそれぞれ結び目理論における Reidemeister 移動に対応している.

例 1. G を群とする. このとき G 上の 2 項演算 ∗ を x ∗ y := y−1xy で定めると (G, ∗)
は quandle になる. この quandle を G の共役 quandle と呼び, Conj(G) と書く.

例 2. K を S3 内の有向結び目とし, K の正則近傍を N(K), K の外部を E(K) と書
く. また E(K) の点 p を固定する. K のメリディアン円板 D と ∂D から p へ向かう
E(K) 内の道 α の組 (D,α) を考えそのホモトピー類を [(D,α)] と書くことにする. こ
のホモトピー類全体の集合を Q(K, p) と書き, Q(K, p) 上の 2 項演算 ∗ を次で定める:

[(D1, α)] ∗ [(D2, β)] := [(D1, α · β−1 · ∂D2 · β)].

図 1: 結び目 quandle の演算
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このとき組 (Q(K, p), ∗) は quandle になり, この quandle を K の結び目 quandle

と呼ぶ. 結び目 quandle の quandle 同型類は p に依存しないので以降は単に Q(K) と
書く.

続いて Alexander pairについて復習する. X を quandle, Rを乗法的単位元 1を持つ
環とする. 写像 f1, f2 : X

2 → R が次の条件を満たすとき組 f = (f1, f2)を Alexander

pair [8] と呼ぶ:

• 任意の x ∈ X に対して f1(x, x) + f2(x, x) = 1 が成り立つ.

• 任意の x, y ∈ X に対して f1(x, y) は R の可逆元である.

• 任意の x, y, z ∈ X に対して
f1(x ∗ y, z)f1(x, y) = f1(x ∗ z, y ∗ z)f1(x, z),
f1(x ∗ y, z)f2(x, y) = f2(x ∗ z, y ∗ z)f1(y, z) かつ
f2(x ∗ y, z) = f1(x ∗ z, y ∗ z)f2(x, z) + f2(x ∗ z, y ∗ z)f2(y, z).

が成り立つ.

Andruskiewitch と Graña によって quandle module [1] という概念が導入されてお
り, Alexander pair (f1, f2) は quandle module の (η, τ) に対応している. 本稿では [8]

での記法を用いることにする.

例 3. X を quandleとし, 写像 f1, f2 : X
2 → Z[t±1] を次で定める:

f1(x, y) := t−1, f2(x, y) := 1− t−1.

このとき組 (f1, f2) は Alexander pair である.

例 4. R を一意分解整域, G を k 次一般線形群 GL(k;R), X を conjugation quandle

Conj(G)とする. R[t±1]を R係数の 1変数 Laurent多項式環,M(k, k;R[t±1])で各成分
が R[t±1]の元である k次正方行列全体が成す環とし,写像 f1, f2 : X

2 →M(k, k;R[t±1])

を次で定める:

f1(x, y) := y−1t−1, f2(x, y) := y−1x− y−1t−1.

このとき組 (f1, f2) は Alexander pair である.

2. Quandle twisted Alexander invariant

この節では quandle の twisted Alexander invariant の定義と性質 [7] について復習す
る. Quandle の表示については [4,10] を, f -twisted Alexander matrix については [7,8]

を参照されたい.

S = {x1, . . . , xn} を有限集合, FQ(S) を S 上の自由 quandle とする. また Q =

〈x1, . . . , xn | r1, . . . , rm〉 を有限表示 quandle, X を quandle, R を一意分解整域, ρ :

Q → X を quandle 準同型, f = (f1, f2) を写像 f1, f2 : X
2 → M(k, k : R) の組からな

る Alexander pair, c を X の元とする. pr : FQ(S) → Q を自然な射影とし, 本稿では
簡単のため a ∈ FQ(S) に対して pr(a) は単に a と書くことにする.

1 ≤ j ≤ n に対して xj に関する f ◦ ρ-derivative [8] とは次の規則を満たす ∂f◦ρ
∂xj

:

FQ(S) →M(k, k;R) のことである:



• 任意の x, y ∈ FQ(S)に対して,
∂f◦ρ
∂xj

(x∗y) = f1(ρ(x), ρ(y))
∂f◦ρ
∂xj

(x)+f2(ρ(x), ρ(y))
∂f◦ρ
∂xj

(y).

• 1 ≤ i ≤ n に対して ∂f◦ρ
∂xj

(xi) = δij, ここで δij は Kronecker delta である.

また Q の関係子 r = (r1, r2) ∈ FQ(S)2 に対して ∂f◦ρ
∂xj

(r) :=
∂f◦ρ
∂xj

(r1)−
∂f◦ρ
∂xj

(r2) と定
める.

このとき表示 〈x1, . . . , xn | r1, . . . , rm〉 に関する f -twisted Alexander matrix [8]

とは次で定める各成分が M(k, k;R) の元である m × n 行列 A(Q, ρ; f1, f2) のことで
ある:

A(Q, ρ; f1, f2) =


∂f◦ρ
∂x1

(r1) · · · ∂f◦ρ
∂xn

(r1)

...
. . .

...
∂f◦ρ
∂x1

(rm) · · · ∂f◦ρ
∂xn

(rm)

 .

続いて f -twisted Alexander matrix A(Q, ρ; f1, f2) の i 列目を取り除いた行列を
A(Q, ρ; f1, f2)i と書き, A(Q, ρ; f1, f2)i を各成分が R の元である km × k(n − 1) 行
列とみなす. また ∆(A(Q, ρ; f1, f2)i) を行列 A(Q, ρ; f1, f2)i の k(n − 1) 次の小行列式
全体の最大公約数とする, ただし m < n − 1 ならば ∆(A(Q, ρ; f1, f2)i) = 0 と定める.

ここで ∆(A(Q, ρ; f1, f2)i) は R の単元倍を法として定まることに注意する.

補題 5 (Ishii-Oshiro [7]). 任意の i, j ∈ {1, . . . , n} に対して

detf2(ρ(xj)∗̄c, c)∆(A(Q, ρ; f1, f2)i) =̇ detf2(ρ(xi)∗̄c, c)∆(A(Q, ρ; f1, f2)j)

が成り立つ, ここで =̇ は R の単元倍を法として等しいことを表す.

ここで det(f2(xi)∗̄c, c) 6= 0 を満たすある i が存在すると仮定する. すると補題 5 か
ら R の商体の元 ∆(A(Q, ρ; f1, f2), c) :=

∆(A(Q, ρ; f1, f2)i)

f2(ρ(xi)∗̄c, c)
は R の単元倍を法として

i の取り方に依らない.

定理 6 (Ishii-Oshiro [7]). Q′ を有限表示 quandleとする. もし quandle同型 ψ : Q′ → Q

が存在するならば ∆(A(Q, ρ; f1, f2), c) =̇ ∆(A(Q′, ρ ◦ ψ; f1, f2), c) が成り立つ.

つまり ∆(A(Q, ρ; f1, f2), c)は quandleと quandle準同型の組 (Q, ρ)の不変量になる.

命題 7 (Ishii-Oshiro [7]). K を S3 内の有向結び目とし, Q(K) を K の結び目 quandle

とする.

(1) X を quandleとし, (f1, f2) を例 3 の Alexander pair とする. 任意の quandle 準同
型 ρ : Q(K) → X と c ∈ X に対して∆(A(Q(K), ρ; f1, f2), c) =̇

∆K(t)

t− 1
が成り立つ, こ

こで ∆K(t) は K の Alexander polynomial である.

(2) R を一意分解整域, G を k 次一般線形群 GL(k;R), X を conjugation quandle

Conj(G) とする. このとき任意の quandle 準同型 ρ : Q(K) → X から結び目群の線形
表現 ρgrp : G(K) → G が誘導される. (f1, f2) を例 4 の Alexander pair とすると, 任意
の c ∈ X に対して ∆(A(Q(K), ρ; f1, f2), c) =̇ ∆K,ρgrp(t) が成り立つ, ここで ∆K,ρgrp(t)

は ρgrp に対する K の twisted Alexander polynomial [12, 14]である.



3. Homology groups

この節では Andruskiewitsch と Graña によって定義された Alexander pair を用いた
homology group [1] の定義を復習する. 記法などは [2] に基づいている.

正の整数 n に対して Cf◦ρ
n (Q) を Qn の元を基底とする自由 M(n, n;R) 加群とする.

また 0 以下の整数 n に対しては

Cf◦ρ
n (Q) :=

{
M(n, n;R) (n = 0 のとき),

0 (n < 0 のとき)

と定める. 続いて正の整数 n に対して ∂f◦ρn+1 : C
f◦ρ
n+1(Q) → Cf◦ρ

n (Q) を以下で定める:

∂f◦ρn+1(q1, . . . , qn)

=
n∑

i=2

(−1)if1(ρ([q1, . . . , qi−1, qi+1, . . . , qn]), ρ([qi, . . . , qn]))(q1, . . . , qi−1, qi+1, . . . , qn)

−
n∑

i=2

(−1)i(q1 ∗ qi, . . . , qi−1 ∗ qi, qi+1, . . . , qn)

+f2(ρ([q1, q3, . . . , qn]), ρ([q2, . . . , qn]))(q2, . . . , qn),

ここで [q1, . . . , qn] := (· · · (q1 ∗ q2) ∗ q3 · · · ) ∗ qn である.

また ∂f◦ρ1 : Cf◦ρ
1 (Q) → Cf◦ρ

0 (Q) を ∂f◦ρ1 (x) := f2(ρ(x)∗̄c, c), 負の整数 n に対して
∂f◦ρn+1 : Cf◦ρ

n+1(Q) → Cf◦ρ
n (Q) を零写像と定める. このとき Cf◦ρ

• (Q) = (Cf◦ρ
n (Q), ∂f◦ρn )

は chain complex であり, この chain complex の n 次の homology group を Hf◦ρ
n (Q)

と書くことにする.

また右 M(k, k;R) 加群 V を用意して chain complex Cf◦ρ
• (Q;V ) を Cf◦ρ

• (Q;V ) =

(V ⊗Cf◦ρ
n (Q), IdV ⊗∂f◦ρn ) で定め, この n 次の homology group を Hf◦ρ

n (Q;V ) と書く.

例 8. X を quandle とする.

(1) 写像 f1, f2 : X
2 → Z を以下で定める:

f1(x, y) := 1, f2(x, y) := 0.

このとき f = (f1, f2) は Alexander pair であり, Hf◦ρ
n (Q) は rack space [5, 6] の

homology groupと一致する.

(2) 写像 f1, f2 : X
2 → Z[t±1] を以下で定める:

f1(x, y) := t, f2(x, y) := 1− t.

このとき f = (f1, f2) は Alexander pair であり, Hf◦ρ
n (Q) は twisted rack homology

group HTR
n (Q) [3] と一致する.

4. Main results

本節では主結果について述べる.

定理 9. 写像 ∂′2 : M(k, k;R)m → M(k, k;R)n と ∂′1 : M(k, k;R)n → M(k, k;R) を次
で定める:

∂′2(a) := aA(Q, ρ; f1, f2), ∂′1(a) := a

f2(ρ(x1)∗̄c, c)...

f2(ρ(xn)∗̄c, c)

 .



このとき ∂′1◦∂′2 = 0であり,Hf◦ρ
1 (Q) ∼= Ker(∂′1)/Im(∂′2)かつHf◦ρ

0 (Q) ∼= M(k, k;R)/Im(∂′1)

が成り立つ.

証明の概略. S = {x1, . . . , xn} ⊂ Qを基底とする自由M(k, k;R)加群を C1(S)と書き,

C1(S) を Cf◦ρ
1 (Q) の部分加群とみなす. 境界準同型の定義から C1(S) ∼= M(k, k;R)n

という同一視の元で ∂f◦ρ1 |C1(S) = ∂′1 が得られる. また Q が有限表示を持つことから以
下が示せる.

(1) Im(∂f◦ρ1 ) = Im(∂′1).

(2) 合成写像 Ker(∂′1) ↪→ Ker(∂f◦ρ1 ) ↠ Hf◦ρ
1 (Q) = Ker(∂f◦ρ1 )/Im(∂f◦ρ2 ) は全射.

(3) (2) の合成写像の核は Im(∂′2).

以上のことから主張が従う.

つづいて R は単項イデアル整域であると仮定する. M を有限生成左 R 加群とした
とき, 有限個の R の元 e1, . . . , es が存在して M ∼= ⊕s

i=1R/(ei) が成り立つ, ここで (ei)

は ei が生成する R のイデアルを表している. このとき積 e1 · · · es を M の order と
呼ぶ. M の order は R の単元倍を除いて一意に定まることに注意する.

V = Rk を左 R 加群かつ右 M(k, k;R) 加群とみなして Hf◦ρ
n (Q;V ) を考える. こ

のとき Hf◦ρ
1 (Q;V ) と Hf◦ρ

0 (Q;V ) は有限生成左 R 加群なので order(Hf◦ρ
1 (Q;V )) と

order(Hf◦ρ
0 (Q;V )) が定義できる.

定理 10. det(f2(ρ(xi)∗̄c, c)) 6= 0 を満たす i が存在するならば Hf◦ρ
0 (Q;V ) がねじれ元

のみからなる 1. さらに

∆(A(Q, ρ; f1, f2), c) =̇
order(Hf◦ρ

1 (Q;V ))

order(Hf◦ρ
0 (Q;V ))

が成り立つ.

証明の概略. 任意の j に対して Coker(Rk → Rk;a 7→ af2(ρ(xj)∗̄c, c))から Hf◦ρ
0 (Q;V )

への全射が存在する. ここで det(f2(ρ(xi)∗̄c, c)) 6= 0 を満たす i が存在するならば
Coker(Rk → Rk;a 7→ af2(ρ(xj)∗̄c, c)) はねじれ元のみからなることから定理の前半は
従う. 後半は [11] の定理 4.1 と同じ流れで示すことが出来る.

注意 11. [7] では column relation map と呼ばれる概念を用いて quandle の twisted

Alexander invariant ∆(A(Q, ρ; f1, f2), Rcol(Q, ρ;fcol)) を定義している. 本稿で扱って
いる ∆(A(Q, ρ; f1, f2), c) は ∆(A(Q, ρ; f1, f2), Rcol(Q, ρ;fcol)) の特別な場合である.

3節の homology groupを column relation mapを用いて拡張することによって [7]で
定義された quandle の twisted Alexander invariant ∆(A(Q, ρ; f1, f2), Rcol(Q, ρ;fcol))

に対しても定理 10 が成り立つことが示せる.

1講演では「Hf◦ρ
0 (Q;V ) がねじれ元のみからなるならば det(f(ρ(xi)∗̄c, c)) 6= 0 を満たす i が存在す

る」と述べましたが, 上の主張が正しいです。間違ったことを述べてしまい, 誠に申し訳ありませんで
した.
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