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概要

結び目のカンドルコサイクル不変量の多重化公式が Naruse氏によって示され

た [4]．これを背景に Ishikawa氏は結び目のカンドルコサイクル不変量のケーブ

ル化公式を示した [1]．本稿ではその一般化であるシャドーコサイクル不変量の

サテライト化公式について，二面体カンドルの場合に得られた結果について述べ

る．

1 準備

この節ではカンドルの定義やシャドーコサイクル不変量の定義を復習する．詳細は [2]等

を参照されたい．また定理の主張で扱うサテライト結び目を定義する．

1.1 カンドルとタングル図式の彩色

集合 X 上の二つの二項演算 ∗, ∗ : X ×X → X が

(Q1) 任意の x, y, z ∈ X に対し (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z)
(Q2) 任意の x, y ∈ X に対し (x ∗ y) ∗ y = (x ∗ y) ∗ y = x

(Q3) 任意の x ∈ X に対し x ∗ x = x

をみたすとき，(X, ∗) をカンドルという．またこのとき (X, ∗) を双対カンドルといい，
X と表す．x ∈ X に対し全単射 Sx : X → X を Sx(y) = y ∗ x で定める．このとき集
合 {Sx|x ∈ X} で生成される群をカンドル X の内部自己同型群といい Inn(X) と表す．

Inn(X)が X に推移的に作用するとき，X を連結であるという．任意の有限カンドル X は

Inn(X)による作用で軌道に分解することを繰り返すことで，連結カンドルの非交和で表す

ことができる．x ∈ X に Sx ∈ Inn(X)を対応させる写像が単射のとき，X を忠実であると

いう．

例 1.1. nを正の整数とし，集合 Z/nZに二項演算 ∗を x ∗ y = 2y − xで定めるとこれはカ

ンドルとなる．これを二面体カンドルといい Rn と書く．nが奇数のとき Rn は連結かつ忠

実である．



例 1.2. Z[T, T−1]上の加群 X に二項演算 ∗を x ∗ y = Tx+ (1− T )y で定めるとこれはカ

ンドルとなる．これを Alexander カンドルという．特に X = (Z/nZ)[T, T−1]/(T + 1) の

とき X は二面体カンドルである．

(X, ∗)をカンドルとする．集合M がX-集合であるとは，二つの演算 ◁, ◁ :M ×X →M

が

(Q1)′ 任意の w ∈M,x, y ∈ X に対し (w ◁ x) ◁ y = (w ◁ y) ◁ (x ∗ y)
(Q2)′ 任意の w ∈M,x ∈ X に対し (w ◁ x) ◁ x = (w ◁ x) ◁ x = w

をみたすときをいう．定義より任意のカンドル Xは ◁ = ∗により X-集合となる．

有限個の円周と線分の非交和
⊔
n S

1 ⊔
⊔
m[0, 1]の R2 × [0, 1]への埋め込みで線分の端点

の像が R2 × {0, 1}に含まれるものをタングルという．特に S1 の R2 × [0, 1]への埋め込み

を結び目という．またタングルの R× [0, 1]への射影をタングル図式という．

X をカンドルとし，D をタングル図式とする．D の弧の集合から X への写像 C で各交
点において図 1の左図のような関係をみたすものをDのX-彩色という．Dの全てのX-彩

色の集合を ColX(D)と表す．

図 1: カンドル彩色とシャドー彩色

M を X-集合とする．D の X-彩色 C が与えられているとき，D の補空間の各領域にM

の元を対応させる写像 Cs が図 1の右図の関係をみたすとき，C と Cs の組を D のM-シャ

ドー X-彩色という．Cs は十分大きい x > 0に対する (x, 0)を含む非有界領域の色と C が
与えられると，他の全ての領域の色が帰納的に定まる．

1.2 カンドルコサイクル

X をカンドルとし，Aをアーベル群とする．写像 ϕ : X2 → Aに対し d2ϕ : X3 → Aを

d2ϕ(x, y, z) = ϕ(x, z)− ϕ(x, y)− ϕ(x ∗ y, z) + ϕ(x ∗ z, y ∗ z)

で定める．d2ϕをラック 3-コバンダリという．

X をカンドルとし，Aをアーベル群とする．写像 θ : X3 → Aが次の条件

(C1) 任意の w, x, y, z ∈ X に対し

θ(w, y, z)−θ(w, x, z)+θ(w, x, y) = θ(w∗x, y, z)−θ(w∗y, x∗y, z)+θ(w∗z, x∗z, y∗z)

(C2) 任意の x, y ∈ X に対し θ(x, y, y) = 0



(C3) 任意の x, y ∈ X に対し θ(x, x, y) = 0

をみたすとき，θをカンドル 3-コサイクルという．

X をカンドル，M を X-集合とし，Aをアーベル群とする．写像 θ : M ×X2 → Aが次

の条件

(C1)′ 任意の w ∈M,x, y, z ∈ X に対し

θ(w, y, z)−θ(w, x, z)+θ(w, x, y) = θ(w◁x, y, z)−θ(w◁y, x∗y, z)+θ(w◁z, x∗z, y∗z)

(C2)′ 任意の w ∈M,x ∈ X に対し θ(w, x, x) = 0

をみたすとき，θをシャドーカンドル 2-コサイクルという．

例 1.3 ([3]). pを奇素数とし，二面体カンドル Rp に対し写像 ψ : R3
p → Z/pZを

ψ(w, x, y) = (w − x)
xp + (2y − x)p − 2yp

p

と定める．ただし x ∈ Rp = Z/pZの Z/p2Zへのリフトを xと表す．ψ は x, y のリフトの

取り方によらず定まり，カンドル 3-コサイクルの公理をみたす．ψ を望月 3-コサイクルと

いう．

1.3 シャドーコサイクル不変量

X をカンドル，M を X-集合とし，θ : M ×X2 → Aをシャドーカンドル 2-コサイクル

とする．結び目K の図式 Dに対し，シャドー彩色 (C, r) ∈ ColX(D)×M についての各交

点でのウェイトWθ を図 2のように定める．

図 2: 各交点におけるウェイト

また

Ψθ(D, C; r) =
∏

α:D の交点

Wθ(α, C; r) ∈ A

とおく．ψ が Rp の望月 3-コサイクルのときは Ψψ(D, C; r)は非有界領域の色 r によらない

ので ([5])，これを Ψψ(D, C)と表す．
そして

Ψθ(K, r) =
∑

C∈ColX(D)

Ψθ(D, C; r) ∈ Z[A]



と定める．これを K のシャドーコサイクル不変量という．Ψθ(K, r)は K の図式の取り方

によらない結び目の不変量である．また次が成り立つ．

補題 1.4 ([2]参照). X がカンドル，θ : M ×X2 → Aがシャドーカンドル 2-コサイクル，

f がラック 3-コバンダリのとき Ψθ(K, r) = Ψθ+f (K, r)．

望月 3-コサイクル ψについてはΨψ(K, r)は非有界領域の色によらないので，単にΨψ(K)

と表す．

1.4 サテライト結び目

3-タングルであり端点における向きが順に下，上，下となっているものを (+,−,+)-型で

あるという．

定義 1.5. K を結び目とし，T を (+,−,+)-型のタングルとする．K を一点で切断して得

られる 1-タングル図式を Ď とし，Ď を 0枠に沿って三重化した図式を Ď(3) とする．また

Ď(3) には (+,−,+)-型のタングルとなるよう向きを定める．このとき，Ď(3) と T を合成し

たタングルの閉包をK(3)(T )と表す．（図 3参照）

図 3: サテライト結び目K(3)(T )の構成

定義よりK(3)(T )はサテライト結び目である．

2 主結果

この節では 1節で定義したサテライト結び目 K(3)(T )に対し，二面体カンドルの望月 3-

コサイクルで定義されるシャドーコサイクル不変量のサテライト化公式を与える．

定理 2.1. ψ : R3
p → Z/pZを望月 3-コサイクルとする．K を結び目とし，T を (+,−,+)-



型のタングルとする．このとき

Ψψ(K
(3)(T )) = Ψψ(K) ·Ψψ(T )/p ∈ Z[t]/(tp − 1)

が成り立つ．ここで Z[t]/(tp − 1)は Z/pZ = ⟨t |tp = 1⟩の群環である．また T は T の S3

における閉包である．

定理を使った計算例を紹介する．図 4のタングル T と結び目K に対しサテライト結び目

K(3)(T )のシャドーコサイクル不変量 Ψψ(K
(3)(T ))を計算する．

図 4: タングル T と結び目K の例

T の閉包は figure-8 knotである．T の図式が非自明な Rp-彩色を持つのは p = 5のとき

に限る．そのことに注意してシャドーコサイクル不変量を計算すると

Ψψ(T ) =

{
5(1 + 2t2 + 2t3) (p = 5のとき)

p (p ̸= 5のとき)

が得られる．

K は trefoil knotの鏡像であり，K の図式が非自明な Rp-彩色を持つのは p = 3のときに

限る．そのことに注意してシャドーコサイクル不変量を計算すると

Ψψ(K) =

{
3(1 + 2t) (p = 3のとき)

p (p ̸= 3のとき)

が得られる．

定理 2.1より，K(3)(T )のシャドーコサイクル不変量は Ψψ(T )と Ψψ(K)の積を pで割っ

た値に等しい．よって

Ψψ(K
(3)(T )) =


3(1 + 2t) (p = 3のとき)

5(1 + 2t2 + 2t3) (p = 5のとき)

p (p ̸= 3, 5のとき)

である．



3 定理の証明の概要

この節では定理の証明の概要を述べる．詳細は [6]を参照されたい．

サテライト結び目K(3)(T )のX-彩色 C が与えられたとする．まずは C を Ď(3)のX-彩色

CD(3) と T の X-彩色 CT に分解する．このとき CD(3) は Ď のあるカンドル Wi による彩色

CD と同一視される．またこのとき X のシャドーカンドル 2-コサイクル ψ からWi のシャ

ドーカンドル 2-コサイクル ψi が得られ，

Ψψ(Ď
(3), CD(3) ; r) = Ψψi

(Ď, CD; r)

が成り立つ．よって Ψψi
(Ď, CD; r)と Ψψ(T, CT ; r)によりサテライト結び目のシャドーコサ

イクル不変量が表示される．こうしてサテライト化公式が得られる．

3.1 カンドルの三重化

Ď(3) の X-彩色に対応する Ď の X-彩色は次のようにして得られる．まずはカンドル X

に対し次のようなカンドル X(3) を定義する．

定義 3.1. X(3) = X ×X ×X とおく．X(3) の二項演算 ∗′ : X(3) ×X(3) → X(3) を

(x1, x2, x3) ∗′ (y1, y2, y3) = (x
x3x2x1y1y2y3
1 , x

x3x2x1y1y2y3
2 , x

x3x2x1y1y2y3
3 )

で定める．ここで xy = x ∗ y, xy = x∗y であり，wxyz = ((wx)y)z のように表す．このとき

X(3) はカンドルの公理をみたす．

x = (x1, x2, x3),y = (y1, y2, y3)のとき，x ∗ yは図 5の右のタングル図式の X-彩色にお

いて，上端の色が x,yとなっているときの下端の色として現れる．

図 5: 交点の 0枠に沿った三重化と X-彩色



CD(3) ∈ ColX(Ď
(3)) とする．Ď の弧 a を三重化して得られる Ď(3) の弧 a1, a2, a3 につい

て，x1 = CD(3)(a1), x2 = CD(3)(a2), x3 = CD(3)(a3)のとき x = (x1, x2, x3) ∈ X(3) とみなせ

る．このとき X(3) の定義より CD ∈ ColX(3)(Ď)を CD(a) = xで定めることができる．この

対応を γ : ColX(Ď
(3)) → ColX(3)(Ď)とおく．このとき γ は全単射である．

さらに ColX(3)(Ď)はX(3)の連結成分による彩色に帰着されるので，サテライト化公式を

得るには X(3) の連結成分を求める必要がある．

例 3.2. X が有限かつ連結な Alexanderカンドルのときに X(3) の連結成分を求める．

Wi,j = {xi,j = (x+ i, x+ i+ j, x+ j)|x ∈ X} とおくと集合として X(3) =
⊔
i,j∈XWi,j

であり，xi,j ∈ Wi,j, yk,l ∈ Wk,l に対し

xi,j ∗ yk,l = (Tx+ (1− T )y + i, Tx+ (1− T )y + i+ j, Tx+ (1− T )y + j) ∈ Wi,j

であるのでWi,j は Inn(X(3))の作用に関するX(3)の軌道である．また上式より xi,j ∗ yi,j =
(x ∗ y)i,j が成り立つので，自然な同型 hi,j : X → Wi,j が hi,j(x) = xi,j により定まる．ゆえ

に X(3) の連結成分は全て X と同型なカンドルである．

3.2 カンドルの三重化により得られるコサイクル

X のシャドーカンドル 2-コサイクルから X(3) のシャドーカンドル 2-コサイクルが次の

ように得られる．

定義 3.3. X 上のシャドーカンドル 2-コサイクル ψ : M × X2 → A に対し写像 ψ
(3)
twist :

M ×X(3) → A，θ :M ×X(3) ×X → Aおよび ψ
(3)
cross :M ×X(3) ×X(3) → Aを

ψ
(3)
twist(w,x) = ψ(wx1x2x1 , xx12 , x1)− ψ(wx1x2x1 , xx13 , x1) + ψ(wx1x2x1 , xx13 , x

x1
2 )

+ ψ(wx1x2x3x1 , x1, x
x1
2 )− ψ(w, xx3x2x11 , xx2x13 )

+ ψ(wx1x2x3x1x2x3x2x1 , xx3x2x12 , xx2x13 )

θ(w,x, y) = ψ(w, x1, y)− ψ(wx1x2 , x2, y) + ψ(wx1x2 , x3, y)

ψ(3)
cross(w,x,y) = θ(w,x, y1)− θ(wy1y2 ,xy1y2 , y2) + θ(wy1y2 ,xy1y2 , y3)

で定める．さらに ψ(3) :M ×X(3) ×X(3) → Aを以下で定める．

ψ(3)(w,x,y) = ψ
(3)
twist(w,x) + ψ(3)

cross(w,x
x3x2x1 ,y).

ここで x = (x1, x2, x3)に対し xy1y2··· = (x
y1y2···
1 , x

y1y2···
2 , x

y1y2···
3 )などと表記する．このとき

ψ(3) はシャドーカンドル 2-コサイクルである．

定義より ψ(3)(w,x,y)の値は図 6のタングルのM -シャドー X-彩色について，図の全て

の交点におけるウェイトの和をとったものに等しい．

γ による ColX(Ď
(3))と ColX(3)(Ď)の対応において，ψ(3) の定義より次が成り立つ．



図 6: ψ(3) と図式のウェイトの関係

補題 3.4. 任意の CD(3) ∈ ColX(Ď
(3)), r ∈M に対し

Ψψ(Ď
(3), CD(3) ; r) = Ψψ(3)(Ď, γ(CD(3)); r)

が成り立つ．

X(3) の連結成分が {Wi}i∈I であるとき，ある Wi に対し γ(CD(3)) ∈ ColWi
(Ď) であるの

で，補題の右辺は ψ(3) をWi に制限したコサイクル ψi を使って計算される．

以上を踏まえると，K(3)(T )のシャドーコサイクル不変量は (X,ψ)より定まる (Wi, ψi)i∈I

により

Ψψ(K
(3)(T ), r) =

∑
i∈I

∑
x,y∈Xi

∑
CT∈ColX(T ;y,x)

∑
C∈ColXi

(Ď;x,y)

Ψψ(T, CT ; r) ·Ψψi
(Ď, C; r)

と表示される．ここで ColX(T ;y,x)は上端と下端の色がそれぞれ y,xである T のX-彩色

の集合である．

3.3 二面体カンドルの場合

奇素数位数の二面体カンドル Rp の望月 3-コサイクル ψ に対し，サテライト化公式を具

体的に決定する．

例 3.2 より，(Rp)
(3) の連結成分は Rp と同型なカンドル (Rp)i,j(i, j ∈ Z/pZ) からなる．

望月 3-コサイクル ψ から得られる ψ(3) を (Rp)i,j に制限したコサイクル ψi,j は ψ にコホモ

ロガスである．それは以下の補題より従う．

補題 3.5. 任意の i, j ∈ Z/pZに対し ψi,j + ξi,j がカンドル 3-コサイクルとなるようなラッ

ク 3-コバンダリ ξi,j が存在する．

補題 3.6. K(2, p)を (2, p)-トーラス結び目とする．このとき任意の i, j ∈ Z/pZに対し

Ψψ(K(2, p)) = Ψψi,j
(K(2, p))

が成立する．



(Rp)
(3)の連結成分 {(Rp)i,j}とその上のコサイクル {ψi,j}が得られたことで，ψで定義さ

れるシャドーコサイクル不変量のサテライト化公式を具体的に求めることができる．

Rp は忠実カンドルなので ColRp(Ď;x, y) ̸= ∅ であるのは x = y のときに限る．よって

3.2節の最後の式より

Ψψ(K
(3)(T )) =

∑
i,j∈Z/pZ

∑
x∈Rp

∑
CT∈ColRp (T ;xi,j ,xi,j)

∑
C∈ColRp (Ď;x,x)

Ψψ(T, CT ) ·Ψψ(Ď, C)

と表される．また Rp は連結なので各 xに対し s(x) = 0 ∈ Rp となる s ∈ Inn(Rp)を選ぶと

sは ColRp(Ď;x, x)から ColRp(Ď; 0, 0)への全単射 s∗ を誘導し，この対応において

Ψψ(Ď, C) = Ψψ(Ď, s∗(C))

が成り立つ．またこれは Ψψ(K) = p ·
∑

C∈ColRp (Ď;0,0)Ψψ(Ď, C)を導く．よって

Ψψ(K
(3)(T )) =

∑
i,j∈Z/pZ

∑
x∈Rp

∑
CT∈ColRp (T ;xi,j ,xi,j)

∑
C∈ColRp (Ď;0,0)

Ψψ(T, CT ) ·Ψψ(Ď, C)

=
∑

i,j∈Z/pZ

∑
x∈Rp

∑
CT∈ColRp (T ;xi,j ,xi,j)

Ψψ(T, CT ) ·Ψψ(K)/p

と変形できる．ここで集合として
⊔
x,i,j∈Rp

ColRp(T ;xi,j, xi,j)は ColRp(T )と同一視される．

よって

Ψψ(K
(3)(T )) = Ψψ(T ) ·Ψψ(K)/p

となり定理の主張が示される．
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