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O(n2) time algorithms for computing Jones polynomials of certain links

Masahiko Murakami† Masao Hara‡ Seiichi Tani§ Makoto Yamamoto¶

概要
[13, 4] で提案された 2–bridge links, closed 3–braid links, Montesinos links の Jones polynomials

を計算するアルゴリズムの実行時間を解析し直す事で，それらの実行時間は O(n2)時間である事を示す．
ここで，nは入力の Tait graphsの辺数とする．

1 はじめに

結び目理論では絡み目の分類や特徴付けの為に多くの不変量が提案され研究されている．J.W. Alexander
[1]は多項式時間で計算可能な Alexander polynomialを提案しているが，自明な結び目と同じ Alexander
polynomialを持つ非自明な結び目が知られている．Jones polynomial [7]は絡み目の分類においてより有用
であると期待され研究されている．L.H. Kauffman [8]はKauffman bracket polynomialを用いた組合せ的な
計算方法を示している．Kauffmanの方法を用いると Jones polynomialはO(n)次の多項式のO(2O(n))回の
和積で計算される．ここで，nは入力のTait graphsの辺数とする．F. Jaeger, D.L. Vertigan, D.J.A. Welsh
[6, 16]は一般に Jones polynomialの計算は #P–hard である事を示しており，最悪の場合，指数時間必要
である事が予想されている．K. Sekine, H. Imai, K. Imai [14]は O

(
2O(

√
n)
)
時間のアルゴリズムを提案

している．
近年，絡み目に妥当な制限を設けた場合の Jones polynomial の高速な計算の研究が盛んである．

J.A. Makowsky [9, 10] は入力の Tait graphs の木幅が定数で制限されている場合は Jones polynomials
は多項式時間で計算可能である事を示している．J. Mighton [11, 12]は入力のTait graphsの木幅が高々2で
ある場合は Jones polynomialsはO(n)次の多項式のO(n4)回の多項式の演算で計算可能である事を示して
いる．M. Hara, S. Tani, M. Yamamoto [5]は arborescent linksの Jones polynomialsはO(n)次の多項式の
O(n3)回の多項式の演算で計算可能である事を示している．M. Hara, M. Murakami, S. Tani, M. Yamamoto
[13, 4]は 2–bridge links, closed 3–braid links, Montesinos linksの Jones polynomialsはO(n)次の多項式
のO(n)回の多項式の演算で計算可能である事を示している．T. Utsumi and K. Imai [15]は pretzel links
の Jones polynomialsは O(n2)時間で計算可能である事を示している．Y. Diao, C. Ernst, U. Ziegler [3]
は入力の nested closed tangle diagramsの tangle depthsが高々定数である場合は Jones polynomialsは多
項式時間で計算可能である事を示しており，特に，pretzel links, 2–bridge links, Montesinos linksを含む
Conway algebraic linksの Jones polynomialsは O(n2)時間で計算可能である事を示している．
本稿では，[13, 4]で提案された 2–bridge links, closed 3–braid links, Montesinos linksの Jones polyno-

mialsを計算するアルゴリズムの実行時間を解析し直す事で，それらの実行時間は O(n2)時間である事を
示す．

2 準備

R3 に埋め込まれた互いに素な n本の単純閉曲線は n成分の link である．1成分の linkは knot である．
link diagram は linkの R3 から平面への射影図で，全ての多重点は交差の上下の情報を持った横断的な二
重点である．各二重点は crossings と呼ばれ，link diagram L̃の crossingsの数は c(L̃)で表す．各成分に向
きが与えられた linkは oriented linkである．

定義 2.1 Kauffman bracket polynomial は link diagramの集合から変数 Aの整係数ローラン多項式環へ
の写像であり，link diagram L̃ を以下の条件を満たす 〈L̃〉 ∈ Z[A±1] へ写す．

†The Institute of Information Sciences, College of Humanities and Sciences, Nihon University, Setagaya-ku, Tokyo
156-8550, Japan. masahiko@tani.cs.chs.nihon-u.ac.jp.

‡Department of Mathematical Sciences, Tokai University, Hiratsuka-shi, Kanagawa 259-1292, Japan.
masao@ss.u-tokai.ac.jp.

§Department of Computer Science and System Analysis, Nihon University, Setagaya-ku, Tokyo 156-8550, Japan.
tani.seiichi@nihon-u.ac.jp.

¶Department of Mathematics, Chuo University, Bunkyo-ku, Tokyo 112-8551, Japan. makotoy@math.chuo-u.ac.jp.
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(i) 〈©〉 = 1

(ii) 〈L̃ �©〉 = (−A−2 − A2)〈L̃〉

(iii) 〈���〉 = A〈 )( 〉 + A−1〈 � 〉

ここで，©は crossingの無い knot diagramであり，L̃ �©は L̃と©の交点の無い和である．(iii)にお
いて，3つの link diagramsは示されている交点の周辺以外は同一である．

観測 2.2 任意の n交点の link diagramのKauffman bracket polynomialの次数はO(n)で係数はO(2n)で
ある．

oriented link diagram L̃の writhe w(L̃)は L̃の crossingsの符号の合計である．ここで各符号は慣例的
に図 1の様に定義される．

定義 2.3 oriented link Lの Jones polynomial V (L)は以下の様に定義される．

V (L) =
(
(−A)−3w(eL)〈L̃〉

)

t1/2=A−2
∈ Z[t±1/2],

ここで L̃は Lの link diagramで V (L)は L̃の取り方によらない事が知られいる．

link diagramが与えられたとき，link diagramによって分けられた平面の各領域を，有界でない領域は
白とし，境界を共有する領域は異なる色になる様に白と黒の 2色で塗り分ける．このとき，頂点を黒い領域
上，辺を crossingを共有する黒い領域上の頂点間にとり，各辺の符号を慣例的に図 2の様に定義する．この
様に辺に符号のついた平面グラフを link diagramの Tait graph と呼ぶ．Tait graphの辺数と link diagram
の crossingsの数は等しくなる．

+1 −1

図 1: crossingsの符号

+1 −1

図 2: Tait graphと各辺の符号

tangle は link diagramの一部分で北西，北東，南西，南東の 4つの端点を持つ（図 3参照）．交点の
無い 2本の垂直な紐からなる tangleは 0–tangle であり，任意の整数 kに対して，0–tangleを k回捻った
tangleは k–tangle である．これらは integer tanglesであり Ikと表す（図 3参照）．a1, . . . , amを整数とし，
Ia1 , . . . , Iamから成る図 3の様な tangleは rational tangleである．図 4の様な link diagramを R̃(a1, . . . , am)
とし，図 5の様な link diagramを B̃(a1, . . . , am)とする．a11, . . . , a1m1 , . . . , al1, . . . , alml

, aを整数とする．
l個の rational tanglesから成る図 6の様な link diagramを M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml

||a)とし，図
7の様な link diagramを Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml

)とする．M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
)は

M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
||0)とする．

観測 2.4 a1, . . . , am, a11, . . . , a1m1 , . . . , al1, . . . , alml
, a を整数とする．

(i) c(R̃(a1, . . . , am)) = c(B̃(a1, . . . , am)) = |a1| + · · · + |am|

(ii) c(M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
||a)) = |a11| + · · · + |a1m1 | + · · · + |al1| + . . . + |alml

| + |a|

(iii) c(Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
)) = |a11| + · · · + |a1m1 | + · · · + |al1| + . . . + |alml

|
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tangle

0–tangle 3–tangle (−2)–tangle
Integer tangles

Ia1

Ia2

Ia3

Iam-1

Iam

Iam-1

Ia1

Ia2

Iam

mが奇数 mが偶数
Rational tangles

図 3: tangle，integer tangles，rational tangles

Ia1

Ia2

Ia3

Iam−1

Iam

Ia1

Ia2

Iam

Iam−1

mが奇数 mが偶数

図 4: R̃(a1, . . . , am)

Ia1

Iam

Ia2

Iam-1

Ia3

Ia1

Ia2

Iam-1

Iam

mが奇数 mが偶数

図 5: B̃(a1, . . . , am)

Ia11

Ia1m1

Ia12

Ia1m1-1

Ia13

Ia21

Ia2m2

Ia22

Ia2m2-1

Ial1

Ialml

Ial2

Ialml-1

Ial3

Ia22Ia

図 6: M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
||a)

Ia11

Ia1m1

Ia12

Ia1m1-1

Ia13

Ia21

Ia2m2

Ia22

Ia2m2-1

Ial1

Ialml

Ial2

Ialml-1

Ial3

図 7: Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
)

少なくとも 1 つの crossing の上を通りどの crossing の下も通らない link diagram の連続した部分を
overpass と呼ぶ（図 8参照）．link diagramの bridge number を link diagram の極大な overpassesの数
とする．linkの bridge number をその linkの全ての link diagramの bridge numberの最小とする．bridge
numberが 2である linkは 2–bridge link である．Tait graph G = (V,E, s)に以下の条件を満たす v ∈ V

が存在する様な link diagramを 2–bridge diagram と呼ぶ．

3
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(i) G − vは pathである．

(ii) G − vの両端点が Gにおいて vに隣接する．

(iii) Gにおける vの任意の近傍 uに対して，両端点が uと vである全ての辺の符号は等しい．

(iv) 任意の u ∈ V −{v}に対して，Gにおける次数が 2であるとき uに接続する 2本の辺の符号は等しい．

(v) vは loopを持たない．

任意の 2–bridge diagram L̃に対して，R̃(a1, . . . , am) = L̃となる様な整数列 (a1, . . . , am)をその 2–bridge
diagramの normal representation と呼ぶ．normal representationは一意でない事に注意されたい．任意
の 2–bridge linkは 2–bridge diagramを持つ事が知られている [2]．

braid は互いに素な紐の集合であり，各紐は 2本の水平な棒に繋がっており 2本の棒の間の任意の平面と
ちょうど 1回ずつ交わっている（図 9参照）．任意の braidに対して，各紐の端点を図 9の様に結んだも
のは braidの closure であり，closed braid link と呼ぶ．3本の紐からなる braidは 3–braid であり，その
closureは closed 3–braid link である．Tait graph G = (V,E, s)が辺を持たない 2頂点の graphであるか
以下の条件を満たす v ∈ V が存在する様な link diagramを closed 3–braid diagram と呼ぶ．

(i) G − vは閉路である．

(ii) Gにおける vの任意の近傍 uに対して，両端点が uと vである全ての辺の符号は等しい．

(iii) 任意の u ∈ V −{v}に対して，Gにおける次数が 2であるとき uに接続する 2本の辺の符号は等しい．

(iv) vは loopを持たない．

任意の closed 3–bridge diagram L̃に対して，B̃(a1, . . . , am) = L̃ となる様な整数列 (a1, . . . , am)をその
closed 3–bridge diagramの normal representation と呼ぶ．normal representationは一意でない事に注意
されたい．任意の closed 3–braid linkは closed 3–braid diagramを持つ．

l が 3 以上で任意の i = 1, . . . , l，j = 1, . . . ,mi に対して mi が 3 以上の奇数，aij が 0 でないとき，
M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml

||a)はMontesinos diagram である．(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
||a)

をそのMontesinos diagramの normal representation と呼ぶ．normal representationは一意でない事に注
意されたい．Montesinos diagramを持つ様な linkをMontesinos link と呼ぶ．

overpass 極大な overpass

図 8: overpassと極大な overpass

3–braid 3–braidの closure

図 9: 3–braidと closed 3–braid link

任意の整数 nに対して Qn を以下の様に定義する．

Qn =
1 − (−A4)n

1 − (−A4)
=

⎧
⎪⎨
⎪⎩

1 + (−A4) + · · · + (−A4)n−1 n > 0
0 n = 0
−(−A4)−1 − (−A4)−2 − · · · − (−A4)n n < 0
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3 Jones polynomialsの計算

[13, 4]で提案された 2–bridge links, closed 3–braid links, Montesinos linksの Jones polynomialsを計算す
るアルゴリズムの実行時間を解析し直す．このアルゴリズムは 2–bridge diagrams, closed 3–braid diagrams,
Montesinos diagramsのTait graphsから normal representationsを線形時間で構築し，Kauffman bracket
polynomialsをO(n)次の多項式のO(n)回の演算で計算する事が示されている．本節では，このアルゴリ
ズムの後半の実行時間を解析し直し，このアルゴリズムが O(n2)時間で終了する事を示す．結果として，
2–bridge links, closed 3–braid links, Montesinos linksの Jones polynomialsはO(n2)時間で計算可能であ
る．ここで，nは入力の Tait graphsの辺数とする．

定理 3.1 ([13, 4]) 2–bridge diagrams, closed 3–braid diagrams, Montesinos diagramsの Normal repre-
sentationsはそれらの Tait graphsから O(n)時間で計算可能である．ここで，nは入力の Tait graphsの
辺数である．

以下の漸化式は 2–bride diagrams, closed 3–braid diagrams, Montesinos diagramsのKauffman bracket
polynomialsの構造を示している．これらの漸化式を用いる事によって 2–bride diagrams, closed 3–braid
diagrams, Montesinos diagramsの Kauffman bracket polynomialsは効率的に計算可能である．

補題 3.2 ([13]) 任意の整数列 (a1, . . . , am)に対して，以下の漸化式が成り立つ．

〈R̃(a1, . . . , am)〉

=

⎧
⎪⎨
⎪⎩

Aa1(−A−2 − A2) − (−A)−3a1+2Qa1 m = 1
Aa2(−A−3)a1 − (−A)−3a2+2Qa2〈R̃(a1)〉 m = 2
Aam(−A−3)am−1〈R̃(a1, . . . , am−2)〉 − (−A)−3am+2Qam

〈R̃(a1, . . . , am−1)〉 m ≥ 3

補題 3.3 ([13]) 任意の整数列 (a1, . . . , am)に対して，以下の漸化式が成り立つ．

〈B̃(a1, . . . , am)〉

=

⎧
⎪⎨
⎪⎩

(−A−2 − A2)〈R̃(a1)〉 m = 1
Aam〈B̃(a1, . . . , am−1)〉 − (−A)−3am+2Qam

〈R̃(a1, . . . , am−1)〉 mは 2以上の偶数
Aam〈B̃(a1, . . . , am−1)〉 − (−A)−3(a1+am)+2Qam〈R̃(a2, . . . , am−1)〉 mは 3以上の奇数

補題 3.4 ([4]) 任意の整数列の列 (a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
)と整数 aに対して，以下が成り立つ．

〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
||a)〉

= Aa〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
)〉 − (−A)−3a+2Qa〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml

)〉

補題 3.5 ([4]) 任意の整数列の列 (a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
)に対して，以下の漸化式が成り立つ．

〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
)〉

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(−A−3)a11 l = 1かつm1 = 1
(−A−3)a11〈R̃(a12, . . . , a1m1)〉 l = 1かつm1 ≥ 2
Aal1〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |al−11, . . . , al−1ml−1)〉

−(−A)−3al1+2Qal1〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al−11, . . . , al−1ml−1)〉 l ≥ 2かつml = 1
(−1)al1A−3al1+al2〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al−11, . . . , al−1ml−1)〉

−(−A)−3al2+2Qal2〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1)〉 l ≥ 2かつml = 2
(−1)alml−1A−3alml−1+alml 〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml−2)〉

−(−A)−3alml
+2Qalml

〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml−1)〉 l ≥ 2かつml ≥ 3
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補題 3.6 ([4]) 任意の整数列の列 (a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
)に対して，以下の漸化式が成り立つ．

〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
)〉

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

〈R̃(a11, . . . , a1m1)〉 l = 1(
Aal1(−A−2 − A2) − (−A)−3al1+2Qal1

) 〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |al−11, . . . , al−1ml−1)〉 l ≥ 2かつml = 1
(−1)al1A−3al1+al2〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |al−11, . . . , al−1ml−1)〉

−(−A)−3al2+2Qal2〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1)〉 l ≥ 2かつml = 2
(−1)alml−1A−3alml−1+alml 〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml−2)〉

−(−A)−3alml
+2Qalml

〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml−1)〉 l ≥ 2かつml ≥ 3

以下の procedures は 2–bridge diagrams, closed 3–braid diagrams, Montesinos diagrams の normal
representationsが与えられたとき，補題 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6の漸化式を用いてその Kauffman bracket
polynomialsを効率的に計算する．proceduresの実行中，各Kauffman bracket polynomialは高々1回しか
計算しない．

Procedure bracket 2–bridge

Input: An integer sequence (a1, . . . , am).
Output: The Kauffman bracket polynomial 〈R̃(a1, . . . , am)〉.
Compute 〈R̃(a1)〉;
if m ≥ 2 then Compute 〈R̃(a1, a2)〉;
for i := 3 to m do Compute 〈R̃(a1, . . . , ai)〉;

Procedure bracket 3–braid

Input: An integer sequence (a1, . . . , am).
Output: The Kauffman bracket polynomial 〈B̃(a1, . . . , am)〉.
Compute 〈R̃(a1)〉 and 〈B̃(a1)〉;
for i := 2 to m do Compute 〈B̃(a1, . . . , ai)〉, 〈R̃(a1, . . . , ai)〉 and 〈R̃(a2, . . . , ai)〉;

Procedure bracket montesinos

Input: A sequence of integer sequences (a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
) and an integer a.

Output: The Kauffman bracket polynomial 〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
||a)〉.

Compute 〈M̃(a11, . . . , a1m1)〉 and 〈Ñ(a11, . . . , a1m1)〉;
for i := 2 to l do

for j := 1 to mi do

Compute 〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1, . . . , aij)〉 and 〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1, . . . , aij)〉;
Compute 〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml

||a)〉;

定理 3.7 Procedure bracket 2–bridge は Kauffman bracket polynomial 〈R̃(a1, . . . , am)〉 を
O(c(R̃(a1, . . . , am))2)時間で計算する．

証明 この procedure の実行時間の解析を行う．観測 2.2, 2.4 より，任意の i = 2, . . . ,m に対して，
Qai〈R̃(a1, . . . , ai−1)〉は 〈R̃(a1, . . . , ai−1)〉からO(|ai|(|a1|+ · · ·+ |ai−1|))時間で計算可能である．従って補
題 3.2より，〈R̃(a1)〉はO(|a1|)時間で，〈R̃(a1, a2)〉は 〈R̃(a1)〉からO(|a2|(|a1|+ |a2|))時間で，任意の i =
3, . . . ,mに対して，〈R̃(a1, . . . , ai)〉は 〈R̃(a1, . . . , ai−2)〉, 〈R̃(a1, . . . , ai−1)〉からO(|ai|(|a1|+ · · ·+ |ai−1|))
時間で計算可能である．結果として，この procedureは 〈R̃(a1, . . . , am)〉を O(c(R̃(a1, . . . , am))2)時間で
計算する． �

定理 3.8 Procedure bracket 3–braid は Kauffman bracket polynomial 〈B̃(a1, . . . , am)〉 を
O(c(B̃(a1, . . . , am))2)時間で計算する．
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証明 この procedure の実行時間の解析を行う．観測 2.2, 2.4 より，任意の i = 2, . . . ,m に対して，
Qai

〈R̃(a1, . . . , ai−1)〉, Qai
〈R̃(a2, . . . , ai−1)〉 は 〈R̃(a1, . . . , ai−1)〉, 〈R̃(a2, . . . , ai−1)〉 から O(|ai|(|a1| +

· · · + |ai−1|)) 時間で計算可能である．補題 3.2 より，〈R̃(a1)〉 は O(|a1|) 時間で，〈R̃(a1, a2)〉 は 〈R̃(a1)〉
から O(|a2|(|a1| + |a2|)) 時間で，任意の i = 3, . . . ,m に対して，〈R̃(a1, . . . , ai)〉 は 〈R̃(a1, . . . , ai−2)〉,
〈R̃(a1, . . . , ai−1)〉からO(|ai|(|a1|+· · ·+|ai−1|))時間で計算可能である．補題3.2より，〈R̃(a2)〉はO(|a2|)時
間で，〈R̃(a2, a3)〉は 〈R̃(a2)〉からO(|a3|(|a2|+|a3|))時間で，任意の i = 4, . . . ,mに対して，〈R̃(a2, . . . , ai)〉
は 〈R̃(a2, . . . , ai−2)〉, 〈R̃(a2, . . . , ai−1)〉から O(|ai|(|a2| + · · · + |ai−1|))時間で計算可能である．従って補
題 3.3より，〈B̃(a1)〉は 〈R̃(a1)〉から O(|a1|)時間で，任意の i = 2, . . . ,mに対して，〈B̃(a1, . . . , ai)〉は
〈R̃(a1, . . . , ai−1)〉, 〈R̃(a2, . . . , ai−1)〉から O(|ai|(|a1| + · · · + |ai−1|))時間で計算可能である．結果として，
この procedureは 〈B̃(a1, . . . , am)〉を O(c(B̃(a1, . . . , am))2)時間で計算する． �

定理 3.9 Procedure bracket montesinos は Kauffman bracket polynomial
〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml

||a)〉 を O(c(M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
||a))2) 時間で計算

する．

証明 この procedure の実行時間の解析を行う．観測 2.2, 2.4 より，任意の i =
2, . . . , l，j = 2, . . . ,mi に 対 し て ，Qai1〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai−11, . . . , ai−1mi−1)〉,
Qai1〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai−11, . . . , ai−1mi−1)〉 は 〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai−11, . . . , ai−1mi−1)〉,
〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai−11, . . . , ai−1mi−1)〉からO(|ai1|(|a11|+ · · ·+ |a1m1 |+ · · · |ai−11|+ · · ·+ |ai−1mi−1 |))
時 間 で ，Qaij

〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1, . . . , aij−1)〉, Qaij
〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1, . . . , aij−1)〉 は

〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1, . . . , aij−1)〉, 〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1, . . . , aij−1)〉 から O(|aij |(|a11| +
· · · + |a1m1 | + · · · + |ai1| + · · · + |aij−1|)) 時間で，Qa〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml

)〉 は
〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml

)〉 からO(|a|(|a11|+ · · ·+ |a1m1 |+ · · ·+ |ai1|+ · · ·+ |aij |)) 時間で計算可
能である．定理 3.7より，〈R̃(a11, . . . , a1m1)〉, 〈R̃(a12, . . . , a1m1)〉はO((|a11|+ · · ·+ |a1m1 |)2)時間で計算可
能である．従って補題 3.4, 3.5, 3.6より，任意の i = 2, . . . , l，j = 2, . . . ,miに対して，〈M̃(a11, . . . , a1m1)〉,
〈Ñ(a11, . . . , a1m1)〉 は 〈R̃(a11, . . . , a1m1)〉, 〈R̃(a12, . . . , a1m1)〉 から O(|a11| + · · · + |a1m1 |) 時間で，
〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1)〉, 〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1)〉 は 〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai−11, . . . , ai−1mi−1)〉,
〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai−11, . . . , ai−1mi−1)〉 から O(|ai1|(|a11| + · · · + |a1m1 | + · · · + |ai−11| +
· · · + |ai−1mi−1 |)) 時 間 で ，〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1, ai2)〉, 〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1, ai2)〉
は 〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai−11, . . . , ai−1mi−1)〉, 〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1)〉,
〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai−11, . . . , ai−1mi−1)〉, 〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1)〉 から O(|ai2|(|a11| + · · · +
|a1m1 | + · · · + |ai1|)) 時間で，〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1, . . . , aij)〉, 〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1, . . . , aij)〉
は 〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1, . . . , aij−2)〉, 〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1, . . . , aij−1)〉,
〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1, . . . , aij−2)〉, 〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |ai1, . . . , aij−1)〉 から O(|aij |(|a11| +
· · · + |a1m1 | + · · · + |ai1| + · · · + |aij−1|)) 時間で，〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml

||a)〉 は
〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml

)〉, 〈Ñ(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
)〉 から O(|a|(|a11| + · · · +

|a1m1 | + · · · + |ai1| + · · · + |aij |)) 時間で計算可能である．結果として，この procedure は
〈M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml

||a)〉 を O(c(M̃(a11, . . . , a1m1 | · · · |al1, . . . , alml
||a))2) 時間で計算

する． �

系 3.10 2–bridge links, closed 3–braid links, Montesinos linksの Jones polynomialsは 2–bridge diagrams,
closed 3–braid diagrams, Montesinos diagramsの Tait graphsからO(n2)時間で計算可能である．ここで，
nは入力の Tait graphsの辺数である．

4 まとめ

本稿において，[13, 4] で提案された 2–bridge links, closed 3–braid links, Montesinos links の Jones
polynomialsを計算するアルゴリズムが O(n2)時間で動作する事を示している．このアルゴリズムは理論
的に高速なだけでなく実装も容易であり，実際にこれらの Jones polynomialsを効率的に計算可能である．
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今後，絡み目の分類への一助として，これらの Jones polynomialsの効率的な列挙が期待される．また，他
の絡み目のクラスの Jones polynomialsを効率的に計算するアルゴリズムの研究も期待される．
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FUNCTORIAL EXTENSIONS OF KNOT QUANDLES

TETSUYA ITO

1. Introduction

This paper is a primary report of author’s work about knot quandles. The details
will appear elsewhere in the future.

A quandle is a set Q with a binary operation ∗ which satisfies some axioms.
In this paper, we denote the inverse operation of ∗ by ∗ . We call a pair (Q, h)
consisting of a quandle Q and its element h ∈ Q pointed quandle. A morphism
between pointed based quandles (Q, h) and (P, i) is defined as a quandle morphism
f which satisfies f(h) = i. We denote the category of pointed quandles and the
category of quandles by PQ, Q respectively.

For each knot K, one can associate a quandle QK , called the knot quandle.
It is known that the knot quandle distinguish all knots up to orientation. More-
over, using the (co)homology theories of quandles, the knot quandle provide a knot
invariant called a quandle cocycle invariant [CJKLS],[CEGS].

The aim of this paper is to provide a functor-valued invariant of knots, which
extends the knot quandles and shares many good properties. We introduce the
quandle invariant functor IK : PQ → Q for each knot K. This functor is a
generalization of a group-valued invariant of knots, studied by Crisp-Paris [CP]
and Wada [W]. By considering the associated group of our quandle invariants, we
obtain these group-valued invariants.

We construct the quandle invariant functor by three different methods. The first
method use a representation of the braid groups derived from a pointed quandle,
which generalize the Artin representation of the braid groups. In the second method
we use a knot diagram, and define the quandle invariants by giving generators and
presentations. This construction extends the classical presentation of knot quan-
dles. This point of view is useful when we extends the quandle cocycle invariants.
In the third method we provide a geometric construction of quandle invariants as
the fundamental quandle of a pair of topological spaces.

Our main results are summarized as follows.

Theorem 1. Let K be a knot. Then there exists a functor IK : PQ → Q having
the following properties.

(1) For the trivial 1-quandle T1, IK(T1) is the knot quandle QK .
(2) H1(IK(Q,h); Z) ∼= H1(Q; Z).
(3) If (Q,h) is a finite pointed quandle, then there exists a homology class

[K]Q,h ∈ HQ
2 (IK(Q,h); Z) determined by the knot K. [K]Q,h = 0 if and

only if K is unknot.

This research was supported by JSPS Research Fellowships for Young Scientists.
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2 TETSUYA ITO

The existence of the characteristic class [K]Q,h implies that we can define a
cocycle invariant using (generalized) quandle homology theories as in the classical
knot quandle case [CJKLS],[CEGS].

We remark that although we restricted our attention to knots, but one can easily
generalize the above main results for links with appropriate modification. In this
paper, we do not give any proofs. However, once an appropriate formulation or
definition is made, then the proofs of main results in this paper is not difficult.

2. Quandle invariant from braid representation

Let (Q,h) be a pointed quandle and Q∗n = Q1 ∗Q2 ∗ · · · ∗Qn be the free product
of n-copies of Q. For each element q ∈ Q, we denote the corresponding element in
Qi ⊂ Q∗n by qi. The representation associated to the pointed quandle (Q, h) is a
homomorphism ρQ,h : Bn → Aut (Q) defined by

ρQ,h(σk) :

⎧
⎨
⎩

qk �→ qk+1 ∗ hk+1

qk+1 �→ qk ∗ hk+1

qi �→ qi (i �= k, k + 1)

By considering the associated group of Q which we will denote by Ass(Q), we
also obtain a representation ρ′Q,h : Bn → Aut (Ass(Q∗n)). This representation is
explicitly written as

ρ′Q,h(σi) :

⎧
⎨
⎩

qk �→ h−1
k+1qk+1hk+1

qk+1 �→ hk+1qkh−1
k+1

qi �→ qi (i �= k, k + 1)

and coincide with the Artin type representation of Bn associated to the pair (Ass(Q), h),
which is defined in [CP].

For a n-braid β, we define the quandle invariant Iβ(Q, h) by

Iβ(Q,h) = Q∗n/{[ρQ,h(β)](q) = q | q ∈ Q∗n}.
For a pointed quandle morphism f : (Q, h) → (R, i), we define a morphisms of
quandle invariants Iβ(f) : Iβ(Q, h) → Iβ(R, i) by [IK(f)](qi) = [f(q)]i. Then the
correspondence Iβ of pointed quandles to quandles defines a functor Iβ : PQ → P.

Theorem 2. If the closures of braids β and α represents the same knot, then Iβ

and Iα defines the same functor. Thus, the functor Iβ defines a knot invariant.

3. Diagrammatic description of invariant quandle

We give an alternative definition of the quandle invariant functor by using knot
diagrams.

Let D be an oriented knot diagram, which is a projection of a knot on the plane
having a transverse double points together with the “over and under” information.
We indicate this information by breaking the under-passing segment. Let A(D) =
{A1, A2, · · · , Am} be a set of large arcs, which is an connected component of D.
Each large arc Ai is decomposed to subarcs ai,1, ai,2, · · · , ai,ki by removing the
double points of D. We call these subarcs small arcs of D, and denote the set of
small arcs by SA(D). For a small arc a, we denote the large arc containing a by A.

Let (Q,h) be a pointed quandle and Q∗m = QA ∗ QB ∗ · · · be the free product
of m-copies of Q, where each copy of Q is labeled by the large arc of D. For each
q ∈ Q and a large arc A, we denote by qA the element in QA ⊂ Q∗m corresponding
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to q. First of all, we define the coloring map cq : SA(D) → Q∗m for each element
q ∈ Q by the following way.

(1) For a small arc b which contains the starting point of the large arc B, we
define cq(b) = qB .

(2) At the crossing point x, we put small arcs a, b, b′, c as in the figure 1. Assume
that we have defined the value cq(b). Then we define cq(b′) by

{
cq(b′) = cq(b) ∗ hB if the crossing x is positive.
cq(b′) = cq(b) ∗ hB if the crossing x is negative.

a

a’

a

a’

b b

cc

Figure 1. Small arcs around crossing

Now we associate a relation R(x; q) at each crossing point x and q ∈ Q as

R(x; q) :
{

cq(c) = cq(b) ∗ hA if the crossing x is positive.
cq(c) = cq(b) ∗ hA if the crossing x is negative.

Now we define the quandle invariant ID(Q, h) of a knot diagram D as the quotient
quandle Q∗m/ ∪x,q R(x; q).

Theorem 3. A quandle ID(Q, h) is a link invariant, and it coincide with the
invariant quandle IL(Q,h).

This definition of invariant quandle functor is useful to study the homology
group of ID(Q,h). For an oriented knot diagram D, define a 2-chain (D) ∈
CQ

2 (ID(Q,h); Z) by

(D) =
∑

q∈Q

∑

x

ε(x) · {(cq(a), hB) − (cq(b), hB)}.

where x runs all crossing points of D and a, b are small arcs as in the figure 2.

a

b

b’ b’

bac

c

Figure 2. Definition of 2-chain (D)

Proposition 1. (D) is a cycle and its homology class [D] ∈ HQ
2 (IK(Q, h); Z) is a

knot invariant. Moreover, [D] = 0 if and only if D represents the unknot.

We denote by [K]Q,h the homology class [D] and call it the (Q,h)-fundamental
class. If one consider the trivial 1-quandle T1, the T1-fundamental class coincide
with the orientation class of knot quandle QK defined in Eisermann [E].

Using (Q,h)-fundamental class, now we extends the quandle cocycle invariants
for our quandle invariant. Let X be a finite quandle and φ ∈ C2

Q(X; G) be a G-
coefficient 2-cocycle of X. For each q ∈ Q and a morphism ρ : IK(Q, h) → X, let
us put ρq = ρ ◦ cq : SA(D) → X.
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For each crossing x of D, we define a weight W (x, q; ρ) at the crossing x by

W (x, q; ρ) = ε(x){φ(ρq(a), ρ(hB)) − φ(ρq(b), ρ(hB))}.
where ε(x) is +1 (resp. −1) if x is a positive (resp. negative) crossing. The
(Q,h)-extended quandle cocycle invariant is defined as the sum of all weights

Φ(Q,h),φ(D) =
∑

ρ

∏

q∈Q

∏

x

W (x, q; ρ) ∈ Z[G]

where x runs all crossings of D and ρ runs all morphisms ρ : IK(Q, h) → X. By
definition, the (Q,h)-extended quandle cocycle invariant is described as the pairing

Φ(Q,h),φ(D) =
∑

ρ

〈ρ∗([D]Q,h), [φ]〉 .

Thus, we obtain the following.

Theorem 4. The (Q,h)-extended quandle cocycle invariant Φ(Q,h),φ(D) is a knot
invariant and its value depends on the cohomology class [φ] ∈ H2

Q(X; G).

Especially, T1-extended quandle cocycle invariant is a classical quandle cocycle
invariant of knots defined in [CJKLS]. By the similar method, we can also ex-
tend the generalized quandle cocycle invariant defined in [CEGS] using the (Q, h)-
extended fundamental class.

4. Spatial realization of quandle invariants

Finally we realize our quandle invariant as a fundamental quandle of a pointed
pair of topological space. A pointed pair of topological space is a triple (X, A, ∗)
consisting of a topological space X, its subspace A, and a point ∗ ∈ X\A.

First we review the definition of fundamental quandle, introduced by Joyce [J].

Let N = {z ∈ C | |z| ≤ 1} ∪ {z ∈ R ⊂ C | 1 ≤ z ≤ 5}. We denote by �� the

pointed pair of topological space (N, 0, 5). The fundamental quandle Q(X, A, ∗) of
a pointed pair of topological space (X, A, ∗) is defined as the homotopy classes of

the map f : �� → (X, A, ∗). The isomorphism class of the fundamental quandle

Q(X, A, ∗) is independent of a choice of a base point ∗, so we simply denote the
fundamental quandle by Q(X, A).

Under some conditions, for example, in the case A is a codimension two em-
bedding, we can define the notion of positive intersections. The positive funda-
mental quandle Q+(X, A, ∗) is a subquandle of Q(X, A, ∗) generated by the map

f : �� → (X, A, ∗) which positively intersects with K at the point f(0).

Let K = β̂ be a link represented as the closure of an n-braid β. and Q be a
positive fundamental quandle of a pointed topological pair (X, A, ∗). For an element

h ∈ Q, we take a map f : �� → (X, A, ∗) be a map which represents h. Now we

construct a topological pair whose positive fundamental quandle is isomorphic to
IK(Q,h).

Let D be a 2-disc D = {z ∈ C | |z| ≤ n+1} and P = {1, 2, · · · , n}. The positive

fundamental quandle Q+(D,P ) is the rank n free quandle. Let gi : �� → (D, P )

be a map as in the figure 3. Now glue n-copies of (X, A, ∗) along Ni by the map
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g−1
i ◦ f and let us denote the obtained pointed topological pair by (Z, S, ∗). Then

the positive fundamental quandle Q+(Z, S) is isomorphic to Q∗n.
For a circle Ci (resp. Ci,i+1) in D which encloses pi (resp. pi and pi+1), we

denote the half Dehn twist along Ci (resp. Ci,i+1) by τi (resp. τi,i+1). Let
Ti = τ−3

i τ−1
i+1τi,i+1 (See figure 3). Then the homeomorphism Ti is extended as

a homeomorphism of the pointed pair of space TZ
i : (Z, S, ∗) → (Z, S, ∗).

TiC Ci i+1

g gi+1i

Figure 3. Maps gi and Ti

Lemma 1. The homomorphism Φ : Bn → Aut(Q∗n) defined by σi �→ (TZ
i )∗ is

identical with the associated braid representation ρQ,h.

Let B : Z → Z be a homeomorphism which corresponds to the braid β and
(M(Z),M(S), ∗) be the mapping torus of B. Then the total space M(Z) has a
torus boundary ∂D × S1. Along this torus boundary, we glue a solid torus so that
{∗}×S1 is identified with ∂D2 ×{point}. Let us denote the obtained pointed pair
of space by (Ω,M(S), ∗). This is a space which realizes our quandle invariant as a
positive fundamental quandle.

Theorem 5. The positive fundamental quandle of (Ω,M(S), ∗) is isomorphic to
the quandle invariant IK(Q,h).

By this theorem, we obtain geometrical meanings of quandle invariants in special
cases. Let FQn be the rank n free quandle generated by q1, · · · , qn, which is a
positive fundamental quandle of (D2, {n − points}). Thus, from theorem 5, we
conclude that IK(FQn, qi) is isomorphic to the link quandle QK(n) , where K(n) is
a n-parallel of the knot K.
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奇素数位数のAlexander quandleにおける
quandle 整homology群の決定

野坂 武史 (京都大学 数理解析研究所)

概要

主定理は,奇素数位数のAlexancer quandleの quandle整 homology群を全て決定したことである。特に
二面体 quandleの場合, [7]による the delayed F ibonacci conjectureが解決される. さらに cohomology

群も決定し, その生成元となる cocycle全ての記述を与えた. そして, 有限連結 Alxander quandle M の整
homology群が |M |で annihilateされる事も示した. 詳細はプレプリント [8]を参照されたい.

1 Introduction :歴史的背景
Quandle とは, 群より弱めた条件を満たす２項演算で定義される. 有限 quandleX に対
して, Quandle (co)homology が J. S. Carter, D. Jelsovsky, S. Kamada, L. Langford, M.

Saito によって導入された [1]. そのコホモロジーの 2, 3 又は 4-cocycle が与えられたとき
classical knotや 2-knotの quandle cocycle不変量が定義されている ( 詳細は [1, 2] 等を参
照). 従って cocycle不変量を計算する為には, その quandle (co)homologyを決定し cocycle

を具体的に記述する事は重要である. T.Mochizuki は有限体上の Alexander quandle の場
合の 2- と 3-cocycles の全てを決定している [5, 6]. 一方, R. A. Litherland と S. Nelson

は有限 quandle の quandle homology の自由部分群と捻れ部分群を評価した [4]. 高次の
quandle homologyにおいては M. Niebrzydowski と J. Przytycki が quandle homological

operationsを考察している [7]. J. S. Carter, S. Kamada, M. Saito は X-color付き高次元
knot diagramと quandle homologyの cycleとの関連が論じられている [2]. その cycleと高
次元 cocyclesとの pairingが, 余次元２の高次元 knotの不変量として期待されている.

2 主結果
以上を踏まえ, 主結果は奇素数 p位数の Alexander quandleにおける quandle 整 homology

を決定した事である. Alexander quandleとは, Z[T±]-加群M と二項演算 x ∗ y = Tx +

(1−T )yとの組である. 実は, 奇素数 p を位数とする連結な quandle X は, ∃ω (�= 0, 1) ∈ Zp

で X = Zp[T ]/(T − ω)という型の Alexander quandleに同型である事が知られている [3].

このクラスは quandleの圏の中で非自明かつ最もシンプルな quandleといえる.

定理 2.1. X = Zp[T ]/(T −ω)を Alexander quandleとする, ここで Zp � ω �= 0, 1*1とする.

e を ω の位数とする*2. このとき, X の quandle 整 homology群は HQ
1 (X; Z) ∼= Z ⊕ Zb1

p で
あり HQ

n (X; Z) ∼= Zbn
p である (n ≥ 2), ここで数列 bn は次で決定される:

bn+2e = bn + bn+1 + bn+2, b1 = b2 = · · · = b2e−2 = 0, and b2e−1 = b2e = 1.

*1 ω = 0, 1は省く. というのも ω = 0のとき, quandleの公理を満たさず, ω = 1のとき X が自明 quandleであるからである.
*2 つまり, ωe = 1となる最小の自然数を eとおいている.

1
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あまつさえ, この cohomology群も全て決定し、生成元である cocycleに具体的な記述を
与えた. 詳細は節 6.2で与える.

他方で有限かつ連結な Alexander quandleの整 homologyの捻れ部分群を強く評価した.

定理 2.2. M を有限かつ連結な Alexander quandle とする. 即ち Z[T±] 加群として M =

(1 − T )M とする. このとき整 homology群 HQ
n (X; Z)の任意の元は |M |倍で消える.

4節で HQ
n (X; Z)の定義を与え, 定理 2.2を証明する.

3 定理の系と, いくつかの注意

homology群が消えにくい ω = −1の場合に着目しよう. このとき X を二面体 quandle

という. [7] による the delayed F ibonacci conjectureが解決される.

系 3.1. ([7, Conjecture 5]) X を位数 pとする二面体 quandleとする. このとき quandle 整
homology は HQ

1 (X; Z) ∼= Z ⊕ Zb1
p であり HQ

n (X; Z) ∼= Zbn
p となる (n ≥ 2), ここで bn は

bn+3 = bn+2 + bn, b1 = b2 = 0, と b3 = 1によって決まる.

Proof. e = 2である. 母関数 Fb(x) =
∑

i≥1 bix
i ∈ Z[[x]]をおけば, 定理 2.1より

Fb(x) =
b1x

1 + b2x
2 + b3x

3 + b4x
4

1 − x2 − x3 − x4
=

x3 + x4

1 − x2 − x3 − x4
=

x3

1 − x − x3
. Q.E.D

さて 1-knotや 2-knotの quandle cocycle不変量においては 2,3,4次のホモロジーが重要
である。次の系は, 二面体 quandleのみが有用である事を意味する.

系 3.2. X = Zp[T ]/(T − ω)を上記の Alexander quandleとする. もし ω �= −1, 0, 1のとき
n = 2, 3, 4に対し HQ

n (X; Z) ∼= 0である. ω = −1のときは, HQ
3 (X; Z) ∼= HQ

4 (X; Z) ∼= Zp

である. さらに 4次 cohomology H4
Q(X; Z) ∼= Z2

p であり*3, 次の cocycleで生成される.

ψ4,0(x, y, z, w) := (x − y) · (2(z − w)p − (2z − w − y)p − (y − w)p
)
/p,

ψ4,1(x, y, z, w) :=
(
(x − 2y + z)p + (x − z)p − 2(x − y)p

) · (2wp − (2z − w)p − zp
)
/p2.

Proof. 前半は ω �= −1から 2e − 1 > 4による. 後半は後述の節 6.2からわかる. Q.E.D

ところで次に話を転じ, 定理 2.2 と既存の結果を比較する. 望月氏によって連結な
Alexander quandle M に対してその quandle homologyは有限であることが示されている
[5, Theorm 1.1]. また [4, Theorem 1]によって, Hn(M ; Z)が |M |n で annihilateされる事
が示されている. また定理 2.2 は |M | = 3 のみの場合 [7] で示されおり, 次が予想されて
いた:

*3 ３次 cohomology群 H3

Q(X; Z) ∼= Zp は生成元込で [5]で知られている.

2
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系 3.3. [7, Conjecture 16] X を X = Zp[T ]/(T − ω)という型の Alexander quandleとす
る. このとき HQ

n (X; Z)は p倍で annihilateされる.

これは定理 2.2より明らかである. 以上を踏まえれば, 定理 2.2の評価は, 既存の結果と較べ
強い評価であり, 多少なりとも躍進している部分があると思われる.

因みに, 定理 2.2は Alexander quandle特有の現象である. つまり Alexanderではない連
結有限 quandle X に対して, Hn(X; Z)が |M |で annihilateされると限らない. 例えば [2,

Example 2.2, 2.5]の連結 quandle QS(6)をおく. |QS(6)| = 6であり その整 homologyは
HQ

3 (QS(6); Z) ∼= Z/24Zである, 即ち 6で annihilateされない.

4 有限連結 Alexander quandle M に対する HQ
n (M ; Z)の捻れ

本節の目標は, 定理 2.2を証明する事である. M を Z[T±]-加群とし Alexande quandle構
造を入れる. まず chain群 CR

n (M ; Z)を n-tuples (U1, . . . , Un) ∈ Mn で生成する自由 Z加
群とする. ∂1 を zero mapとし, n ≥ 2 に対して次で定める.

∂n(U1, · · ·Un) =
∑

1≤i≤n−1

(
(−1)i(T · U1, . . . , T · Ui−1, T · Ui + Ui+1, Ui+2, . . . , Un)

− (−1)i(U1, . . . , Ui−1, Ui + Ui+1, Ui+2, . . . , Un)
)
. (1)

∂n ◦∂n+1 = 0がわかる. さらに, CH
n (M ; Z)を, 1 ≤∃ i ≤ n−1で Ui = 0となる (U1, . . . , Un)

で生成する部分加群とする. 部分 complex になるので, この商 complex を CQ
n (M ; Z) と

かく.

注意 4.1. 座標変換 x1 := U1 − U2, . . . , xn−1 := Un−1 − Un , xn := Un とすれば, [1, 2]の
定義と一致する. この naiveな変換が計算を著しく簡単にする ( [4, 6]でも扱われている).

Proof. 証明方針は, ホモロジー代数でおなじみの議論である. まずM が有限 Z[T, T−1]-加群
なので, 単元付 Z[T, T−1]-代数構造を入れる. 連結性よりM = (1− T )M であるから, 1− T

を環M の逆元と思える.

次に pt0 : CR
n (M ; Z) −→ CR

n (M ; Z)を一点写像Mn −→ Mn (x −→ (0, 0, . . . , 0)) で構
成されるものとする. そこでプリズム射となる次を定める.

Dj
n,0(U1, . . . , Un) =

∑

y∈M

(
0, . . . , 0, (T − 1)−1y, Uj + (1 − T )−1y, Uj+1, . . . , Un

)
.

Dj
n,+(U1, . . . , Un) =

∑

y∈M

(
0, . . . , 0, (1 − T )−1y, (T − 1)−1y, Uj, Uj+1, . . . , Un

)

そうすると直接計算から次を得る事ができる:

∑

1<j<n

(−1)j
(
∂n+1(D

j
n,+ −Dj

n,0) + (Dj
n−1,+ −Dj

n−1,0)∂n

)
= (−1)n|M |(idCR

n (M ;Z) − pt0).

3

16「結び目の数学Ⅱ」報告集



であるから HR
n (M ; Z)の任意の元は |M |倍すれば一点となる。しかし CQ

n (M ; Z)の定義か
ら (0, . . . , 0)は零元であるから、証明が終わる。 Q.E.D

5 定理 2.1との証明方針

さて, 定理 2.1 の証明方針を述べる. 以下の節では X = Zp[T ]/(T − ω) を位数 p の
Alexander quandleとし, eを ωの位数とし, 固定する. まず系 3.3で HQ

n (X; Z) が p倍で消
える事が即座にいえる. 従って HQ

n (X; Z)は有限次元 Zp-vector空間となる: つまり bn ∈ Z

があって HQ
n (X; Z) ∼= Zbn

p である. 従って HQ
n (X; Z)の次元を決定できれば定理 2.1の証明

が終わる. そこで Zp-係数の quandle cohomology 群 Hn
Q(X; Zp)を調べる事にする.

まず cohomology 群に分解を与える. 即ち, 他の cohomology Hn(0)(X)を与え,

Hn
Q(X; Zp) ∼= Hn(0)(X) ⊕ Hn−1(0)(X) (n ≥ 2)

を示した。紙幅の都合上この分解を認め (命題 6.1), 本稿では Hn(0)(X)を主に紹介する (6

節). 特に, 次元 dim
(
Hn(0)(X)

)
を c

(0)
n と書く事にすると, bn = c

(0)
n (n ≥ 1) である事が普遍

係数定理からわかる. そこで c
(0)
n+2e = c

(0)
n+2 + c

(0)
n+1 + c

(0)
n の証明すればよい.

それを示すために次のような cohomological 作用素を 6.2節で定義する:

Ωn−2e+4 : Hn−2e(0)(X) ⊕ Hn−2e+1(0)(X) ⊕ Hn−2e+2(0)(X) −→ Hn(0)(X). (2)

本論文で最も難しい箇所であるが, これが同型である事を示した (節 7で解説). よって定理
2.1の証明が終わる. この方針に則り, 以下の節で概説していく。　

6 Quandle cohomology 群の生成元の記述

さて, [6]に従い X = Zp[T ]/(T − ω)の quandle cochainを定義しよう. n ≥ 1に対して

Cn
d (X) = {

∑
ai1,...,in · U i1

1 · · ·U in
n ∈ Zp[U1, . . . , Un]| 1 ≤ ij ≤ p − 1,

∑

1≤h≤n

ih = d },

とし C0
0(X) = Zp とする. coboundary mapを次で定義する: n ≥ 1と f ∈ Cn

d (X)に対し,

δn(f)(U1, U2, · · · , Un+1) :=
∑

1≤i≤n

(−1)i−1f(ω ·U1, . . . , ω ·Ui−1, ω ·Ui+Ui+1, Ui+2, . . . , Un+1)

−
∑

1≤i≤n

(−1)i−1f(U1, . . . , Ui−1, Ui + Ui+1, Ui+2, . . . , Un+1), (3)

とし δ0を零射とする. すると ωd = 1のとき δn(Cn
d (X)) ⊂ Cn+1

d (X)であり δn+1 ◦ δn = 0が
確かめられる. この cohomologyの直和と, その次元を次で略記しよう.

Hn(0)(X) :=
⊕

d: ωd=1

Hn
d (X), c(0)

n := dim
(
Hn(0)(X)

)

4
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すると次のように, 普通の quandle cohomologyとの対応を示す事が出来た.

命題 6.1. Hn
Q(X; Zp) ∼= Hn−1(0)(X)⊕Hn(0)(X)である. 特に dim(Hn

Q(X; Zp)) = c
(0)
n−1+c

(0)
n .

従って, quandle cohomogy群 Hn
Q(X; Zp)を調べる為に Hn(0)(X)を決定すればよい. 実際,

定理 6.2. (I) c
(0)
0 = c

(0)
2e−1 = 1, であり c

(0)
n = 0 for 1 ≤ n ≤ 2e − 2.

(II) c
(0)
n = c

(0)
n−2e+2 + c

(0)
n−2e+1 + c

(0)
n−2e for n ≥ 2e.

次節では (II)の部分の証明方針を述べる. (I)はその証明の途中で注意 6.7で示される.

6.1 準備: cocycleの記述に必要な多項式たち

cohomology 群Hn(0)(X)の生成元となる cocycle全てを記述しよう. 天下りであるが多項式
をいくつか準備する. まず多項式 Eω,i

n−2i−1(Un−2i−1, Un−2i) ∈ Zp[Un−2i−1, Un−2i] を定義する:

(
(1−ω−i−1)Up

n−2i +ω−i(Un−2i−1 +ω−1Un−2i)
p−(Un−2i−1 +Un−2i)

p +(1−ω−i)Up
n−2i−1

)
/p

≡
∑

1≤j≤p−1

j−1 · (ω−i−j − 1) · Up−j
n−2i−1 · U j

n−2i (mod p).

そして, ω �= −1に対して, この Eω,i
n−2i の積を導入しよう:

Eω
n−2e+3≤n(Un−2e+3, . . . , Un) :=

∏

1≤k≤e−1

Eω,k
n−2k+1(Un−2k+1, Un−2k+2). (4)

もし ω = −1の場合には Eω
n−2e+3≤n を２変数多項式 Eω,e−1

n−1 ∈ Zp[Un−1, Un]とする.

また, F ω
n (Un, Un+1), Gω

n(Un, Un+1) ∈ Zp[Un, Un+1]を次で定める.

F ω
n (Un, Un+1) =

∑

2≤j≤p−1

j−1 · (1 − ω1−j) · Up−j
n · U j

n+1 (mod p)

≡ (ω(Un + ω−1Un+1)
p + (Un − Un+1)

p − (1 − ω)Up
n

)
/p (5)

Gω
n(Un, Un+1) =

∑

1≤j≤p−2

j−1(j + 1)−1 · (1 − ω−j) · Up−j
n · U j+1

n+1

≡ ((Un+Un+1)
p+1−ω(Un+ω−1Un+1)

p+1−(1−ω)Up+1
n −(1−ω−1)Up+1

n+1

)
/p (mod p).

6.2 Cohomological operationと cocycleの記述

以上準備した多項式を使って, この節では, まず低次の cocycleから高次の cocycleを構成
する例を３つ与えよう. 次に, この構成をヒントに cohomological operationを定義する. 実
はそれが同型となる事を紹介する (定理 6.6). 最後に, cocycleがこの３例に尽きる事を述べ
る. この節では簡単の為に, m = n − 2e + 4 とし d′ = d + 2p − epとおく.

5
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例 6.3. fm−3 ∈ Cm−3
d′−p−1(X)を (m − 3)-cocycleとし、Um−3 で割れるとする. このとき,

fm−3(U1, . . . , Um−3) · Um−2 · Eω
m−1≤n(Um−1, . . . , Un) ∈ Cn

d (X),

は n-cocycleである事が確かめられる.

例 6.4. fm−4 ∈ Cm−4
d′−2p(X)を (m − 4)-cocycle とする. すると次は n-cocycle である:

fm−4(U1, . . . , Um−4) · F ω
m−3(Um−3, Um−2) · Eω

m−1≤n(Um−1, . . . , Un) ∈ Cn
d (X).

例 6.5. fm−2 を (m − 2)-cocycle とし fm−2(U1, . . . , Um−2) = f ′
m−4(U1, . . . , Um−4) ·

Eω,1
m−3(Um−3, Um−2)という形と仮定する. すると次は n-cocycle である:

f ′
m−4(U1, . . . ,Um−4) · Gω

m−3(Um−3,Um−2) · Eω
m−1≤n(Um−1, . . . ,Un) ∈ Cn

d (X).

さて、この３例から次のように低次から高次への cocycle間の準同型が構成できる:

Ωm : Z
m−4(0)
d′−2p (X)⊕Z

m−3(0)
d′−p−1 (X)⊕(Zm−2(0)

d′−p−1 (X)∩Cm−4
d′−2p−1(X)·Eω,1

m−3

) −→ Z
n(0)
d (X),

Ωm(fm−4, fm−3, f
′
m−4 · Eω

m−3) := (fm−4 · F ω
m−3 + fm−3 · Um−2 + f ′

m−4 · Gω
m−3) · Eω

m+1≤n.

直接計算から, これは coboundaryに拠らないことが解るので, Ωm は次を誘導する:

Ωn−2e+4 : Hn−2e(0)(X) ⊕ Hn−2e+1(0)(X) ⊕ Hn−2e+2(0)(X) −→ Hn(0)(X).

定理 6.6. n ≥ 2e に対し, Ωn−2e+4 は同型である.

注意 6.7. 命題 6.1から Hn(X) ∼= Hn(0)(X) ⊕ Hn−1(0)(X)を思い出せば, 直和 Ωn−1 ⊕ Ωn

は普通の quandle cohomology Hn
Q(X)上の同型な cohomological operationを与える.

注意 6.8. i < 0に対して cochian 群 Ci(X)を {0}とおく. すると定理 6.6は任意の n > 0

でも正しいことが示される. C0(X) = H0(X) = Zp であるから, 従って, 定理 6.2の (I)が
示される事になる: c

(0)
0 = c

(0)
2e−1 = 1, and c

(0)
n = 0 for 1 ≤ n ≤ 2e − 2.

定理 6.6の証明は次節に回し, 定理 6.6の意義を述べる. Ωm の構成方法より, cohomology

群 Hn(0)(X) の次元がわかるばかりではなく, 生成元が記述できる. それを明記する為,

n-cocycleの集合 Cocω,(0)
n を nの帰納法で定義していく. まず Coc

ω,(0)
0 を一点 1 ∈ Zp とす

る. 次に 0 < i < 2e − 1に対し Coc
ω,(0)
i を空集合とする. 次に Coc

ω,(0)
2e−1 := {U1 · Eω

2≤2e−1 ∈
C2e−1

ep−p+1(X)}とおく. そして nの帰納法より n-cocycleの集合を次で定義する:

Cocω,(0)
n := {fn−2e · F ω

n−2e+2 · Eω
n−2e+3≤n|fn−2e ∈ Coc

ω,(0)
n−2e}

∪ {fn−2e+1 · Un−2e+2 · Eω
n−2e+3≤n|fn−2e+1 ∈ Coc

ω,(0)
n−2e+1}

∪ {fn−2e+2 · Gω
n−2e+1 · Eω

n−2e+3≤n/E
ω,1
n−2e+1|fn−2e+2 ∈ Coc

ω,(0)
n−2e+2},

6
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ここで fn−2e+2/E
ω,1
n−2e+1 ∈ Cn−2e(X)である事に注意する, それは Coc

ω,(0)
n−2e+2 の定義から帰

納的にわかる. すると定理 6.6から次の系を得る.

系 6.9. Hn(0)(X)は Cocω,(0)
n の元により線形独立に生成される. さらに quandle cohomol-

ogy Hn
Q(X; Zp) は Cocω,(0)

n ∪ Coc
ω,(0)
n−1 によって線形独立に生成される, ここで Coc

ω,(0)
n−1 を

Hn
Q(X; Zp)の元と自然に思える事が出来るが詳細はプレプリント [8]を御参考下さい.

7 定理 6.6の証明

証明のアイディアは [6] に基づき, それを一般の n に modify したものである. この節では
n ≥ 2eとし ωd = 1を固定する。定理 6.6を直接示すのは難儀なので分解して考える. 下記
の準同型 (6)を述べよう. まず次の coboundary map δn−2i の固有空間を考える

M i
n(X) := {gp−1(U1, . . . , Un−2i)·T p−1

n−2i+1|gp−1 ∈ Cn−2i
d−ip (X), δn−2i(gp−1) = (−1)n(1−ω−i)·gp−1}

そして次の coboudaryで割った商空間を考える.

M
i

n := M i
n/Im(δn−2i) ∩ M i

n

f ∈ Cn
d (X) を n-cocycle とする。f1 ∈ Cn−1

d−p (X) を f の Up−1
n−1 · U1

n の係数とする. すると
cocycle条件から δn−2(f1) = (−1)n(1 − ω−1) · f1 が確かめられるので, 準同型

φ : Zn
d (X) −→ M1

n(X) f(U1, . . . , Un) �−→ f1(U1, . . . , Un−2) · Up−1
n−1 (6)

を与える. すると次が示される*4.

命題 7.1. φは準同型 φ̄ : H
n(0)
d (X) −→ M

1

n(X)を誘導する。さらに φ̄は同型である. この
逆写像 M1

n −→ Zn
d (X) (gp−1 · T p−1

n−1 �→ gp−1 · Eω,1
n−1)から与えられる.

定義からM0
n(X)

1:1←→ Zn
d (X)より, 命題 7.1は δn の weightを一つ shiftしたと解釈できる.

次にM i
n(X) −→ M i−1

n (X) を与えよう. gp−1(U1, . . . , Un−2i) · Up−1
n−2i+1 ∈ M i

n(X) をおく.

そこで g′
p−1を gp−1の Up−1

n−2i−1U
1
n−2iの係数とする. 条件 δn−2i(gp−1) = (−1)n(1−ω−i) · gp−1

から δn−2i−2(g
′
p−1) = (−1)n(1 − ω−i−1) · g′

p−1 が確かめられるので, 次の準同型をえる.

Θi : M i
n(X) −→ M i+1

n (X)
(
gp−1(U1, . . . , Un−2i)·Up−1

n−2i+1 �→ g′
p−1(U1, . . . , Un−2i−2)·Up−1

n−2i−1

)

命題 7.2. 1 ≤ i ≤ e − 2 に対して. Θi は準同型 Θi : M
i

n(X) −→ M
i+1

n (X) を誘導す
る。さらに Θi は同型である. この逆写像 M i+1

n (X) −→ M i
n(X) は (gp−1 · T p−1

n−2i−1 �→
gp−1 · Eω,i

n−2i−1(Un−2i−1, Un−2i)から与えられる.

最後に, 定理 6.6を示すためには, 下記の写像 (7)が同型となる事を示せばよい. それには
まず、低次の cocycleから, δm(g) = (−1)n(1 − ω) · g を満たす多項式 g を構成すればよい。
例 6.3, 6.4, 6.5, を参考に次の３例はそれを満たす.

*4 n = 3のときは望月氏の論文 [6, Lemma 3.17]により示され, 命題 7.1はそのmodificationである.
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⎧
⎪⎨
⎪⎩

fm−3 ∈ Cm−3
d′−p−1(X)が (m − 3) − cocycle, =⇒ g := fm−3 · Um−2

fm−4 ∈ Cm−4
d′−2p(X) が (m − 4) − cocycle, =⇒ g := fm−4 · F ω

m−3

f ′
m−4 · Em−3(Um−3, Um−2)が n − cocycle, =⇒ g := f ′

m−4 · Gω
m−3

従って, 次の写像が構成されたことになる:

Φm : Z
m−4(0)
d′−2p (X)⊕ Z

m−3(0)
d′−p−1 (X)⊕ (Zm−2(0)

d′−p−1 (X) ∩Cm−4
d′−2p−1(X) ·Eω,1

m−3

) −→ M e−1
n . (7)

命題 7.3. 準同型 Φm は Φm : Hn−2e(0)(X) ⊕ Hn−2e+1(0)(X) ⊕ Hn−2e+2(0)(X) −→ M
1

n(X)

を誘導する。さらに Φm は同型である.

以上の三つの命題 7.1, 7.2 ,7.3 をまとめると、構成から,

Ωn−2e+4 = (φ)−1 ◦ Θ
−1

1 ◦ · · · ◦ Θ
−1

e−1 ◦ Φm

となり、結局、定理 6.6が証明された事になる。是節の議論を要約すれば次の図となる.

Hn
Q(X)

F ω

����������������

Hn+1
Q (X)

Un+2 �� M
1

n
· · · M

i

n M
i+1

n
· · · M

e−1

n
Hn+2e

Q (X)

Hn+2
Q (X)

Gω/Eω

����������������

�� �� �� �� �� ��

�� �� �� �� �� ��

⊕

⊕

Eω
i (Un−2i, Un−2i+1)

を掛ける

U1
n−2i · Up−1

n−2i+1

の係数を見る

Eω(Un−2, Un−1)
を掛ける

U1
n−1 の係数を見る
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Lens surgeries on k2 ± k + n = 0 (p)

丹下 基生
(京都大学数理解析研究所)

JSPS Fellow(PD)∗

概 要

私はレンズ空間手術のテーマでは次のような問題意識をもって研究をしている。
1)[結び目の判定条件]どのような結び目がデーン手術によってレンズ空間を生み出すか?
2)[レンズ空間の判定条件]レンズ空間がいつ S3 内の結び目のデーン手術から得られるか?
2’)[デーン手術の variationの分類]また、他にそのレンズ空間を作る結び目はないか?
3)[ホモロジー球面上のレンズ空間手術の判定条件]また S3 に限らず一般のホモロジー球面でデーン手術を
作るものは何か?
これまで 1)の候補となるものは Bergeらによって得られていた。この研究集会では 2)および 3)に関す

る問題に対する部分的解答を発表させていただいた。

1 レンズ空間手術
レンズ空間手術についての基本事項をまとめておく。Y をホモロジー球面とする。このホモロジー球面内

の結び目Kをとる。Y からKの管状近傍を取り除き、管状近傍 nbd(K)と同相なソリッドトーラス S1×D2

を埋め戻すことによって新しい多様体を得る。ただ、この時の埋め戻す写像は以下に指定する。貼り付け写
像を φ : S1 × ∂D2 → ∂[Y − nbd(K)]とすると φ(pt × ∂D2) = p[μ] + [λ]満たすようにする。これを傾きが
整数のデーン手術という。ここで μ, λを結び目の管状近傍の境界にいるmeridianと longitudeを表す。
このようなデーン手術によってホモロジー球面はホモロジーレンズ空間に変化する。このホモロジーレ

ンズ空間がいつ本当のレンズ空間に一致するかという問題がレンズ空間手術の問題といえる。この問題は 1
回のデーン手術によってレンズ空間を作るための条件を与えるものでもある。任意のレンズ空間（及び任意
の 3次元多様体）は何回かデーン手術を行うことによって得られることに注意する。
上記の定義で φの像を p[μ] + q[λ]としておけば傾き p/qの手術が得られる。しかし傾きを有理数に広げ

てしまうと自明結び目の p/q手術でレンズ空間L(p, q)が作れてしまうし、例え自明結び目を除いて考えても
知られている例を除いてほとんどが整数手術に帰着されてしまう（Culler-Gordon-Luecke-Shalenの cyclic
surgery theorem）という結果があるからである。また、整数にしておけばコボルディズムを考えることで
滑らかな 4次元多様体への応用もできる。これらが傾きを整数に限って考える理由である。
またレンズ空間 L(p, q)の基本群およびホモロジー群は Z/pZであるがその同相類は基本群だけでは決ま

らない。(L(p, q) ∼= L(p, q′) ⇔ q = q′ mod pまたは qq′ = 1 mod p) これは他の 3次元多様体とは趣を異
にしている。例えば、ザイフェルト多様体のように一般に基本群が無限群となる多様体はその基本群の複雑
さをその特徴として用いて（例としてリー群への準同型を用いたりして）判定ができたりすることがある。
そのような点でレンズ空間は困難はあるが、元々の多様体の記述がシンプル（種数 1のヒーゴール分解をも
つなど）な分シンプルに判定ができるはずである。

定義 1 Yp(K) = L(p, q)を満たす (Y, K, p)全体の集合を Lとする。p1 : L → {homology spheres}を第一成
分への射影とする。このとき、p−1

1 (Y )を LY とかく。

∗この研究は日本学術振興会からの補助を受けています (21-1458)。
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Yp(K)には貼り戻した S1 ×D2のコアサークルを K̃として、デーン手術の双対結び目という。一方、Yp(K)
があるレンズ空間 L(p, q)とすると、L(p, q)の種数 1のヒーゴール分解を L(p, q) = V1 ∪ V2 としたときに、
Vi のどちらかのコアサークルを cとおく。このとき、K̃ と cをホモロジークラスと考えることで、

[K̃] = k[c]

となる整数 k ∈ Z/pZを定義できる。([K̃], [c]はH1(L(p, q))の generator) このとき、これらのサークルには
向きを入れていないので±kの不定性があり、V1, V2の選び方によって kは k−1 mod pとなる。よってホモ
ロジー球面の手術によって Yp(K) = L(p, q)が実現されたとき、集合 k(p, k) := {k,−k, k−1,−k−1} ⊂ Z/pZ

が矛盾なく定義される。またレンズ空間内の linkingを考えることによって k2 = q mod pが成り立つこと
も注意しておく。まとめると、Kp := {k(p, k) ⊂ Z/pZ|k ∈ (Z/pZ)×} とおくと

π : L � (Y, K, p) 	→ k(p, k) ∈ Kp

としてレンズ空間手術のデータが取り出せた。pi を (Y, K, p)の第 i成分への射影とする。

2 Bergeの例
次に Bergeの例を考える。

定義 2 (Berge [2]) Y をヒーゴール種数が 2のホモロジー球面とし、そのヒーゴール分解を U1 ∪ U2とす
る。K ⊂ Y が doubly primitive knotであるとはK がヒーゴール曲面 U1 ∩ U2 の上に乗っていて、K が Ui

へ誘導する基本群の元が rank 2の自由群 (π1(Ui) ∼= F2 である)の生成元の 1つになっているときをいう。

定理 1 (Berge [2]) (Y,K)をホモロジー球面 Y 上のある doubly primitive knotとする。このとき、ある整
数 pが存在して、(Y, K, p) ∈ Lとなる。この整数 pはヒーゴール曲面が、∂nbd(K)に構成する傾きである。

次に simple結び目の定義をする。
定義 3 (Berge [2]) L(p, q)の中の結び目 Lが simpleであるとは、Lが種数 1のヒーゴール分解 V1 ∪V2の
各 Viのmeridian disk Di(Vi \Di

∼=3-ball)に proper(境界は ∂Diに含まれる) かつ自己交差を持たない 2つ
の arc c1, c2 の和集合 c1 ∪ c2 で構成されるものをいう。

命題 1 ([2]) 定理 1で構成したレンズ空間の双対結び目 K̃ は simple knotに isotopicである。

simple結び目の isotopy類はそのホモロジー類で決まることは簡単にわかる。よって

{Kp}p
1 to 1↔ {doubly primitive knots}

であり、πと逆向きの写像

s : {Kp}p → L k 	→ (Y,K, p) (Y は doubly primitive knot surgery)

が得られる。定義から π ◦ s = idである。

3 必要条件
ここで結び目 (Y, K)がある整数 pに対して (Y, K, p) ∈ Lを満たすための必要条件を 3つ紹介する。

定理 2 (Kadokami-Yamada [3]) (Y,K, p) ∈ Lの Alexander polynomial ΔK(t) は、

ΔK(t) =
(tkg − 1)(t − 1)
(tk − 1)(tg − 1)

Z[t, t−1]/(tp − 1)

を満たす。

2
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定理 3 (Ozsváth-Szabó [6]) (S3, K, p) ∈ LS3 に対して

ΔK(t) = (−1)m +
m∑

j=1

(−1)m−j(tnj + t−nj ), (0 < n1 < n2 < · · · < nm = d)

が成り立つ。

この定理は S3 を Σ(2, 3, 5)に変えても成り立つ。

定理 4 (Ozsváth-Szabó [4]) (S3, K, p) ∈ Lは、i-th Turaev torsionに対して τi(S3
0(K)) ≥ 0が成り立つ。

この条件は Σ(2, 3, 5)に対しては一般に成り立たない。次に予想を述べる。

4 予想
予想 1 (Berge conjecture) Y = S3もしくはΣ(2, 3, 5)とする。(Y,K, p) ∈ LY とすると (Y, K)は doubly
primitive knotに限る。

この予想の S3 の場合は Bergeが予想しており、定理 1の逆の主張である。一般にデーン手術 s(K)の結び
目K ⊂ Y はファイバー結び目であることが Ozsváth-Szabó [6]によって知られている。ファイバー結び目
以外からもレンズ空間を得られることから Y が上記のもの以外では k ∈ Kp に対して π−1(k)は一般には複
数存在する。有限かどうかもまだ分からない。

Bergeは [2]でdoubly primitive knotのリストを作成している。下の表はそのリストに基づいてRasmussen
が [7]で書き直したものである。

type condition type condition
(I,II) p = ik ± 1(k2); gcd(i, k) = 1 or 2 (VII,VIII) k2 ± k ± 1 = 0 (p)

(III) p =
{ ±(2k − 1)d (k2); d|k + 1 k+1

d : odd
±(2k + 1)d (k2); d|k − 1 k−1

d : odd
(IX) p = 22j2 + 9j + 1 (j ∈ Z)

(IV) p =
{ ±(k − 1)d (k2); d|2k + 1

±(k + 1)d (k2); d|2k − 1 (X) p = 22j2 + 13j + 2, (j ∈ Z)

(V) p =
{ ±(k + 1)d (k2); d|k + 1 d : odd

±(k − 1)d (k2); d|k − 1 d : odd

このリストが主張することは、{k(p, k)|(p, k)がリストに含まれる } ⊂ s ◦ π(LS3) ⊂ LS3 であり、次が一般
に予想されている。

予想 2 (S3, K, p) ∈ LS3 ならば π(S3, K, p)は上のリストのどれかに含まれる。

ここでまとめると、

(S3,K): doubly primitive knot ⇒ (S3, K, p) ∈ L (Berge’s work)

(S3,K): doubly primitive knot ⇐ (S3, K, p) ∈ L (Berge’s conj.)

(p, k) ∈{(I)-(X)} ⇒ s(k(p, k)) ∈ LS3 ⇒ (p, k)は定理 2,3,4を満たす

ここでもし、 (p, k)は定理 2,3,4を満たす ⇒ (p, k) ∈{(I)-(X)} が成り立つならば、この 3つの条件は同値に
なる。特に、上記のリスト S3上の doubly primitive knotの完全なリストであることになる。つまり予想 2
が解決される。また、上記のリストはレンズ空間 L(p, q)が S3上の結び目のデーン手術から得られるための
完全な判定条件にもなる。ここで、予想 2を代数的 Berge conjectureと呼ぶ。この予想は Ozsváth-Szabó
が [6]の中で Conjecture 1.12と予想しているものと同じものである。この予想が解けたとしても LS3 にお

3
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いて π−1(k(p, k)) = s(k(p, k))が成り立つか（doubly primitive knotが S3 を生む唯一つの結び目であるか
どうかは保証できない。
また、筆者は結び目のトポロジー IX,Xで講演させていただいたように S3 ではなく Σ(2, 3, 5)上のレン

ズ空間の手術 s(k(p, k)) ∈ LΣ(2,3,5) となる k(p, k)のリスト (A1)-(K)を作成した。[12, 9]をみよ。このとき
次が成り立っている。

(p, k) ∈{(I)-(X) or (A1)-(K)} ⇒ s(k(p, k)) ∈ LS3 ∪ LΣ(2,3,5) ⇒ (p, k)は定理 2,3を満たす

ゆえに、 (p, k)は定理 2,3を満たす ⇒ (p, k) ∈{(I)-(X),(A1)-(K)} が成り立つならば、(A1)-(K)はΣ(2, 3, 5)
上の doubly primitive knotの完全なリストであり、L(p, q)が Σ(2, 3, 5)の手術から得られるための完全な
判定条件になる。
この方向の命題をある条件で証明することで分類が正しいことを確かめることがここで報告するメイン

の内容である。主定理とその証明を次で証明する。

5 主定理とその証明
主定理のために準備をする。0 < k′ < pを kの (Z/pZ)× での逆元とする。このとき、mp = kk′ − 1を

満たす整数mが存在する。ここで、c = (h+1−p)(h−1)
2 とおくと、定理 2の左辺を展開係数は

ãi = −m + #{j ∈ [1, k′]Z|[qj − ki − c]p ∈ [1, k]Z}
と計算される。ここで、[1, x]Z は 1, xの間の整数の集合を表し、[α]p は整数 αを 0から p − 1の間に簡約
した値とする。ここで ḡ = k′(c − q) + 1とおき、A(n1, n2, n3) = ã−ḡ+n1k+n2k′+n3 とおく。この係数 ãi は
Alexander polynomial ai(K)を cyclicに Zに拡張したものと考える。こうしたことは Ozsváth-Szabóの不
等式 2g(K)− 1 ≤ pから自然にできる。ここで、g(K)はK の種数とする。このとき、k1 = p− k′として、

A(n1, n2, n3) − A(n1, n2 − 1, n3) = Ek′(n2q
′ + n3k

′ + n1 + 1) − Ek′(n2q
′ + (n3 − 1)k′ + n1 + 1)

= Ek1(n2q
′ − (n3 − 2)k1 + n1 + 1) − Ek1(n2q

′ − (n3 − 1)k1 + n1 + 1) (1)

が成り立つ。ここで、Ek′(y) =
{

1 [y]p ∈ [1, k′]Z
0 [y]p �∈ [1, k′]Z

である。

定理 5 (主定理) k ∈ Kに対して、k ∈ k ⊂ Z/pZが 2k2 + k + 1 = 0 (p)を満たすとする。この (p, k)が定
理 2,3の条件を満たすとする。このとき、(p, k)は上記のリストの (I),(IX),(X)もしくは、[12]の (A1)のど
れかに含まれる。
証明は途中まで ak2 + bk + 1 = 0 (p)を満たす (p, k)に対して式変形をする。
証明 ak2+bk+1 = 0 (p)が成り立つとする。ここで、a, bは正の整数とする。このとき、ak2+bk+1−np = 0
を成り立つものとする。よって、整数条件から b2 − 4a(1 − np) = X2 となる整数とする。p = X2−D

4an とす
る。ここで D = b2 − 4aとおく。さらに、X = 2anJ + γ とおく。J ≥ 0, 0 ≤ γ < 2anとなる整数である。
よって、p = anJ2 + γJ + γ2−D

4an が成り立つ。k = −b+X
2a = nJ + γ−b

2a , k1 = ak + b = anJ + γ+b
2 とおくと、

kk1 = −1 (p)を満たす。さらに、q′ = abnJ + b(γ+b)
2 − aである。

ここで b = 1と仮定する。公式 (1)を適用させると、

A(a − 1, n2, 1) − A(a − 1, n2 − 1, 1) = Ek1(n2q
′ + k1 + a) − Ek1(n2q

′ + a) (2)

が成り立つ。ここで、(2)が −1であることは、ある整数 	が存在して、

p	 ≤ n2q
′ + a < p	 + k1 ⇔ (n2 − 1)q′ ≤ p	 < n2q

′ + a ⇔ n2 =
[
p	

q′

]
+ 1 or n2 = 0,−q, · · · ,−(a − 1)q (p)

が成り立つことと同値である。また 1であるのは

n2 =
[
p	

q′

]
and �= 0,−q, · · · ,−(a−1)q (p) or n2 = −1,−q−1, · · · ,−aq−1 = k, k−q, · · · , k− (a−1)q (p)

4
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特に、
[

pn
q′

]
= k + 1が成り立つ。

A(n) = A(a−1, n, 1)とおく。ここで a = 2として、上の性質と定理 3において、Alexander polynomial
の係数の絶対値が 1以下であることを用いると Aの値は以下のように決定できる。
ここで q は k2 を p で余りをとったものであり、 2p−k−1

2 と p−k−1
2 と 2 通り可能性があるが、前者は

Alexander polynomialの係数の絶対値が1を超えさせてしまうので q = p−k−1
2 = nJ2+ γ−n

2 J+ γ2−D
16n − γ−b+4

8
である。かつ nは奇数である。
左からA(−1), A(0), A(1), · · · ,となる数列である。2行目はA(k − 1), A(k), A(k + 1), · · · ,となる数列で

ある。
1 0 −1 −1 · · · −1 0 −1 −1 · · · −1 0 −1 · · · · · ·
−1 0 1 0 · · · 0 0 1 0 · · ·

さらに A(p− q − 1), A(p− q), A(p− q + 1), · · · ,と A(p− q + k − 1), A(p− q + k), A(p− q + k + 1), · · · も

1 0 −1 −1 · · · −1 0 −1 −1 · · · −1 0 −1 · · · · · ·
−1 0 1 0 · · · 0 0 1 0 · · ·

のような数列である。この数列の特徴はA(p− jq), A(p− jq + 1), · · · , A(p− jq + k)においてA(
[

xp
q′

]
)での

値が 0となりそれ以外では −1である。ここで
[

p
q′

]
= J であるので、J > 1としておかなければならない。

また、数列 A(k + 1), A(k + 2), · · · , A(p− q − 1)と A(p− q + k + 1), A(p− q + k + 2), · · · , A(p− 1)は

1 0 · · · 0 1 0 · · · 0 1 0 · · · 0 1 0 · · · · · ·

となる数列で、同じように A(
[

xp
q′

]
)と書けるところで 1でありそれ以外では 0を成す。

ここで、γ = 1のとき、γ2−D
8n = 8

8nが整数にならなければならないからn = 1となり、p = 2J2+J+1, k =
Jであり、この場合 (2J+1, J)-トーラス結び目の p-surgeryで得られる。また、n = 1とすると 2k2+k+1 = p
であり、(2k + 1, k)-トーラス結び目の p-surgeryで得られる。よって、分類すべきなのは γ ≥ 5かつ、n ≥ 3
であることがわかる。(∵ γは奇数であり、pの定数項の整数性から 4で割って 1余る自然数を満たすからで
ある。)
今任意の整数mに対して、

m(k + 1)q′ + 2m = mpn

が成り立つが、0 ≤ m ≤ nJ のとき、2m < q′ である。よって
[

mnp
q′

]
= m(k + 1)が成り立つ。

また、
[

p
k

]
= 2J, 2J + 1であるから、同じように (i, j)成分に A(ik + j − 1)の値を入れて表にすると、

1 0 −1 −1 · · · · · · · · ·
−1 0 1 0 · · · · · ·
· · · · · · 0 1 0 · · ·
· · · 0 0

. . . . . . · · · · · · · · · · · ·
0 0 1 0 · · · −1 0 −1 · · · · · ·

· · · −1 0 −1 · · · −1 0 −1 · · · · · ·

となる。ここで、この表を上から下へ縦に読むことで、Alexander polynomialの係数 ai(K)を順番に読ん
でいることに相当することに注意する。こうして眺めてみると定理 3の条件は（曖昧な言い方であるが）多
くの場所で成り立っていることもわかる。次にいつこの条件が崩れるかについてみていくことにする。

5
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[
p−q

k

]
= J +

[
γ+2n+1

4n

]
である。よって、4n ≤ γ + 2n + 1 ⇔ 2n − 1 ≤ γ のとき、

[
p−q

k

]
= J + 1とな

る。このとき、下の A(i + jk)の表

j\i −1 0 1 · · · J − 1 J J + 1 J + 2 · · ·
0 1 0 −1 · · · −1 0 −1 −1 −1 · · ·
1 −1 0 1 0 · · · 0 1 · · ·
...

. . . . . . . . . 0
. . . 0 · · ·

... 0 1 0 0 · · ·
J 0 0 1 0 · · ·

J + 1 0 0 0 1 0 · · ·
J + 2 −1 −1 −1 −1 0 −1 · · ·

となる。定理 3から aiの 0以外の係数は iが増えるごとに−1と 1が交互に現れる。しかし、今、上の表の
うちで (i, j) = (J + 1, 1)から (i, j) = (J + 1, J + 1)まで縦にみると、0を除くと 1と 1が並んでいる。こ
れは定理 3の条件に合わないが、今 ai(K)を周期的に並べていることを思い出すと、この部分列はK の種
数を gとして ag(K), ag+1(K), · · · , ap−g(K)でしかあり得ない。よって、この場合、

−ḡ + (J + k
J + 2

2
)k′ + k + 1 =

p

2
(p)

が成り立たなければならない。これをといて、n = 7,γ = 21が得られる。つまり、p = 14J2+21J+8, k = 7J+5
である。これは [12]での分類の A1 に相当する。
次に、γ + 2n + 1 < 4n であるとする。つまり、

[
p−q
q′

]
= J であるとする。ここで、−nJ ≤ m の

とき、−q′ < 2m であるから、このような m に対して
[

(nm+1)p
q′

]
= m(k + 1) + J が成り立つ。また、

[
p
k

]
=

[
2J + γ+1

2n + 1
kn

]
= 2J +

[
γ+1
2n

]
= 2J が成り立つ。次に A(i + jk)の表で、j = 0の部分を一番下に

おき、−1 ≤ iと j < 0とする。このとき、定理 3を満たさない状況をみると
... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

−J 0 1 0 · · · · · ·
−J + 1 −1 −1 0 −1 −1 · · · −1 −1 −1 0 −1

−J + 2 0 1 0 · · · 0
... 1

...
. . . . . . . . .

...
... 0

−2 · · · 0 1 0 · · · ...
...

...
−1 0 0 0 · · · 0 1 0 0 0 0
0 1 0 −1 −1 · · · 0 −1 0 −1 −1 −1

j/i −1 0 1 2 · · · J − 2 J − 1 J J + 1 · · ·
のようになる。(J + 1, 0)から (J + 1,−J + 1)の間が−1と−1がいくつかの 0をまたいで隣り合っている。
このような状況がないためには [

n
γ+3

4

]
>

2n − γ − 1
4

を満たさなければならない (ここは紙面の都合上割愛)。式変形をして、

n ≤ (γ + 1)(γ + 3)
2(γ − 5)

が成り立つ。nは奇数、より、γ は 4で割って 1余る奇数つまり、γ = 2n − 5, 2n − 9を個別に計算すると、
どれも条件を満たさない。ゆえに、

γ + 13
2

≤ n ≤ (γ + 1)(γ + 3)
2(γ − 5)

6
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を満たす (γ, n)を見つければよいがこの不等式から即座に γ ≤ 17が成り立ち、γ2+7
8n が整数となる nとの

ペアを探すことで、(γ, n) = (9, 11), (13, 11)だけが定理 3の条件を満たす。ゆえにこれは Bergeのリストの
(IX)と (X)に対応することがわかる。□
この証明では途中で b = 1と a = 2と限ったが一般の a ∈ N, b ∈ Zに対しては多少繁雑になるが同じよ

うな証明を試みることはできるはずである。

6 謝辞
このような研究集会で講演をさせていただきましたことを、谷山公規氏、花木良氏に感謝いたします。
本研究の一部は特別研究員奨励費 (21-1458)によっています。

7 結び目の数学 Iでの [13]の講演への補足
昨年度の結び目の数学での講演 “レンズ空間から得られるホモロジー球面たち III”へのコメント

問題 1 ([13]) 双曲構造をもつホモロジー球面にも doubly primitive knotが存在するか？

解答 存在する。L(31, 10), k = 16は双曲構造をもつ多様体上の doubly primitive knotの 31-Dehn surgery
をして得られる。
他にも L(43, 10)や L(55, 31)はぞれぞれMazur typeの homology sphere W+(0, 6) (λ = −2)および、

W+(0.9) (λ = −2) の doubly primitive knotに沿った手術によって得られる。この記号は [1]による。特に
これらの homology sphereのヒーゴール種数は 2。
レンズ空間の simple knotを手術してできる多様体の双曲構造はどのような特徴をもつか？
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On the knot Floer homology of some satellite knots

Yuanyuan Bao ∗

Department of Mathematics, Tokyo Institute of Technology

In this note, we make use of some ideas in [3] to study the knot Floer homology of a class of

t-twisted satellite knots KPr
t , with companion knot K ⊂ S3 and pattern knot Pr, r ∈ Z≥0 and

t ∈ Z. We prove that the knot Floer homology of KPr
t has two features: The Alexander grading

of the knot Floer homology of KPr
t is determined by the pattern Pr; The homology itself on the

top grading is determined by the filtered chain homotopy type of ĈFK(S3, K) when |t| >> 0.

As an important application, we calculate the Seifert genus of KPr
t for all t ∈ Z.

1 Introduction

P. Ozsváth and Z. Szabó [10] defined a homology theory to oriented closed 3-manifolds, known
as the Heegaard Floer homology or Ozsváth-Szabó homology. Precisely, the associated chain

complex to a 3-manifold M is denoted ĈF (M), and its homology ĤF (M) is proven to be
a topological invariant. When considering a knot K in the 3-manifold M , P. Ozsváth and
Z. Szabó [9], and J. Rasmussen [11] respectively noticed that K induces a filtration to the

complex ĈF (M), and they proved that the filtered chain homotopy type of the filtered chain

complex is a knot invariant. When M = S3, let F (K, m) ⊂ ĈF (S3) be the subcomplex of
filtration m, m ∈ Z. Then we have:

0 ⊂ · · · ⊂ F (K, m) ⊂ F (K, m + 1) ⊂ · · · ⊂ ĈF (S3).

The associated chain complex is ĈFK(S3,K,m) = F (K, m)/F (K, m − 1) and its homology

is denoted ĤFK(S3,K,m). The homological grading of the homology group is renamed
Maslov grading, and the new grading induced from the filtration is called the Alexander grading.
The group

ĤFK(S3, K) =
⊕

i,j∈Z

ĤFKj(S3,K, i),

where i and j are Alexander grading and Malsov grading respectively, is called the knot Floer
homology of K. The Ozsváth-Szabó τ invariant is defined as:

τ(K) = min{m ∈ Z|i∗ : ĤF (F (K, m)) −→ ĤF (S3) is non-trivial}.
Given a knot K ⊂ S3 and a non-trivially properly embedded simple closed curve P ⊂ T,

where T is a solid torus, we let KP
t denote the t-twisted satellite knot with companion K and

pattern P . Let ΔK(T ) denote the symmetric Alexander-Conway polynomial of K. It is known
(see [4]) that

ΔKP
t
(T ) = ΔK(T p) · ΔOP

t
(T ). (1)

Here O denotes the unknot, and p = [P ] ∈ H1(T, Z). It is proved in [7] that the Euler charac-

teristic of the group ĤFK(S3, K) coincides with ΔK(T ).
In this note, we study the knot Floer homology of (S3, KP

t ) for some given patterns. Our
one purpose is to see how the relation (1) is reflected on the level of knot Floer homology.

This subject has been studied by M. Hedden in two cases. The (p, pn ± 1) cabled knots
were studied by M. Hedden in [2], where he showed that the Floer homology of the cabled knot

∗Email: bao.y.aa@m.titech.ac.jp
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depends only on the filtered chain homotopy type of ĈFK(S3, K) for |n| >> 0. In [3] M.
Hedden completely calculated the knot Floer homology groups and Ozsváth-Szabó τ invariants
for the Whitehead doubles. For other research related to this topic, please refer to [5] [1].

We first define the patterns to be used in our note. Let us consider the 2-bridge link
C(−2,−2, · · · ,−2) in Conway’s normal form with n terms of −2, which will be refered as
C(n) for short. We embed C(2r), r ≥ 0 nontrivially into the standard solid torus T as in Fig-
ure 1. These embeddings are chosen here to be the patterns, denoted Pr. When r = 0 for
example, the pattern P0 gives rise to the Whitehead doubles.

1

2

2 r - 1

2 r

Adding a full-twist(B , T )3
r

 

Figure 1: The left figure is the 2-bridge knot C(2r) in Conway’s normal form. Inside the block
marked with an odd (even, resp.) number is a negative (positive, resp.) full-twist. The midde
figure illustrates the way that we embed C(2r) into the solid torus T. The right figure is an
explicit example of the embedding when r = 1.

In this note, we extend M. Hedden’s ideas in [3] to study the knot Floer homology of KPr
t .

As a result, we get that the top Alexander grading of ĤFK(S3, KPr
t ) is r+1, which is fixed by

the pattern Pr, and the group ĤFK(S3, KPr
t , r + 1) for |t| >> 0 is determined by the filtered

chain homotopy type of ĈFK(S3, K).
Theorem 1.1. Let K ⊂ S3 be a knot with Seifert genus g(K) = g. Then there exists an integer
T > 0 so that for t > T > 0, we have

ĤFK∗(S3, KPr
t , r + 1) ∼= Z

t−2g−2
(r+1)

g⊕

i=−g

[
ĤF ∗−r−1(F (K, i))

]2
,

ĤFK∗(S3, KPr−t , r + 1) ∼= Tor
⊕

Z
2τ(K)−2g−2
(r+1)

⊕
Z

2τ(K)+t
(r)

g⊕

i=−g

[
ĤF ∗−r−1(F (K, i))

]2
,

where Tor is empty or denotes some torsion part of the homology, and the subindices of Z are
Maslov gradings.

The convension here is that if any power of a summand in the right-hand of an equation is
negative, we simply move the term to the left-hand of the equation and convert the power to
its opposite value, just as we usually do for multiplication of numbers. Recall that the Seifert
genus of a knot can be detected from its knot Floer homology (refer to [8]). Using Theorem 1.1,

we can determine the Seifert genus of KPr
t for any t as a corollary, the proof of which will be

omitted in this note.

Corollary 1.2. For any non-trivial knot K ⊂ S3 and t ∈ Z, the Seifert genus g(KPr
t ) of the

satellite knot KPr
t is r + 1.

2 Compatible Heegaard diagrams for satellite knots

Definition 2.1. A doubly-pointed Heegaard diagram (simply Heegaard diagram) for a knot
(M,K) is a collection of data (Σg, α = {α1, α2, · · · , αg}, β = {β1, β2, · · · , βg}, z, w), which
satisfies

2
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1. Σg is an oriented surface of genus g, called the Heegaard surface, and it splits M into two
handlebodies U1 and U2.

2. α and β are two collections of pairwise disjoint, linearly independent essential curves in
Σg such that attaching 2-handles along α and β curves respectively specifies the handle-
body U1 and U2 respectively.

3. There exist two arcs a and b in Σg with common endpoints z and w such that a ∩ α = ∅
and b ∩ β = ∅. The knot K is isotopic to the union a ∪ b after pushing the arcs a and b
properly into the handlebodies U1 and U2 respectively.

We first construct a Heegaard diagram for (S3, Pr) (see Figure 2). When r = 0, i.e. the
case of Whitehead doubles, the construction is shown in [3]. In general, let pr/qr denote the
absolute value of the slope of the rational tangle, (B3, Tr), inside the rectangle in the middle
figure of Figure 1. Namely pr/qr = [2, 2, · · · , 2], the continued fraction of 2r + 1 numbers of
2. As a trivial 2-string tangle in a 3-ball, there always exists an embedded disk in the 3-ball to
separate the two strings of the tangle Tr. The rational number pr/qr, the slope of the tangle,
gives rise a way to find a splitting disk, but we will not describe it here. Let βr ⊂ ∂B3 be the
boundary of the splitting disk. Let {A, B} and {C, D} denote the sets of endpoints of the two
strings respectively in Tr (see Figure 2).

a

r

-2

a-1

1

a2

a

y
12

qr
y y

apr-1

apr

a pr

a p

-

- +1

A

B C

D

a1

a

a

a

-1

2

-2

y 01

0 0

 

Figure 2: The right figure illustrates the Heegaard diagrams HD(S3, Pr) and HD(S1×S2, Pr).
The left figure is the case when r = 1.

We attach two one-handles to B3 along the feet A, D and B, C respectively. The resulting
manifold is a genus two handlebody, and its boundary is denoted Σ2. We claim that a Heegaard
diagram for (S3, Pr) is

HD(S3, Pr) = (Σ2, {α, λPr}, {βr, μ}, z, w),

where the curves μ, α and λPr are shown in Figure 2. Here μ is a meridian of Pr. Attaching
a 2-handle along the curve α leaves us a solid torus, which is T. Suppose the pair (μPr , λPr)
is the meridion-longitude system of T, and λPr ∩ μPr = {θ′}, we can get a Heegaard diagram
for (S1 × S2, Pr) by replacing the curve λPr with the curve μPr in the Heegaard diagram
HD(S3, Pr). Precisely, it is

HD(S1 × S2, Pr) = (Σ2, {α, μPr}, {βr, μ}, z, w).

We observe that the intersection βr ∩λPr contains qr points, labelled y1, · · · , yqr from right
to left. The intersection of βr ∩ μPr contains 2pr points, labelled a1, a−1, · · · , apr , a−pr from
bottom to top. See Figure 2.

Then we consider a Heegaard diagram for the companion knot K:

HD(S3, K) = (Σg, {α1, α2, · · · , αg−1, μK}, {β1, β2, · · · , βg}, z′, w′),

3
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KK

1

Pr

Pr

z´
z´

´
w´

́

x0

 
Figure 3: The left figure is the local picture of both HD(S3, K) and HD(S3

t (K), μK). The
middle one highlights the meridian μPr and the longitude λPr , of the solid torus T. The right
figure illustrates the boundary sum of two closed curves along the tube.

where μK is a meridian of K, and the positions of points z′ and w′ are shown in the left figure
of Figure 3. We require that μK ∩∪g

i=1βi = μK ∩β1 = {x0}. Such kinds of Heegaard diagrams

exist for any knot in S3 (see [7] for more details). In addition, one can draw a framed longitude

λK of K with framing t in the Heegaard surface Σg such that λK ∩∪g−1
i=1 αi = ∅. The longitude

λK can be arranged to have one intersection point with μK , and we denote λK ∩ μK = {θ}.
Let S3

t (K) be the 3-manifold obtained by t-surgery of S3 along K. Notice that S3
t (K) is

a rational homology sphere when t 
= 0. We may assume that t 
= 0 except in Corollary 1.2.
If we regard μK as a rationally null-homologous simple closed curve in S3

t (K), a compatible
Heegaard diagram for (S3

t (K), μK) is obtained by replacing μK with λK in HD(S3, K):

HD(S3
t (K), μK) = (Σg, {α1, α2, · · · , αg−1, λK}, {β1, β2, · · · , βg}, z′′, w′).

Here the placement of the point z′′ is shown in Figure 3.

As a result, a Heegaard diagram for (S3, KPr
t ) is given by

HD(S3, KPr
t ) = (Σg+2, {α, α1, α2, · · · , αg−1, λPr�λK , μPr�μK}, {β1, β2, · · · , βg, βr, μ}, z, w),

where Σg+2 is the connected sum of Σg and Σ2 by attaching a tube from the point θ to the
point θ′, and λPr�λK (μPr�μK , respectively) is the boundary sum of λPr and λK (μPr and μK ,
respectively) along the tube described above.

3 Relation between ĤFK(S3, KPr
t , r + 1) and ĤFK(S3

t (K), μK)

In this section we study the knot Floer homology chain complex (ĈFK(S3, KPr
t ), ∂̂) associated

to HD(S3, KPr
t ). First of all, we show that the generators are assorted into two classes. In order

to get more accurate classification, the Alexander grading differences between certain pairs of
generators are studied. As a result, we obtain a parallel result to that of Section 3 in [3], which
is, staying in the top Alexander grading, there is a natural identification of the chain complexes

ĈFK(S3, KPr
t , r + 1) =

⊕

{si∈Affine(H1(S3

t (K)))}
ĈFK(S3

t (K), μK , si),

where Affine(H1(S3
t (K))) is an affine space of H1(S3

t (K)). The curve μK here is a rationally
null-homologous curve in S3

t (K), and the corresponding knot Floer homology is introduced in

[6]. The chain complex is denoted ĈFK(S3
t (K), μK).

First of all, we claim that the generators of the chain complex ĈFK(S3, KPr
t ) are splitted

into two classes of the forms

1. {x, yi} × p ∈ ĈFK(S3, Pr) × ĈFK(S3, K), i = 1, 2, · · · , qr.

2. {x, aj} × q ∈ ĈFK(S1 × S2, Pr) × ĈFK(S3
t (K), μK), j = ±1,±2, · · · ,±pr

4
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The claim above is based on the following arguement. Recall that the generators correspond
to (g + 2)-tuple of intersection points between α curves and β curves of the Heegaard diagram

HD(S3, KPr
t ). In this Heegaard diagram, we first choose the intersection point for the curve μ

and βr, which are two β-curves of HD(S3, KPr
t ). Notice that the intersection point x ∈ μ ∩ α

has to be chosen since it is the unique choice for μ. For the curve βr, we can either choose an
intersection point in {yi}qr

i=1 = βr ∩ λPr�λK , which constitute the first class, or an intersetion

point in {aj}±pr

j=1 = βr∩μPr�μK , which make up the second class (See Figure 2 for illustration).

The intersection points of the other α curves and β curves can be naturally collected to form

generators of ĈFK(S3, K) and ĈFK(S3
t (K), μK) respectively.

Then we calculate the Alexander grading differences between pairs of generators. The
proofs of Equations (2) and (3) are similar to that of Lemmas 3.2, 3.3 in [3].

Lemma 3.1. 1. Suppose {x, yi} × pk, {x, yi} × pl ∈ ĈFK(S3, Pr) × ĈFK(S3, K) are
two generators of the first class, then

A({x, yi} × pk) = A({x, yi} × pl). (2)

2. Suppose {x, aj}× qk, {x, aj}× ql ∈ ĈFK(S1 × S2, Pr)× ĈFK(S3
t (K), μK) are two

generators of the second class, then

A({x, aj} × qk) = A({x, aj} × ql). (3)

3. For each generator q ∈ ĈFK(S3
t (K), μK) we have

A({x, aj} × q) − A({x, a−j} × q) = 1, (4)

A({x, aj} × q) − A({x, ak} × q) = A({x, aj}) − A({x, ak}), (5)

for 1 ≤ j, k ≤ pr. The Alexander grading in the right hand of (5) is the grading in the
complex ĈFK(S1 × S2, Pr).

4. There exists a generator p ∈ ĈFK(S3, K) and a generator q ∈ ĈFK(S3
t (K), μK) such

that
A({x, yj} × p) − A({x, a−j} × q) = 0, (6)

for 1 ≤ j ≤ qr.
Before going further, we state some observations to the Alexander-Conway polynomial

ΔC(2r+1)(T ) of C(2r+1), and to the complex ĈFK(S1×S2, Pr), whose homology is defined

to be the link Floer homology of C(2r + 1) in S3. Let det(L) := 2l−1 |ΔL(−1)| denote the
determinant of an l-component link L ⊂ S3. We state the following lemma.

Lemma 3.2. 1. det(C(2r + 1)) = 2pr.

2. The differential of the complex ĈFK(S1 × S2, Pr) is trivial.

On the other hand, since the link C(2r+1) is a fibered alternating link, the highest degree of

the polynomial (t1/2 − t−1/2)ΔC(2r+1)(T ), which corresponds to the top Alexander grading of

ĤFK(S3, C(2r + 1)), is r + 1, and the coefficient of the corresponding term is ±1. Therefore

rank(ĤFK(S3, C(2r + 1), r + 1)) = 1. That is to say, in the Heegaard diagram HD(S1 ×
S2, Pr), there is one any only one intersection point, denoted af(r), in μPr ∩ βr corresponding
to the top Alexander grading r + 1. Therefore this gives rise to a map

f : Z≥0 −→ Z≥0

r �−→ f(r).

From Equations (2) to (6) and the discussion above, we conclude that there are at most

2r + 3 Alexander gradings on which the chain complex ĈFK(S3, KPr
t ) is non-trivial. The

5
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chain complex on the top Alexander grading, the grading r + 1, is generated by {x, af(r)} ×
ĈFK(S3

t (K), μK). Therefore, the following identification exsits as groups:

ĈFK(KPr
t , r + 1) ∼= ĈFK(S3

t (K), μK).

Moreover, as stated in [3], the above identification can be extended to the level of complex as
follows.
Proposition 3.3. Let K be a knot in S3. Then

ĤFK(S3, KPr
t , r + 1) ∼=

⊕

{si∈Affine(H1(S3

t (K)))}
ĤFK(S3

t (K), μK , si). (7)

Proof. The proof is the same as that of Theorem 3.5 in [3].

4 Studying ĤFK(S3, KPr
t , r + 1) when |t| >> 0

In this section, we will mimic the proofs in Section 4 of [3] to calculate ĤFK(S3, KPr
t , r + 1)

when t is sufficiently large. First of all, we recall a theorem from M. Hedden [3].
Theorem 4.1 ([3]). Let K ⊂ S3 be a knot. There exists an integer T > 0 such that for t > T
the following holds for all m.

ĤFK∗(S3
t (K), μK , sm) ∼= ĤF ∗+d−(m)(F (K, m)) ⊕ ĤF ∗−2m+d−(m)(F (K,−m − 1)),

ĤFK∗(S3
−t(K), μK , sm) ∼= ĤF ∗−d+(m)(

ĈF (S3)
F (K, m)

) ⊕ ĤF ∗−2m−d+(m)(
ĈF (S3)

F (K,−m − 1)
),

where d±(m) = (t − (2m ± t)2)/4t.
Proposition 3.4 and Theorem 4.1 imply a relation between ĤFK(S3, KPr

t , r + 1) and the

filtered chain homology groups of ĈFK(S3, K), but no relation about Maslov grading is men-
tioned. In order to solve the problem, we first restate a lemma in [3], which studies the Maslov
gradings of some generators.

Each generator in {x, y1}×ĈFK(S3, K) is of the form {x, y1}×{x0, z} for some (g−1)-
tuple z = (z1, z2, . . . , zg−1) where zi ∈ αi ∩ βσ(i)+1 for 1 ≤ i ≤ g − 1, for some σ ∈ Sg−1,

while each generator in {x, aj} × ĈFK(S3
t (K), μK) is of the form {x, aj} × {xλK

, z} for
some point xλK

∈ β1 ∩ λK�λPr . We call the regular neighborhood μK × I ⊂ Σg of μK

the winding region of the Heegaard diagram HD(S3
t (K), μK). We can assume that for the

longitude curve λK of framing t, there are t intersection points in β1 ∩λK�λPr supported in the
winding region μK × I . For convenince, let {xk| �−t/2� ≤ k ≤ �t/2� , k 
= 0} denote the set
of these intersection points, where �∗� is the integer such that 0 ≤ ∗−�∗� < 1. We arrange that
the point xk with k > 0 (k < 0) stays in the right (left) of the point x0.

Now we recall Lemmas 4.5, 4.6 in [3]. We modify them to our context as follows.
Lemma 4.2. Let k > 0. For t >> 0 we have

gr({x, af(0)} × {xk, z}) = gr({x, y1} × {x0, z}) + 1,

gr({x, af(0)} × {x−k, z}) = gr({x, y1} × {x0, z}) + 2A(z) + 1,

while for t << 0,

gr({x, af(0)} × {xk, z}) = gr({x, y1} × {x0, z}),

gr({x, af(0)} × {x−k, z}) = gr({x, y1} × {x0, z}) + 2A(z).

Here A(z) denotes the Alexander grading of {x0, z} in the complex ĈFK(S3, K).

6
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Figure 4: The left figure illustrates the domain φf(r) from af(r) to af(r−1). The right figure is a
petagon obtained by cutting φf(r) along the curve α.

On the other hand, there is a Whitney disk φf(r) connecting {x, af(r−1)} × p to some gen-

erator {x, a∗} × p for any p ∈ ĈFK(S3
t (K), μK). See the shadowed domain in Figure 4. We

assert that a∗ = af(r) without proof. We can calculate to get that

gr({x, af(r)} × p) − gr({x, af(r−1)} × p) = 1.

Combining this together with Lemma 4.2, we get the follows relations by the additivity of
Maslov grading [10]. For t >> 0 and k > 0 we have

gr({x, af(r)} × {xk, z}) = gr({x, y1} × {x0, z}) + r + 1,

gr({x, af(r)} × {x−k, z}) = gr({x, y1} × {x0, z}) + 2A(z) + r + 1,
(8)

while for t << 0, we have

gr({x, af(r)} × {xk, z}) = gr({x, y1} × {x0, z}) + r,

gr({x, af(r)} × {x−k, z}) = gr({x, y1} × {x0, z}) + 2A(z) + r.
(9)

Equations (8) and (9) allow us to apply the proof of Theorem 4.2 in [3] to our cases. We can
fix the grading difference, and get the following lemma.

Lemma 4.3. For all t > T > 0, there are isomorphisms of absolutely Z-graded abelian groups:

ĤFK∗(S3, KPr
t , r+1) ∼=

m=�t/2�⊕

m=�−t/2+1�

[
ĤF ∗−r−1(F (K, m)) ⊕ ĤF ∗−r−1(F (K,−m − 1))

]
,

ĤFK∗(S3, KPr−t , r + 1) ∼=
m=�t/2�⊕

m=�−t/2+1�

[
ĤF ∗−r(

ĈF (S3)
F (K, m)

) ⊕ ĤF ∗−r(
ĈF (S3)

F (K,−m − 1)
)

]
.

Proof. The idea of the proof is the same as that of Theorem 4.2 in [3].

Since |t| is sufficiently large, so we assume that |t| > g and apply the adjunction inequality
[9] to Lemma 4.3, which becomes equivalent to the following lemma.

Lemma 4.4. Let K ⊂ S3 be a knot with Seifert genus g(K) = g. Then for all t > T > 0 there
are isomorphisms of absolutely Z-graded abelian groups:

ĤFK∗(S3, KPr
t , r + 1) ∼= Z

t−2g−2
(r+1)

g⊕

m=−g

[
ĤF ∗−r−1(F (K, m))

]2
,

ĤFK∗(S3, KPr−t , r + 1) ∼= Z
t−2g
(r)

g⊕

m=−g

[
ĤF ∗−r(ĈF (S3)/F (K, m))

]2
.

7
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Here we state a lemma, which is similar to Lemma 5.3 from M. Hedden in [3].
Lemma 4.5. Let K ⊂ S3 be a knot with Seifert genus g(K) = g, and t > T > 0 as above.
Then

ĤFK∗(S3, KPr
t , r + 1) = ĤFK∗(S3, KPr−t , r + 1) if∗ 
= r, r + 1,

rk(ĤFKr(S3, KPr
t , r + 1)) = rk(ĤFKr(S3, KPr−t , r + 1)) − t − 2τ(K),

rk(ĤFKr+1(S3, KPr
t , r + 1)) = rk(ĤFKr+1(S3, KPr−t , r + 1)) + t − 2τ(K).

Proof of Theorem 1.1. Applying Lemma 4.5 to replace ĤF (ĈF (S3)/F (K, m)) with ĤF (F (K, m))
in Lemma 4.4 completes the proof.
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境界底タングルの普遍 sl2不変量について

鈴木　咲衣
京都大学数理解析研究所

1 概要
底タングルとは立方体 [0, 1]3の中の向きとフレーミング付きのタングルで，境界が底に

一列に並び，一つの紐の２つの境界が隣り合っているようなもののことをいう．ただし，
閉じた成分は含まない．任意の絡み目のイソトピー類は底タングルの境界を閉じることに
より得られる．

R3 内の任意の結び目K は，R3 に埋め込まれたコンパクトで向き付けられた曲面の境界
となる．そのような曲面をK の Seifert曲面と呼ぶ．絡み目 L = L1 ∪ · · · ∪ Ln は，各成
分 Li が互いに交わりを持たない Seifert曲面を張るときに境界絡み目と呼ばれる．

１成分底タングル T を [0, 1]3 の底の直線で閉じた結び目 K を考える．K は [0, 1]3 に埋
め込まれたコンパクトで向き付けられた曲面を張る．そのような曲面を底タングル T の
Seifert曲面と呼ぶ．底タングル T = T1 ∪ · · · ∪ Tn は，各成分 Ti が互いに交わりを持た
ない Seifert曲面を張るときに境界絡み目と呼ばれる．
任意のリボン Hopf代数 U とその有限次元表現を与えるごとに，絡み目の不変量を構

成することが出来る [5]．普遍不変量とは，リボン Hopf代数 U から定義され，上記の不
変量に対して普遍性を持つような，タングルと絡み目の不変量である [3, 4]．リー環 sl2

の量子展開環 Uh(sl2)は完備化されたリボン Q[[h]]-Hopf代数である．リボン Hopf代数
Uh(sl2)から得られる普遍不変量を普遍 sl2 不変量と呼ぶ．この講演では，境界底タング
ルの普遍 sl2 不変量の代数的性質を紹介する．

1
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2 量子展開環Uh(sl2)のリボンホップ代数構造
この節では，量子展開環 Uh(sl2)のリボンホップ代数構造を紹介する．ここからは次の

q-整数を用いる．

{i}q = qi − 1, {i}q,n = {i}q{i − 1}q · · · {i − n + 1}q, {n}q! = {n}q,n,

[i]q = {i}q/{1}q, [n]q! = [n]q[n − 1]q · · · [1]q,

[
i

n

]

q

= {i}q,n/{n}q!,

i ∈ Z, n ≥ 0. 不定元 hに関する形式的冪級数環を Q[[h]]と表す．量子展開環 Uh(sl2)と
は，トポロジカルにH,E,F で生成され，関係式

HE − EH = 2E, HF − FH = −2F, EF − FE =
K − K−1

q1/2 − q−1/2
,

で定義される h進完備 Q[[h]]-代数である．ただし，

q = exp h, K = qH/2 = exp
hH

2

とおいた．
次に，Uh(sl2)に入る (完備化された)リボンホップ代数構造について説明する．Uh(sl2)

の完備化された n重テンソル積を Uh(sl2)⊗̂nと書く．余積Δ: Uh(sl2) → Uh(sl2)⊗̂2，余
単位射 ε : Uh(sl2) → Q[[h]]，対合射 S : Uh(sl2) → Uh(sl2)は次で定義される．

Δ(H) = H ⊗ 1 + 1 ⊗ H, ε(H) = 0, S(H) = −H,

Δ(E) = E ⊗ 1 + K ⊗ E, ε(E) = 0, S(E) = −K−1E,

Δ(F ) = F ⊗ K−1 + 1 ⊗ F, ε(F ) = 0, S(F ) = −FK．

普遍 R-行列とその逆元は次で与えられる．

R = D
(∑

i≥0

q
1
2 i(i−1)F̃ (i)K−i ⊗ ei

)
, R−1 = D−1

( ∑

i≥0

(−1)iF̃ (i) ⊗ K−iei
)
,

ただし

e = q−1/2(q − 1)E, F̃ (i) =
F iKi

[i]q!
, D = q

1
4 H⊗H = exp

(h

4
H ⊗ H

)
,

i ≥ 1．以下 R =
∑

k αk ⊗ βk, R−1 =
∑

k ᾱk ⊗ β̄k とおく．リボン元とその逆元は次で与
えられる．

r =
∑

k

ᾱkK−1β̄k =
∑

k

β̄kKᾱk, r−1 =
∑

k

αkKβk =
∑

k

βkK−1αk．
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図 1: 基本図．向きは任意．

図 2: 基本図へのラベルの置き方．

3 底タングルの普遍 sl2不変量と色つきJones多項式
この節では，底タングルの普遍 sl2 不変量の定義をする．後に普遍 sl2 不変量と色つき

Jones多項式の関係を紹介する．n成分底タングル T = T1 ∪ · · · ∪ Tnに対して，T の普遍
sl2不変量 JT ∈ Uh(sl2)⊗̂nを以下で定める．まず T の図式 P を一つ選び，その交点の集
合を C(P )とおく．ただし P は基本図（図 1参照）を縦と横につなげて得られる絡み目
図式とする．射

s : C(P ) → {0, 1, 2, . . .}

を図式P のステイトと呼ぶ．図式P のステイトの集合をS(P )と書く．各ステイト s ∈ S(P )
に対して，Uh(sl2)⊗̂nの元 J(P, s)を以下で定める．まず図式 P の各基本図 に対して，図
2 のようにラベルを貼る．（図 2 にない基本図にはラベルを貼らない．）ここで “S′” は，紐
の向きが下向きのとき idに，上向きのとき Sに置き換える．J(P, s) ∈ Uh(sl2)⊗̂nのテン
ソル積の i成分を，Ti 成分に置かれたラベルの積で定義する．ここで，ラベルは紐を逆
向きにたどりながら読み，読んだ順に左から右へ書く，という方法で積をとる． 例えば，

図 3: (a)底タングル C. (b)底タングル C の図式 P とラベル.
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図 3の底タングル C の図式 P については

J(P, s) = S(αi)S(βj) ⊗ αjβiᾱkKS(β̄k).

ただし s(c1) = i, s(c2) = j, s(c3) = kとおいた．すると，J(P, s)のステイト和

JT =
∑

s∈S(P )

J(P, s)

は T の図式の取り方によらない値となり，底タングルの不変量を定める (cf. [4])．先ほど
の例では

JC =
∑

i,j,k

S(αi)S(βj) ⊗ αjβiᾱkKS(β̄k)

=
∑

i,j,k

(−1)i+jq−
1
2 k(k−1)−j2+2ij−3jk+2ki

[
j + k

j

]

q

× D−2(1 ⊗ q
1
4 H(H+2))(F̃ (i)K−2jej ⊗ F̃ (j+k)K2(j−i)ek+i).

次に普遍 sl2 不変量と色つき Jones多項式の関係を述べる．

ρi : Uh(sl2) → End(Wi), i = 1, . . . , n

を Uh(sl2)の有限次元表現とする．Wi に付随する射 trWi
q : Uh(sl2) → Q[[h]]，

trWi
q (x) = tr(ρi(K−1x)), x ∈ Uh(sl2)

を量子トレースと呼ぶ．絡み目 L = L1 ∪ · · · ∪Lnに対して，各 LiにWiを対応させて得
られる色つき Jones多項式 JL;W1,...,Wn は Z[q1/4, q−1/4]に値をもつ．絡み目 Lが底タン
グル T を閉じて得られるとすると，

JL;W1,...,Wn = (trW1
q ⊗ · · · ⊗ trWn

q )(JT )

が成り立つ．

4 主定理とその応用
この節では主定理（定理 1）と応用（定理 2）を紹介する．定理 1,2は葉廣 [2]による予
想の解決である．

K±2, e, F̃ (i), i ≥ 1で生成される Uh(sl2)の Z[q, q−1]-部分代数を Uev
q とする．Uev

q の，
フィルトレーション Fk(Uev

q ) = Uev
q ekUev

q , k ≥ 0を用いた完備化を Ũev
q とする．すなわち

Ũev
q = Image

(
lim←−

k

Uev
q /Fk(Uev

q ) → Uh(sl2)
)
.
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図 4: 閉じると Borromean絡み目になる底タングル B．

同様に，(Uev
q )⊗n のフィルトレーション

Fk((Uev
q )⊗n) =

n∑

i=1

(Uev
q )⊗i−1 ⊗Fk(Uev

q ) ⊗ (Uev
q )⊗n−i, k ≥ 0

を用いた完備化を (Ũev
q )⊗̃n とする．閉じると algebraically split (すべてのフレーミング

とすべての絡み数が 0)になる n成分底タングルの普遍 sl2 不変量は (Ũev
q )⊗̃n に含まれる

ことが知られている (葉廣 [2]). 例えば Borromean絡み目は algebraically splitな絡み目
の例である．閉じると Borromean絡み目になる底タングル B(図 4)の普遍 sl2 不変量は
次で与えられる．

JB =
∑

m1,m2,m3,n1,n2,n3≥0

(−1)n1+n2+n3qm3+n3q
P3

i=1

(
− 1

2 mi(mi+1)−ni+mimi+1−2mini−1

)

F̃ (n3)em1 F̃ (m3)en1K−2m2 ⊗ F̃ (n1)em2 F̃ (m1)en2K−2m3 ⊗ F̃ (n2)em3 F̃ (m2)en3K−2m1 ,

ただし添え字 iは 3を法として考える．
次に K±2, e, f := (q − 1)FK で生成される Uev

q の Z[q, q−1]-部分代数を Ūev
q とする．

(Ūev
q )⊗n の，フィルトレーション Fk((Ūev

q )⊗n) = Fk((Uev
q )⊗n) ∩ (Ūev

q )⊗n, k ≥ 0を用い
た完備化を (Ūev

q )˜⊗̃n とする．

定理 1. T をフレーミング 0の n成分境界底タングルとする．このとき JT ∈ (Ūev
q )˜⊗̃n

が成り立つ．

補足 1. フレーミング 0の n成分境界絡み目は algebraically splitである．f iと F̃ (i)の間
の関係式

f i = q−
1
2 i(i−1){i}q!F̃ (i)

に注意．

補足 2. 葉廣 [2]により 1成分底タングルに対しての定理 1の主張はすでに示されている
(1成分底タングルは境界底タングルである)．また，筆者は定理 1の境界底タングルをリ
ボン底タングルに置き換えた主張を示した [6]．

次に主定理の応用を紹介する．Q(q1/2)-加群

Span
Q(q1/2){Vl | l ≥ 1}, Vl : l次元既約表現

41「結び目の数学Ⅱ」報告集



にテンソル積で積を定めた環をRとする．l ≥ 0に対して，

Pl =
l−1∏

i=0

(V2 − qi+ 1
2 − q−i− 1

2 ) ∈ R

とおく．葉廣 [2]による議論により，先の部分代数 (Ūev
q )˜⊗̃nから量子トレース trPl1

q ⊗ · · ·⊗
trPln

q を取ることで次の定理が得られる．

定理 2. Lをフレーミング 0の n成分境界絡み目，li, i = 1, . . . , nを非負整数とする．こ
のとき次が成り立つ．

JL;Pl1 ,...,Pln
∈ {2lj + 1}q!

{1}q
Il1 · · · Îlj · · · Iln , (1)

ただし j は lj = max{li | i = i = 1, . . . , n}となる整数，また

Il =〈{l − k}q!{k}q!{l}q! | k = 0, . . . , l〉ideal in Z[q1/2,q−1/2].

補足 3. m ≥ 1に対して Φm ∈ Z[q]をm次の円分多項式とする．このとき {2l + 1}q!，Il

はそれぞれ
∏

m Φf(l,m)
m ，

∏
m Φf ′(l,m)

m で生成されるイデアルに含まれる． ただし

f(l, m) =
⌊2l + 1

m

⌋
, f ′(l, m) = max{0,

⌊ l − m + 1
m

⌋} +
⌊ l

m

⌋
.

ここで r ∈ Qに対して �r�は r以下の最大の整数．よって (1)の左辺は

Φ2(l1+···+ln)
1

∏

m≥2

Φf(lj ,m)
m

∏

li �=lj

( ∏

m≥2

Φf ′(li,m)
m

)

で生成されるイデアルに含まれる．

＜例＞

• Lをフレーミング 0の n成分境界絡み目とする．上記の定理で l1 = · · · = ln = 1, 2, 3
とすると

JL;P1,...,P1 ∈Φ2n
1 Φ2Φ3Z[q1/2, q−1/2],

JL;P2,...,P2 ∈Φ4n
1 Φn+1

2 Φ3Φ4Φ5Z[q1/2, q−1/2],

JL;P3,...,P3 ∈Φ6n
1 Φ2n+1

2 Φn+1
3 Φ4Φ5Φ6Φ7Z[q1/2, q−1/2].

• フレーミング 0とした 3交点結び目K31 , リボン結び目K61 に対しては

JK31 ;P1 = −q−1/2Φ2
1Φ2Φ3, JK61 ;P1 = −q−5/2Φ2

1Φ2Φ3Φ4.

図 3の底タングル C を閉じて得られる絡み目を LC とおく．このとき

JLC ;P1,P1 =q3/4
{
q−3/2Φ1(q1/2 − 1)2(q + q1/2 + 1)

} ∈ q1/4Z[q1/2, q−1/2].

図 4の底タングル B を閉じた Borromean絡み目を LB とおく．このとき

JB;P1,P1,P1 = −q−7/2Φ4
1Φ2Φ3.
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図 5: 互いに交わりを持たない Seifert曲面 (∂Fi = Ti) の集まり．

5 境界底タングルの普遍不変量
この節では定理 1の証明の鍵となる命題を紹介する．Y : Uh(sl2)⊗̂2 → Uh(sl2) を次で

定義する．

Y (
∑

x ⊗ y) =
∑

i

∑ (
x � βiS((αi � y)(1))

)
((αi � y)(2)).

ただし 余積をΔ(x) =
∑

x(1) ⊗ x(2) とおき，随伴作用を

x � y :=
∑

x(1)yS(x(2))

とおいた．g, g1, . . . , gn ≥ 0に対して μ[g] : U ⊗̂g
h → Uh, μ[g1,...,gn] : U

⊗̂(g1+···+gn)
h → U ⊗̂n

h

を次で定義する．

μ[g](x1 ⊗ · · · ⊗ xg) = x1x2 · · ·xg, μ[g1,...,gn] = μ[g1] ⊗ · · · ⊗ μ[gn].

命題 3 (葉廣 [1]). T = T1 ∪ · · · ∪ Tn をフレーミング 0の境界底タングルとする．F =
F1 ∪ · · · ∪ Fn ∈ [0, 1]3を連結成分 nの曲面で，i = 1, . . . , nに対して各 Fiが Tiの Seifert
曲面となるようなものとする．Fi の種数 gi とおく．このとき 2(g1 + · · · + gn)成分底タ
ングル T ′ = T ′

1 ∪ · · · ∪ T ′
2(g1+···+gn) で次の性質をみたすものが存在する．

JT = μ[g1,...,gn]Y ⊗(g1+···+gn)(JT ′).

実際，まず曲面F を図 5のように整える．すると上部の長方形内に，ある 2(g1+· · ·+gn)
成分底タングル T ′を 2重化した図が見える．ただし 2重化した線の片方は向きが逆になっ
ていることに注意．このような T ′ から，T は次の 2ステップを経て得られる．

(ステップ 1) T ′の 2i− 1, 2i番目の成分を 2重化し，2重化された片方の紐の向きを変え，図 6の
ように下にパーツを付ける (i = 1, . . . , g1 + · · · + gn)．

(ステップ 2) 前から順に g1, . . . , gn 成分ごとにくっつける (図 7)．

ステップ 1は JT ′ のテンソル積の 2i − 1, 2i番目の成分に Y を作用させることに対応し
ている．ステップ 2 はステップ 1 で得られた底タングルの不変量 Y ⊗(g1+···+gn)(JT ′) に
μ[g1,...,gn] を作用させることに対応している．
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図 6: (a)パーツ． (b) Step1．

図 7: Step2．
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� � ��� �� � � � ���

� �
�� ��

写像 �は反圏化を次元とする圏化である� 次元は �に対して次の意味で�良い�逆写像になって
いる� 圏には写像という概念があるので ��の同型類を考えることができる� ��の同型類から
どのベクトル空間を取っても�その空間の次元は �である� つまり�集合���の元たちは � �� ���

の対象の同型類たちとして実現されている� そして ���は代数構造�と�を持つがこれらは
� �� ���の中で�と�として実現される� さらに����を局所化した代数構造�を持つ整数の集
合 �を考える� この集合 �から圏��� �� ���� �� �� ���の複体の圏�	��� �� ����のホモトピー
圏�の中へ次のような圏化がある�

� � � �� ��� � � ����

��

�

��

����	 �	
�

��	
�

��	 �	 ����

写像 �は反圏化を����
 標数 �次元の交代和�とする圏化である�

�積構造�と����������であるにはもう少し工夫が必要である��

次の事実は圏化をすることの有益な点である�

���� 代数構造を持つ集合の中の等式は圏のある完全系列から自然に得られる� 集合の中で等式
を探すことは非常に困難であるが�写像の情報を持つ圏の中で完全系列を探すことの方が
容易であり�等式が自然に得られる�

�
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���� 集合を複体の圏の中に圏化が実現できれば�集合の元�の圏化����のホモロジーの���	
���
多項式 ����は �の量子化である� ここで �は複体の次数に付随する形式的変数である�つ
まり ����� � �である�

� 絡み目ホモロジーの歴史
�����	��は絡み目の不変量である ��	��多項式 ����をある複体の圏の対象で圏化した� そ

して�この複体のホモロジー����は������������変形で不変なホモロジーであることを証明し
た� このホモロジーの ���	
���多項式 ������は上の ����の意味で ��	��多項式の量子化になっ
ており ������� � ����を満たす� 量子化された ��	��多項式 ���� ��は ��	��多項式 ����では
分類できなかった絡み目が分類できることが知られている� したがって�ジョーンズ多項式の圏
化を用いた量子化 ���� ��は意味のある量子化となっている�
��	��多項式は量子群�������とその２次元ベクトル表現 ��に付随する絡み目量子不変量であ
るから� 一般に�他の量子群�����とその既約表現��に付随する絡み目量子不変量に対して同様
に圏化できないかと考えるのは自然である� 実際������	��と����	���は�������とそのベクト
ル表現 ��に付随する絡み目量子不変量 �� !"#$多項式�を行列因子化 ������% &�
���������	�
の複体の圏の中で圏化をした�
これまで私は彼らの仕事を基にして�������とその基本表現たち���� �	 � �� 


� �� ��に付随

する絡み目量子不変量 �色付� !"#$多項式�を行列因子化の複体の圏の中で圏化することに
取り組んできた� 最近�私が得た結果は ����の考え方を元に色付� !"#$多項式を量子化し�'
変数の絡み目 �有理�多項式不変量を定義したことである� まず色付� !"#$多項式に対応す
る行列因子化の複体を定義した� このホモロジーの���	
���多項式を正規化して色付� !"#$
多項式の量子化に成功した� 色付� !"#$多項式では分類できなかった結び目が量子化され
た多項式では分類できることが期待できる�

� ������行列因子化
ここからの節は私の学位論文「()�	�)� ����� ���� *�	� �	�����	� �	� �����% &�
���������	��

学位論文� 名古屋大学 多元数理科学研究科� �++,年 �+月 ���-��.+,+/�+��+��」について解説す
る�
�����	��ホモロジー ���	��多項式の圏化�では次数付ベクトル空間� 0�1����� � が幾何学的

対象 ��� の空間の ��に対応していた� しかし�� !"#$2�3多項式では幾何学的対象に３価
平面図が現れ�この幾何学的対象をどのように代数で記述するかは問題であった� �����	��と
����	���は幾何学的対象である３価平面図を次数付����)*行列因子化という代数的対象で記
述できることを発見した�

�本来は�係数次数付加群���������であるが行列因子化の話と合わせる為に � 上で話を進める� もう少し言う
と �係数次数付加群 ���������で議論を進めるとホモロジーに ������	����が現れるのでより詳細な情報が得ら
れる� では行列因子化を �上で議論すればより詳細な情報が得られるのではと誰もが思うであろう� しかし
�上
で議論は相当難しいと思う�
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定義 ��� �����	
行列因子化�

次数付多項式環� �� � ��� � ��� ���� ��� ���は偶数次数を持つ � の斉次次数の多項式 �� �と自由��

加群� に対して������行列因子化���� ��� は次で定義される �巡回鎖	

��� �
�� ��

�
�� ����

�
��	
�� �	
��� �

�� ��
�

�� ����
�
��	
�� �	
��� �

�� ��� �

ここで� � � � 
	 � �� ��で肩の 	は次数を表し�写像 �� �は積として� の元に作用する	 簡単
の為 �

�
�

�� ���
�
��	
�� �	
��� �

�� �

�

と略記される	

関手と呼ばれる圏への操作である�次数のシフト �
�と射を取り替える関手 ���は次で定義さ
れる�

���� ����
� ��
�
��
�

�
�� ���

�
��	
�� �	
�� �
� �

�� ��
��
�
�

���� ��� ��� �� ��������� �

二つの������行列因子化�  � が与えられるとテンソル積� �� が得られる� いろいろな
������行列因子化をテンソルして得られるものを対象とする圏����を用いてホモロジーまた
は（��）の意味での量子化を行う� 以下の圏の対象の同型を認めてしまえばテンソル積の定義
を知らなくとも計算は可能である�

命題 ���

��� �でない有理数 �に対して

���� ��� � ����� ������ �

��� ���� ��� ��� � ���� ��� ��
�
� �	
���� �	
��� ��

��� ��� ��� �
�

� �	 � �� ���� 
� を多項式環�の斉次 �次数多項式� � を自由�加群とする	 多項式
��� 			� ��が�の正則列�を成し�次の条件を満たしているとする	

��
���

���� �

��
���

���
�

� ��� ��

このとき�
�

�
	��

� ��	� �	�� �
�

�
	��

�
�
�	� �

�

	

�
�
�

���（���������������による定理の一般化）� � � ���を � � ���� ��� ���� �
�で生成される多
項式環� ��� �� �� � 	 � ��をさらに � � ���� ��� ���� ���も加えて生成される多項式環����の斉次�

次数多項式とする	 � を自由����加群とする	 多項式列  � ����� ��� ���� ���� � � ����� ��� ���� ���

は次の条件を満たしているとする	

�一般に �加群は基底を持つとは限らないが�加群で基底が存在しているものを自由�加群と言う�つまり �
加群として� � ��

��������� ここで ����は �� � �の次数シフト�
���� ���� ��が�の正則列であるとは�すべての �について ��� ���� ��は商環�������� ���� ���において零因子で

ない（つまりどのような �������� ���� ���の元と積をとっても �とならない）かつ ���� ���� ���� �� �
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���
��

��� ���� ��� �� � ��

���� ある �が存在して� ����� �� � ����が ����� �� �� �を満たす�

このとき�

	������ � 	�
�

	��
�

	������� 


ここで
�

	�は第 �成分を取り除いた列�

� ������� ��������	 
��� ��������

上記の行列因子化の圏を用いてタイトルにある「
����� ��������� ��� �������」を量子
化する� この量子不変量は村上斉氏� 大槻知忠氏� 山田修司氏によって色付平面図による状態和
表示が与えられており�これを補正した絡み目不変量を ����の思想を用いて量子化をした�

�
� �

�
�

�

��
���

��������������

� ��

� �

�����

���

�

���

�
�

���� � � �� 
�� �

��
��
�

�
�
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��

�� �� �

�
��
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�
�
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��
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�� �� �

�
�� ��
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�
�

��
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��

���� ��

�
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��

���� �� ��

��

���� ��

�
��
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���� ��

���

���
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��
��������� �

�
�� � �

��

�
�

��� �

�
�� � �

�� � �

�
�

���

���

����

他いくつかの関係式がある�

色付交点は色付３価平面図が組み合わさった平面図の線形和で展開されるている� したがっ
て色付曲線や色付３価平面図に対して行列因子化を定義し�それらを張り合わせること �テンソ
ル積をとること�で組み合わさった平面図を行列因子化で記述することをする�

� 一般化された対称多項式と冪和
色付３価平面図の行列因子化を定義をする前に必要な多項式を導入する� ��	�を次数 ���� � � �

��添え字�の変数で�� � �のときは ��	� � �とする� �
�
�
��� を�個の変数 ��	� �� � � � ��の列と

する�

�
�
�
��� � ���	�� ��	�� 


� �
	��
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正整数の列 ���� ��� ���� ���と添え字の列 ���� ��� ���� ���に対して� �
��������������
��������������

を �
��� �
��� �

� �
��� �
��� �

�

���� �
��� �
��� �
の変数たちで生成される多項式環とする�

�
��������������
��������������

� � ������ � ����� � ���� ������� ���� ����� � ����� � ���� ��������

定義 ���

������ � ��を非負整数に対して ��負整数に対して��に値をもつ関数とする� 正整数の列
���� ��� ���� ���と添え字の列 ���� ��� ���� ���に対して� �

��������������
��������������

を�
��� �
��� �

�	 � �� ���� 
�の多項
式からなる有理多項式

��

���

�� 	 ����� 	 ���	 ���������
�����

�
��������������
����������������

を�
��������������
��������������

の次数が 
�の単項式たちからなる多項式とする�

例えば�

�
��������
����������

�
�� 	 �������� 	 ����� 	 ����� 	 ������

�� 	 ����� 	 ������
�

�
��������
������������

�
�� 	 �������� 	 ����� 	 ����� 	 ������

�� 	 ����� 	 ������
の次数 �の多項式

� 
���������� � ������ 	 ������� 	 ������������� 	 ������

������������ 	 ����������� 	 ����� 	 ���������� �

注意 ���

　上記のように書き下すと多項式が複雑で�どのように振る舞うかが良く解らない�しかし�多
項式たちを�

��������������
��������������

のようにまとめて記述することで議論が明確になる�

�
��� �����������
��� �����������

を�
��������������
����������������

�� � ����の列とする

�
��� �����������
��� �����������

� ��
��������������
����������������

������ �

�を添え字とする変数 ����� ����� ���� ����を考える�ここでどの変数も次数は �とする� これらの変
数からなる冪和 ����

��� � ����
��� � ���� ����

��� を基本対称式���� �
�

�������������
����������� �� �� � � � ��

で書き下した多項式を�������	 ����	 ���	 �����または ����
���
��� �として表す� つまり�

����
���
��� � � �������	 ����	 ���	 ����� � ����

��� � ����
��� � ���� ����

��� �

� 行列因子化と色付３価平面図
上記の多項式を用いて平面図に対応する行列因子化を定義する�

定義 ���

端点に添え字が付けられた色付曲線を考える�

�

��

��

�� � 	 � 
�	
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この曲線に対する行列因子化を

�

�
�

��

��

�
�

��
�

�
���

�

�
�

���
���������

���
����� ��

���
�����

�
�
�����
�����

���

で定義する� ここで�
���
�������は以下の多項式

����
���
������ ���� �

���
�������� �

���
������ ���� �

���
������� ����

���
������ ���� �

���
������ �

���
�	������ ���� �

���
������

�
���
����� ��

���
�����

�

端点に添え字が付けられた色付３価平面図を考える�

��

����

��

����

��

�� ��

��

�� ��

�� � �
 � �� 	�� � ���

左側の３価平面図に対する行列因子化を

�

�
��� ��

����

��

����

�
		


�

��
��

�
���

�

�



�������
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����� ��

����
���
� ��

�������
�������

�
�
��� �������

�������

� ���

ここで

�������
���
����� は以下の多項式

�
�������� �

�������
���������� �

����
���
� � �

����
�	���
�� ����� �������� �

�������
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�������
������� � �

����
�	���
�� ����

�
����
���
� ��

�������
�������

�

右側の３価平面図に対する行列因子化を

�

�
��� ��

�� ��

��

�� ��
�
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�
���

�

�
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ここで 	
�������
�������
� は以下の多項式

�
�������� �

����
�����
�� �

�������
������� � �

�������
�	�������� ����� �������� �

����
�����
�� �

����
���
� � �

�������
�	�������� ����

�
�������
������� ��

����
���
�

�

一般の色付３価平面図に対する行列因子化を上で定義した３価平面図たちを張り合わせるこ
とで定義する� その張り合わせは次のようにして定義される�
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図 �� 色付平面図の張り合わせ１

定義 ���

３価平面図 �を２つの３価平面図 ��と��の（共通の成分のない）和からなるとする� ��と��
の行列因子化が解っていると仮定しよう� それら行列因子化を �� �� ��� �� �� ��として表す� �

に対する行列因子化を��と ��の行列因子化のテンソル積として定義する�

�� � �� �� �� �� �� � �� �� ���

図 �の左と中央にある端点に添え字が付けられた３価平面図��と ��を考える� 左の平面図
��は色�で端点方向に向きを持った足を持ち	中央の平面図��は色�で端点方向からの向き
を持った足を持っている�このように足の色が等しく足の向きが異なるっているところでのみ張
り合わせを行う� これら３価平面図 ��と ��を張り合わせると図 �の右の平面図 ��が得られ
る�

定義 ���

��の行列因子化は ��と ��の行列因子化 �� �� ��と �� �� ��のテンソル積を取り�張り合わ
さった端点の添え字を一致させることで定義する�

������ �� ������ � ������

�
�
�
�

���

���
��

���
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�	

図 �� 色付平面図の張り合わせ２

図 �左の端点に添え字が付けられた色付３価平面図�� を考える� この平面図には隣り合う二
つの足で張り合せられる条件を満たすものがあるので	それら端点を張り合わせて図�右の色付
３価平面図 �	 を得る�

定義 ���

�	 の行列因子化は�� の行列因子化 ���� ��の張り合わさった端点の添え字を一致させること
で定義する�

���	�� �� ���� ���
�
���

���
��

���

���

�
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命題 ���やその系を用いて次の主張が得られる�

命題 ���

�節で３価平面図の間のいくつかの関係式は行列因子化の圏の中での同型として得られる�
�

� 行列因子化の複体と ��� ��交点
�節で定義した平面図の行列因子化を使って�まずは片側の紐の色が �の交点 �	�� �
交点また

は 	�� �
交点と呼ぶ�について考える�

� � � � � � � �

図 �� 正 	�� �
交点� 負 	�� �
交点� 正 	�� �
交点� 負 	�� �
交点

������ ��������� ���� ���������を求める際�正 	�� �
交点の平面図への展開式は以下の式で
ある�

�
� �

�
�
� ������������

�
��

�� ���
�
�
� ���������

�
��

��
���

�
�
�

これを元に私は正 	�� �
交点に対する行列因子化の複体を定義した�

�� �� �

�
�

� �
�
�
�� � � � � � �

�
��

��
���

�
�
���� ���

��
�� �
�

��

�� ���
�
�
���� �� ��� � � � � � �

注意としては複体の境界写像（行列因子化の間の射像）��は明示的に書き下しているので�与
えられた 	�� �
交点のみを持つ結び目に対してこの定義を用いて得られる複体はホモロジーを
具体的に求められる構成になっている��

この定義を用いて得られる複体には次の同型がある�

定理 ��� �主定理１（� � �の時 ��	
��	
�	������）�

������������変形で移り合う 	�� �
交点または 	�� �
交点からなる色付タングル図を考えると	そ

���� �� も独立にこの関係式を与えている� �� ��� ��	
�� ��	�
���	���� ��� ����
�� ��� �
�����

�
��������� �!"�
���� ��や #�� ��$�	�
� %��
��� ������&���の構成は境界写像の存在しか述べていないのでホモロジーを求

めることはできない�

52「結び目の数学Ⅱ」報告集



れらタングル図に対応する行列因子化の複体は同型�

���� �

�
�

�
�

� �

�
�

�
�

� �

�
�

�
�

�

������� �

�
� �

�
�

� �

�
� �

�
�

� �

�
� �

�
�

�

������� �

�
� �

�
�

� �

�
� �

�
�

� �

�
� �

�
�

�

�������� �

�
��� � �

�
��

�

� �

�
��� � �

�
��

�

�

適当に色を取り替えた者に対しても同様に同型が成立する�

� 行列因子化の複体と ��� ��交点
一般の ��� ��交点に対しても行列因子化の複体（�����	��
���変形で移り合うタングル図の行

列因子化の複体が同型となるもの）を定義することを考えたい しかし�これは技術的にとても
困難である 具体的には境界写像を明示的に記述できるかが良く解らない また明示的に記述
できたとしても�����	��
���変形で移り合うタングル図の複体が同型になるかを調べるのも困
難である

� � � �

図 �� 仮想正 ��� ��交点� 仮想負 ��� ��交点

私は図 �の仮想的な ��� ��交点を考えることで ����の思想の元�������	 ��������� ���� ���

�������の量子化を行った ここで色 �の中間に現れている太った紐は �本の色 �の紐の束を
表す

�

��

���� �

�

�

�

��

���� �

�

�

つまり�仮想 ��� ��交点はすべて ��� ��交点だけから成るので�前節で定義した ��� ��交点に対する行
列因子化の複体を使って仮想 ��� ��交点に対する行列因子化の複体を与えることができる ��� ��

交点の複体から構成されているので�この仮想 ��� ��交点の複体の境界写像も明示的に書き下す
ことができるしたがってホモロジーが求められる構成になっている さらに�この仮想 ��� ��交
点の複体の構成から次の同型が得られた

53「結び目の数学Ⅱ」報告集



定理 ��� �主定理２�

�

�
�

�
�

� �

�
�

�
�

� �

�
�

�
�

�

�

�
� �

�
�

� �

�
� �
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�
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�
� �

�
�

� �

�
� �

�
�

�

�

�
��� � �

�
��

�

� �

�
��� � �

�
��

�

�

仮想的に太らせた線と元々のオリジナルの線の行列因子化としての関係は以下のものである�

�

�
�

�
�

�

��	
���

�

�
�

�
�

主定理２は�いくつかのタングル図の行列因子化の複体を直和すると���������	�
変形で移り
合うタングル図の複体は同型となる�という主張で�定理からオリジナルの ��� �色付交点の複体
の情報を取り出さねばならない� ここまででは絡み目ホモロジーはできてない��

しかし ����の思想を使えば��有理�多項式不変量�が得られる� まず�与えられた色付絡み目図
�にある交点を仮想的な交点に取替えて仮想色付絡み目図��を考える� さらにこの��の行列
因子化の複体のホモロジーを考え�この ������
��多項式 � ���を考えると���������	�
変形で
以下のずれが生じることが主定理２から解る�

系 ���

��� �

�
�

�
�

� �

�
�

�
�

���� � �

�
�

�
�

�

����� �

�
� �

�
�

� �

�
� �

�
�

�������� � �

�
� �

�
�

�

���	� �

�
� �

�
�

� �

�
� �

�
�

��������� �

�
� �

�
�

� �

�
� �

�
�

���������

����� �

�
��� � �

�
��

�

� �

�
��� � �

�
��

�

�

�本来はここからオリジナルの情報を取り出すことを考えてホモロジー不変量を構成したかったのだが�それは
今までに無い新しい圏を作る操作を構成しなければならないため�慎重に議論する必要がある�

�注意として得られた不変量は有理多項式ではなく�多項式不変量となることが予想である�また３変数の内の
１変数 �は �

� � ��
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このずれを補正することで新しい絡み目の３変数（有理）多項式不変量����を定義する� その
補正は以下のように行う�

��� �� � 	� ���� �� 	�を色付絡み目図�の関数で以下で定義される�

������ 
� �に含まれる ��� ��交点の数�

正規化された��������多項式 � ���を次で定義する�

� ��� 
� � ���
����

���

	

�������
������

�

この（有理）多項式は色付き絡み目の不変量となることが系 ���から解る�

定理 ���

����は色付き絡み目の不変量�

� まとめと感謝
後半の主定理から不変量 � ���までの構成はかなり駆け足となってしまったが�私自身は �節

のもっとも基本的な３価平面図の行列因子化の�正しい�定義を与えたことが重要だと考えてい
る� それ以降の構成は技術的なアイデアを導入したものの�複体の定義は量子不変量が設計図と
なってくれるので自然と得られる�� 得られた定理も線形代数（良い基底をとって基底の表現行
列を書き下す）の計算しか本質的に使っていない�

最後になりますが�講演の機会と報告集を書く機会をくださいました谷山先生�花木先生に大
変感謝をしております�
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On the Hurwitz orbits of Coxeter type

Hurwitz G n Gn n Bn

Gn Hurwitz Hurwitz
n Hurwitz

Hurwitz
Hurwitz

Coxeter
Hurwitz

1 Hurwitz

n Bn σ1 · · ·σn−1 σi

〈
σ1, · · ·σn−1

∣∣∣∣∣
σiσjσi = σjσiσj (|i − j| = 1)

σiσj = σjσi (|i − j| > 1)

〉

1 i i + 1 n

n Bn G n Gn

Bn Hurwitz

(g1 · · · gi−1 gi gi+1 gi+2 · · · gn) · σi

= (g1 · · · gi−1 gi+1 gi+1
−1gigi+1 gi+2 · · · gn)

(g1, · · · , gn) ∈ Gn Hurwitz Hurwitz

(g1, · · · , gn) Bn

1.1. (g1, · · · , gn), (g′
1, · · · , g′

n) ∈ Gn

(1) (g1, · · · , gn), (g′
1, · · · , g′

n) Bn (g1, · · · , gn) ∈ (g′
1, · · · g′

n) Bn

(2) (g1, · · · , gn), (g′
1, · · · , g′

n) BCn h ∈ G

(h−1g1h, · · · , h−1gnh) ∈ (g′
1, · · · , g′

n) Bn
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Bn BCn Braided Surface Lefschetz fibration

(cf. [1],[4])

2

< t1, · · · , tn|π(ti, tj,mij) = π(tj, ti,mji), 1 � i �= j � n > .

1 � i �= j � n mij 2 mij = mji

π(ti, tj,mij) mij titjti · · · mij = 3 π(ti, tj,mij) =

titjti

t1, · · · , tn (n � 2)

1 � i �= j � n i, j

(a)2 ti, tj
(b)2 ti, tj
(c)2 ti, tj m(� 4)

n t1, · · · , tn Xn A(Xn)

Xn

(I) t1, · · · , tn Xn

(II) 1 � i �= j � n π(ti, tj,mij) = π(tj, ti,mji)

mij = mji = 2 ti, tj (a)

mij = mji = 3 ti, tj (b)

mij = mji = m(� 4) ti, tj (c)

2.1. Xn Coxeter ϕ ∈ Sym{1, · · · , n}
(t1, · · · , tn) (tϕ(1), · · · , tϕ(n)) BCn t1, · · · , tn Xn

Coxeter 2.1

Xn Coxeter A(Xn)

Coxeter A(An) n + 1

Bn+1 An t1, · · · , tn Bn+1

σ1, · · · , σn
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• • • • • •
•

tntn−1tn−2t3t2t1

t1 tn

tn

tn−1

tn−1tn−2t3t2

t1

t1 t1

t1t1

t1

· · ·

· · ·

· · ·

t2 t2

t2t2

t2

t2 t3

t3

t3

t3 t4

t4

tn−3 tn−2

4

55

4

m 6

An

Bn

Dn

Hm
n

I3

F4

I4

G2

(n � 2)

(n � 1)

(n � 4)

(m � 2 m �= 6)

•••••

• • • • •
•

•••••
•••

• • • •
• • • •

E6

E7

E8

t1 t2 t3 t4 t5

t5 t6 t7t3t2t1

t6

t8

t4

t4 t5 t6t3t2t1

t7•

••• • • •

•••••

•

• • • • • • •

•
2.1
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2.2 Coxeter

2.1

•

••

2.2

t1

t2 t3

2.2. Xn t1, · · · , tn
ϕ ∈ Sym{1, · · · , n} Hurwitz

(tϕ(1), · · · , tϕ(n)) Bn

Xn #((tϕ(1), · · · , tϕ(n)) Bn)

An (n + 1)n−1

Bn nn

Dn 2(n − 1)n

Hm
2 m

I3 50

I4 1350

F4 432

E6 41472

E7 unkown

E8 unkown

Xn Coxter #((tϕ(1), · · · , tϕ(n)) Bn)

([3,5]) Xn E7 E8 Coxeter

ϕ = id ([6])

BCn

2.1 ϕ [6]
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3 ϕ-good

ϕ ∈ Sym{1, · · · , n}
Xn = An Hurwitz (tϕ(1), · · · , tϕ(n)) Bn

t1, · · · tn An

A(An) = Bn+1 Bn+1 σ1, · · · , σn ti = σi

Bn+1 t1, · · · , tn

A = {k ∈ N | 2 � k � n, ϕ−1(k − 1) < ϕ−1(k)}

1 � i < j � n + 1 Bn+1 tϕij

tϕij = t
−εj−1

j−1 t
−εj−2

j−2 · · · t−εi+2

i+2 t
−εi+1

i+1 tit
εi+1

i+1 t
εi+2

i+2 · · · tεj−2

j−2 t
εj−1

j−1

εk = 1 (k ∈ A) εk = −1 (k �∈ A)

tij ϕ

Σϕ Σϕ = {tϕij ∈ Bn+1 | 1 � i < j � n + 1}

1 � k � n + 1 Pk = (k, 0) ∈ R2

C1 R2 2 P1 Pn+1 P1Pn+1

C1 Qk (1 � k � n + 1)

Q1 = P1, Qn+1 = Pn+1

2 � k � n Qk = (k, yk) yk < 0 (k ∈ A) yk > 0 (k �∈ A).

QiQj tϕij

3.1. n = 4 (ϕ(1), ϕ(2), ϕ(3), ϕ(4)) = (4, 3, 1, 2) A =

{k ∈ N | 2 � k � 4, ϕ−1(k − 1) < ϕ−1(k)} = {2}
(1) tϕ14 ∈ Σϕ tϕ14 = t3t2

−1t1t2t3
−1 3.1

(2) 3.2 tϕ14 ∈ Σϕ

3.1

1 2 3 4 5
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y

x• • • • •

•
•

•

C1

P1 P2 P3 P4 P5

Q2

Q4

‖

Q3

Q1 Q5

‖

Q1Q4

3.2

P0

‖
Q0

P6

‖
Q6

C2

y

x• • • • •
P1 P2 P3 P4 P5

3.3

P0 P6

αϕ
14

C2
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:

P0 = Q0 = (0, 0) ∈ R2 Pn+2 = Qn+2 = (n + 2, 0) ∈ R2 C2 R2

2 P0 Pn+1 P0Pn+2

D R2 ∂D = C2 D {hu}u∈[0,1]

u ∈ [0, 1] h0 = id hu|∂Dn+1
= id u ∈ [0, 1]

(x, y) ∈
n+1⋃

i=0

QiQi+1 hu(x, y) = (x, (1 − u)y)

i h1(Qi) = Pi 1 � i < j � n + 1

αϕ
ij = h1(QiQj) ∂αA

ij = {Pi, Pj} k ∈ A

αϕ
ij Pk k �∈ A αϕ

ij Pk 3.3 3.1

Q1Q4 h1 αϕ
14

([2])

tϕij αϕ
ij 3.1 tϕ14 3.3 αϕ

14

180 (D, {P1, · · · , P5})

h1 αϕ
ij QiQj tϕij QiQj

QiQj tϕij

3.2. (ΣA)n (g1, · · · , gn) ϕ-good g1, · · · , gn

a1, · · · , an (i)-(iii) :

(i) k �= l ak al 1 Qi

(ii) k < l ak al (I)-(VI)

(i) ∂ak ∪ ∂al 3 Qx Qy Qz

(x < y < z)

(A1) y ∈ A ak = QxQy, al = QyQz

(A2) y ∈ A ak = QyQz, al = QxQz

(A3) y ∈ A ak = QxQz, al = QxQy

(A4) y �∈ A ak = QyQz, al = QxQy

(A5) y �∈ A ak = QxQy, al = QxQz

(A6) y �∈ A ak = QxQz, al = QyQz

(iii) a1 ∪ · · · ∪ an

2.1 3.3 2.1

3.3

3.3. (tϕ(1), · · · , tϕ(n)) Bn ={ϕ-good}.
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4 2.1

Xn Xn = An

{i1, · · · , im} = {k ∈ N | 2 � k � n, ϕ−1(k − 1) > ϕ−1(k)}
Hϕ = ΔimΔim−1

· · ·Δi1 ( Δl = t1 · · · tl−1)

((Hϕ)−1t1H
ϕ, · · · , (Hϕ)−1tnH

ϕ) ϕ-good

3.3 ((Hϕ)−1t1H
ϕ, · · · , (Hϕ)−1tnH

ϕ) ∈ (tϕ(1), · · · , tϕ(n)) Bn.

Xn = Bn t1, · · · , tn A(Bn)

2.1 t1, · · · , tn−1 An−1

Xn = Bn

Xn = Dn, · · · , E8

G 2 (g1, · · · , gn) (g′
1, · · · , g′

n) h ∈ G

BCn

(h−1g1h, · · · , h−1gnh) ∈ (g′
1, · · · , g′

n) Bn

h−1(g1 · · · gn)h = g′
1 · · · g′

n

Bn+1 t1, · · · , tn ϕ ∈ Sym{1, · · · , n}
Hϕ Bn+1 (Hϕ)−1(t1 · · · tn)Hϕ = tϕ(1) · · · tϕ(n)

[1]A Kas, On the handlebody decomposition associated to a Lefschetz fibration,

Pacific J. Math. 89, 1980, 89-104.

[2]J. Birman, Braids, Links and Mapping Class Groups, Annals of Mathematics

Studies 82, Princeton University Press, 1974.

[3]J. Michel, Hurwitz action on tuples of Euclidean reflections, J. Algebra 295,

2006, 289-292.

[4]S. Kamada, Braid and Knot Theory in Dimension Four, Math. Surveys and

Monographs 95, Amer. Math. Soc., 2002.

[5]S. P. Humphries, Finite Hurwitz braid group actions on sequences of Euclidean

reflections, J. Algebra 269, 2003, 556-588.

[6]S. P. Humphries, Finite Hurwitz braid group actions for Artin groups, Isr. J.

Math. 143, 2004, 189-222.
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2元生成メビウス変換群における
Bowditchの条件について

後藤 彩
奈良女子大学大学院　人間文化研究科　情報科学専攻

概 要
２橋結び目の双曲構造を調べる上で２元生成メビウス変換群の研究は非常に重要である。

Bowditchおよび Tanらはこれらに対し Q条件と呼ばれるものを定義し、その性質を調べてい
る。ここではその Q 条件と punctured torus group や、primitive stable と呼ばれる性質との
関連について計算機実験の結果を交えて報告する。

1 研究背景
1.1 メビウス変換

3 次元双曲空間：H
3 = {(x, y, z) ∈ R

3|z ≥ 0} 内における向きを保つ合同変換とメビウス変換と呼ばれる変換は１対１
対応であることがよく知られている。

メビウス変換とは与えられた４つの値 a, b, c, d ∈ C が ad − bc = 1 を満たす時、複素数 z から以下の式への変換のことで
ある。

T (z) =
az + b

cz + d

メビウス変換全体から成る集合をM とする。M は以下と自然な対応がある

SL(2, C) =

j
T =

„
a b
c d

« ˛̨̨
˛ a, b, c, d ∈ C

ad − bc = 1

ff

また、a, b ∈ M と a, bの逆変換 a−1, b−1 及びそれらの合成変換によって生成される群を 2元生成メビウス変換群という。
メビウス変換に関しては文献 [5] に詳細に記述されている。

1.2 SL(2,C) Character variety

2 元生成自由群 F2 から SL(2, C) への準同型写像全体の集合について SL(2, C) の元で互いに共役なものを同一視して
得られる集合のことを character variety という。
これは以下のようにも表すことができる。

=

j
a →

„
a11 a12

a21 a22

«
, b →

„
b11 b12
b21 b22

«˛̨̨
˛ a11a22 − a12a21 = 1

b11b22 − b12b21 = 1

ff
//SL(2, C)

= {(Tr(f(a)), T r(f(b)), T r(f(ab)))}
= {(x, y, z)|x, y, z ∈ C}

ここで、(x, y, z) =
“

3+
√−3

2
, 3−√−3

2
, 3−√−3

2

”
は８の字結び目の双曲構造に対応している。その他にも結び目に対応し

た多くの点があるが、本研究では結び目に限らず考えていく。

1
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1.3 punctured torus group

punctured torus group とは、以下の条件を満たす 2 元生成メビウス変換群 G =< a, b > のことである。

• G が離散的で自由
• aba−1b−1 が parabolic(aba−1b−1 のトレース Traba−1b−1 = ±2)

1.3.1 Farey triangulation

punctured torus group に属するメビウス変換群の条件の予想として Bowditch の Q 条件がある。
Bowditch の Q 条件は Farey triangulation を用いて考えることができる。
Farey triangulation とは以下の円の三角形分割のことである。

(x, y, z) において図のような円の三角形分割を考える。

V を頂点全体の集合 としたとき、写像 ρ : V → C を以下で定義する。

ρ(v1) = x, ρ(v2) = y, ρ(v3) = z

その他の頂点については次の規則で定義する。

ρ(w4) = ρ(w1)ρ(w2) − ρ(w3)

図 1: Farey triangulation 図 2:
∑

:双対グラフ

図２の双対グラフ
P
は頂点でなく面が (x, y, z) に対応している。

1.4 BowditchのQ条件
(x,y,z) ∈ SL(2,C)character variety から定まる ρ に関する Bowditch の Q 条件とは以下の条件のことである。

定義 1 (Bowditch の Q 条件)

• 任意の頂点 v ∈ V に対して ρ(v) /∈ [−2, 2]

• |ρ(v)| ≤ 2 となる頂点 v ∈ V は有限個

Bowditch および Tan らは文献 [2][6] でその性質について考察をしている。
ここで、この Bowditch の Q 条件に関して以下の予想がある。

予想 (Bowditch)
(x, y, z) が punctured torus group に属することと、(x, y, z) が Bowditch の Q 条件を満たし x2 + y2 + z2 = xyz で
あることが同値である。

Bowditch の予想が正しいのならば、punctured torus group の判別が容易になる。
そこで、本研究ではこれら２つの関係について調べていく。

2
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2 BowditchのQ条件について
2.1 アルゴリズム概略
まず、punctured torus group を判別するためのアルゴリズムについて述べる。

定理 1 (Akiyoshi-Sakuma-Wada-Yamashita[1])
(x, y, z)が punctured torus groupに属することと、

P
内の Jorgensen path pが存在して有限であることは同値である。

(x, y, z) が与えられたとき、Jorgensen path p を求める。

step1:sink(α, β, γ) を求める。
Farey triangulation を用いて以下の条件を満たす値 (sink) まで再帰的に計算をする。

(|α| ≤ |βγ − α|) ∩ (|β| ≤ |αγ − β|) ∩ (|γ| ≤ |αβ − γ|)

step2:Jorgensen path p を求める。
step2-1 :sink(α, β, γ) から、線を伸ばして p にする。そのために以下の条件について考える。8<

:
|γ + αi| ≥ |β| (1)
|α + βi| ≥ |γ| (2)
|β + γi| ≥ |α| (3)

(1), (2), (3) すべてを満たすとき計算を終了する。
(1) のみ満たさない→ 入力 (α, αγ − β, γ) として上の式を再度計算をする。
(2) のみ満たさない→ 入力 (α, β, αβ − γ) として上の式を再度計算をする。
(3) のみ満たさない→ 入力 (βγ − α, β, γ) として上の式を再度計算をする。
(1), (2) を満たさない→ 別途判別をし、入力 (α, αγ − β, γ) または (α, β, αβ − γ) として再度計算をする。
(2), (3) を満たさない→ 別途判別をし、入力 (βγ − α, β, γ) または (α, β, αβ − γ) として再度計算をする。
(1), (3) を満たさない→ 別途判別をし、入力 (α, αγ − β, γ) または (βγ − α, β, γ) として再度計算をする。
全て満たさない→punctured torus group でない。

step2-2:sink から、以下の条件について考える。8<
:

|γ − αi| ≥ |β| (4)
|α − βi| ≥ |γ| (5)
|β − γi| ≥ |α| (6)

満たさない式がある場合は step2-1 と同様の計算を行う。
step2-1,step2-2 共に破綻しないとき、以上の計算の再帰の様子を

P
上に描くと下図のようになる。これを Jorgensen

path p とする。

3

66「結び目の数学Ⅱ」報告集



次に、Bowditch の Q 条件を判別するためのアルゴリズムについて述べる。

定理 2 (Bowditch,Tan[2][6])
(x, y, z) が Bowditch の Q 条件を満たすことと、

P
内の以下で定義される部分グラフ T が存在して有限であることは同

値である。

(x, y, z) が与えられたとき、Bowditch の条件の T を求める。

step1:sink(α, β, γ) を求める。
step2:Bowditch の条件の T を求める。
sink を出発点として、T を伸ばしていく。そのために以下の条件について考える。

((|a| ≤ 2 + t) ∩ (|b| ≤ H(a) + t)) ∪ ((|b| ≤ 2 + t) ∩ (|a| ≤ H(b) + t)) (1)

H(a) =
q

|a2−μ
a2−4

| 2r2

r−1
, r =

˛̨
˛̨ a+

2√
a2−4

2

˛̨
˛̨

μ = x2 + y2 + z2 − xyz
t は 0 以上の定数

以上の計算の再帰の様子を
P
上に描くと下図のようになり、これが有限であれば T となる。

2.2 Question1

計算機実験の範囲では punctured torus groupに属することと Bowditchの Q条件を満たすことは同値のようである。
また、Bowditch の予想が正しければ p → T ,T → p となるはずなので T と p は似ているはずである。

そこで 2 点間の距離を d を T の点における p までの距離の最大値、つまり
d(T, p) = maxv∈V (T ) d(v, p) ただし d(v, p) = minv′∈V (p) d(v, v′)
と定義したとき (詳細は省くが、計算機実験において T ⊃ pという結果を得たことからこのように定義している)以下につ
いて調べる。

Question1
Bowditch の予想が正しいとすると p と T は似ているか (2 点間の距離 d は常に小さいか)

これに関して計算機実験を行ったところ d はいくらでも大きくなる、つまり p と T は似ていないという結果になった。
それを証明するには n 回計算した後に注目している値 (xn, yn, zn) について
n → ∞ の時 Bowditch の条件の T の長さ→ ∞, かつ jorgensen path p の長さは有限であることを示す必要がある。

今回は特に (x, y, z) = (2
√

2,
√

2(2 + 1

n
) +

√
4n2−4n−1

n
i, 2 + 1

n
) (ただし x2

n + y2
n + z2

n = xnynzn)
について数学的に証明したが、詳細は省く。

4
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計算機実験の結果

横軸が Jorgensen path p の長さ、縦軸は d の長さ

主定理 (G-Y)
d はいくらでも大きくなる

2.3 Question2

d はいくらでも大きくなるという結果を得たが、その結果にはまだ疑問が残るため、d を再定義し計算をしなおすこと
にした。そこで、d を T の点における p までの最大の方向転換した回数として d′ とおく。

例えば同じ方向 (左図では左) に曲がり続けるな
らば d′ = 1 である。
このような場所では d がいくらでも大きくなる。

Question2
T と p は全く似ていないのか

計算機実験の結果

横軸が Jorgensen path pの長さ、縦軸は dまたは d′ の長さ

8<
:

(x, y, z)
˛̨
x2 + y2 + z2 = xyz

−100 ≤ x ≤ 100
−100 ≤ y ≤ 100

5
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計算機実験の結果によれば、T と p の間の距離を定義しなおしたことで d′ はある一定の大きさに収まるようになった。
ただし式 (1) 中の t を変化させると T と p の間の距離も変化するのでその点には注意する必要がある。

計算機実験による観察 (G)
d′ は有限

3 BowditchのQ条件とprimitive stableについて
3.1 primitive stable

まず必要な言葉を定義しておく。

F2 =< a, b >2 元生成自由群
Γ̃ =word tree = < a, b >Cayley graph

β = {a, b, a−1, b−1} からなる両側無限既約文字列
既約文字列とは文字列中に打ち消されるもの (aa−1, bb−1 など) を含まない文字列のことである。
ω を a cyclically reduced word とする。
a cyclically reduced word:文字列中に打ち消されるものがないだけでなく先頭、末尾が a · · · a−1 などのようにならない
文字列のことである。
ω̄ とは ω を無限に繰りかえしたもので β に属する。
ω ∈ F2 が primitive word⇔ ∃g ∈ F2, ω と g が F2 を生成
p = {ω̄|ω は Primitive word} ⊂ β
x ∈ H

3 を１つ固定し、ρ : F2 → SL(2, C) を定めたとき τρ,x : Γ̃ → H
3 : を定義することができる。

ρ : F2 → SL(2, C) が primitive stable であるとは以下の条件を満たすときを言う。

定義 2 (primitive stable[4])
定数 ∃k, δ と x ∈ H

3 が存在し τρ,x が p の要素を常に (k, δ) − quasi − geodesic に移す時
すなわち ∀ω̄ ∈ p に対し、1～m 番目までの文字列を ω̄(m) ∈ F2 と書くと
⇔ ∀m, n に対し
−δ + 1

k
d(m, n) < d

H3 (τρ,x(ω̄(m)), τρ,x(ω̄(n))) < kd(m, n) + δ

上式は d
H3 が d の数倍程度の大きさにおさまる、つまり d

H3 と d に関するグラフを作成した場合描画される点はある適
当な範囲におさまる、という意味である。

d(m, n) は 2 点 m, n 間の距離 (|m − n|)、τρ,x(ω̄(m)) はω̄(m) を H
3 に移動した点である。

3.2 研究目的
Yair N. Minskyは [4]において PS(F2) ⊂ BQと予想している。そこで、Bowditchの Q条件と primitive stableの

関連性を調べることにした。
そのために Bowditch の Q 条件を満たす領域、満たさない領域で d(m, n) と d

H3 (τρ,x((ω̄(m)), τρ,x(ω̄(n))) について描
画しその様子を観察する。

ただし、すべての文字列について計算をすることは不可能なのでいくつかの primitive word をつくりだし (その際に文献
[3] にある方法を使用した)、その primitive word において計算をし、表示をしている。

3.3 研究結果
いくつかのパラメータについて計算した結果を以下に示す。

左図は Bowditch の Q 条件に関するグラフで、黒い部分が Bowditch の Q 条件を満たす領域である。
右図は primitive stable に関するグラフで、横軸が d, 縦軸が d

H3 の大きさである。

(x, y, z) = (3, y, z|x2 + y2 + z2 = xyz) の場合

6
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y の値を Bowditch の Q 条件を満たす領域から満たさない領域に向けて動かしている。
yが Bowditchの Q条件を満たす領域にある時はグラフは primitive stable であるといえる形をとっているが、Bowditch
の Q条件を満たさない領域にある時はグラフの傾きが０の場所があるため、primitive stable であるとは言えない形になっ
ている。

このグラフからは、Bowditch の Q 条件を満たすことと primitive stable であることは同じであることが見て取れる。

(x, y, z) = (x, x, x) の場合

このパラメータは x2 + y2 + z2 = xyz を常に満たすわけではないが、グラフの様子は前と同様であり、yが Bowditchの
Q条件を満たす領域にある時はグラフは primitive stable であるといえる形だが、Bowditchの Q条件を満たさない領域
にある時は primitive stable であるとは言えない形になっている。

(x, y, z) = (x, x
x−1

, x
x−1

) の場合

このパラメータは x = 3+
√−3

2
としたとき 8 の字結び目の双曲構造を表すものとなる。

前の２つのグラフとは一見様子が違うように見える。しかし今回の計算機実験では全ての primitive word について計算を
しているわけではないのでたまたま前の２つのグラフと同じような形となるものがでてこなかっただけである。

つまり、Bowditch の Q 条件を満たす値ならばグラフは primitive stable でると言える形をとり、満たさない値ならばグ
ラフは傾きが０になる場所があるので primitive stable とは言えないという形をとっている、という全体の様子は前の２
つのグラフと変わらない。

7
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以上の計算機実験の結果から、Bowditchの Q条件を満たすことと primitive stable であることは同じではないかとと
考えられる。

4 まとめ
Question1(Bowditch の条件の T と Jorgensen path p は似ているか)

T と p の間の距離 d はいくらでも大きくなることを数学的に証明した。
→ 似ていない。

Question2(Bowditch の条件の T と Jorgensen path p は本当に似ていないか)
d を再定義し、d′ として計算をした結果、d′ が有限となった。
→ 距離の定義によっては似ていると言える。

Primitive stable と Bowditch の Q 条件との関連性
→ いくつかの計算結果においては Primitive stable であれば Bowditch の Q 条件を満たすように見えた。
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A homological representation of the Braid groups and the

Alexander polynomials

�����

����

1 Introduction.

Lawrence constructed the braid group(in fact, Hecke algebra) representaions on the homol-

ogy of the configuration spaces H lf
m , which is called homological representations. Krammer

showed that the braid group is linear using those representaions. After that, Bigelow and

Mimachi defined the Jones polynomials using those representaions.

In this talk, we define the Alexander polynomials from the homological representaions.

2 Preliminary.

Let t, z, λ ∈ C where t �= z. (t − z)λ is defined by

(t − z)λ = eλ log(t−z)

= eλ(log |t−z|+arg(t−z)).

log is usually explaind as a multivalued function because arg is determined mod 2π.

However, we fix arg of t− z first, and we consider log with a path γ, then log turns to be

an ordinary one-valued function.

Example.

Set z = 0, λ /∈ Q and γ to be a circle with a radius 1. Choose arg(t) = 0 at 1.

arg(t) = 0

γ

0 1

At t = 1, we have

tλ = eλ(log |t|+
√
−1arg(t))

= eλ(0+
√
−1×0)

= 1.

1
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On the other hand, after t moves along γ, we obtain

tλ = eλ(log |t|+
√
−1arg(t))

= eλ(0+
√
−1×2π)

= e2π
√
−1λ · 1

3 Twisted homology groups.

We fix real numbers z = (z1, z2, . . . , z2m) ∈ C2m such that

0 < z1 < z2 < . . . < z2m < +∞.

Let t = (t1, t2, . . . , tm) be a set of mutually distinct elements in Cm. We define L to be a

local system on

T = Cm \
⋃

1≤i<j≤m

{ti − tj = 0} ∪
⋃

1≤i≤m
1≤j≤2m

{ti − zj = 0}

determined by

u(t) =
∏

1≤i<j≤m

(ti − tj)
g

∏

1≤i≤m
1≤j≤2m

(ti − zj)
− g

2 ,

where g

2
∈ R, g

2
/∈ Z, Z/2, . . . , Z/2m.

Elements of H lf
m (T ,L) have the following expression

∑

�:m-simplex

a��⊗ u�(t).

A boundary operator ∂ is a C-linear mapping satisfying

∂(�⊗ u�) =
m∑

i=0

(−1)i�i ⊗ u�|�i

where �i is the i-th face of � and u�|�i is the restriction on �i.

Example(m=1).

Set u(t) = t−
g

2 (1 − t)−
g

2 and e(λ) = e2π
√
−1λ. We give some examples of H lf

1 (T ,L) and

H1(T ,L).

C1 =
−−−→
(0, 1) ⊗ u(t) ∈ H lf

1 (T ,L)

=

0 1

⊗ u(t)

2
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Let S(z; a) be an oriented circle enterd at z with starting and ending point a.

S(z; a) =
z

a

The following example is a cycle with compact support:

C2 =
( 1

e(−g

2
) − 1

S(0; ε) +
−−−−−→
[ε, 1 − ε] −

1

e(−g

2
) − 1

S(1; 1 − ε)
)
⊗ u(t)

∈ H1(T ,L)

because

(S(0; ε) ⊗ u(t)) = (ε) ⊗ u(t)
arg(t)=2π

− (ε) ⊗ u(t)
arg(t)=0

= (e(−
g

2
) − 1)(ε) ⊗ u(t)

arg(t)=0

This cycle is pictured by

ε

1 − ε

arg(t) = 0

arg(1 − t) = 0

0 1

There is a linear map reg : H lf
m (T ,L) → Hm(T ,L), called a regularization. For example,

C2 = reg C1.

For m = 1, we describe a subspace of the twisted homology group, V1 ⊂ H lf
1 (T ,L), which

is defined to be generated by two elements γ1 and γ2: V1 =
∑2

j=1 Cγj(t; z).

3
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γ1, γ2 is defined by

γ1 =

z1 z2 ∞

arg(t − zj) = 0 for t > z2

⊗ (t − z1)
− g

2 (t − z2)
− g

2

=

z1 z2 ∞

arg(t − zj) = 0 for t > z2

⊗ (t − z1)
− g

2 (t − z2)
− g

2

∼

z1 z2 ∞

arg(t − zj) = 0 for t > z2

⊗ (t − z1)
− g

2 (t − z2)
− g

2 ,

γ2 =
z1 z2 ∞

arg(t − zj) = 0 for t > z2

⊗ (t − z1)
− g

2 (t − z2)
− g

2 ,

where ∼ means homologous.

There is a relation γ1 + q−1γ2 ∼ 0 (q = eπ
√
−1g). Hence dim V1 = 1 and its generatar is

γ1 − γ2 =

z1 z2

arg(t − z1) = 0

arg(t − z2) = π

⊗ (t − z1)
− g

2 (t − z2)
− g

2

= q−
1

2

z1 z2

⊗ (t − z1)
− g

2 (z2 − t)−
g

2 ,

For a general m > 1, γj1j2···jm
(t; z) is defined by

γj1j2···jm
(t; z) =

a
zj1 zj2 zjm

∞

t1

t2

tm· · ·· · ·· · ·· · · ⊗ u(t).

where arg(tσ(i) − tσ(j)) = 0 for tσ(i) > tσ(j) and arg(tσ(i) − zσ(j)) = 0 for tσ(i) > z2m.

4
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Let γ̃j1j2···jm
(z) be a symmetrization of γj1j2···jm

(t; z):

γ̃j1j2···jm
(z) =

∑

σ∈Sm

γj1j2···jm
(tσ(1), . . . , tσ(m); z)

Let Vm be a subspace of H lf
m (T ,L)Sm spanned by γ̃j1j2···jm

(z).

There are two representations of the braid group B2m on H lf
m (T ,L)Sm . One is ρV , which

corresponds to the Jones polynomial by Bigelow and Mimachi, and the other is ρA. The

action of σi is defined by twisting i-th and i + 1-th points counterclockwise:

i i + 1 �−→ i i + 1

∼(1 − q−1) i i + 1+ q−1

i i + 1

i i + 1
�−→ i i + 1

i i + 1
�−→ δ

i i + 1

i i + 1 �−→ i i + 1

where s = 1 if the representation is ρV , and δ = −q−1 if the representation is ρA

4 Intersection number.

Two intersetion forms

〈, 〉J , 〈, 〉A : H lf
m (T ,L) × H lf

m (T ,L) → C

are defined by

〈C, C ′〉J =
∑

ρ,σ

aρa′
σ

∑

t∈ρ∩σ

It(ρ, σ)vρ(t)v′
σ(t)/|u|2

〈C, C ′〉A =
∑

ρ,σ

aρa′
σ

∑

t∈ρ∩σ,t�=t1

It(ρ, σ)

for C, C ′ ∈ H lf
m (T ,L), if reg C and C ′ are represented by

reg C =
∑

ρ

aρρ ⊗ vρ(t), C
′ =

∑

σ

a′
σσ ⊗ v′

σ(t)

and It is the topological intersection number of C, C ′ at t.

5
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5 Example(Trefoil knot, as plat closure of σ2σ
−1
1 σ2).

Here we describle how we calculate the Jones polynomial and the Alexander polynomial

except normalizations.

We define vi ∈ H lf
2 (T ,L) (i = 0, . . . , 6) by

v0 = , v1 = , v2 = , v3 = ,

v4 = , v5 = , v6 = .

v0 have a following expression: v0 = q(v1−v2−v3+v4). We calculate an action of b = σ2σ
−1
1 σ2

on v0:

ρ(b)v0 = {q2δ − q(1 − q)δ−1 − (1 − q)3}v1 + (1 − q)v2 + (1 − q)δ−1v3 + q2v4

− {qδ−1 + (1 − q)2}qv5 + {−1 + q(1 − q)}v6

where δ = 1 if ρ = ρJ , or δ = −q−1 if ρ = ρA. We have intersection numbers 〈v0, v1〉J =

q3, 〈v0, v2〉J = 〈v0, v3〉J = −q2, 〈v0, v4〉J = q, 〈v0, vi〉J = 0 (i = 5, 6) and 〈v0, v1〉A =

〈v0, v3〉A = −1, 〈v0, v2〉A = 〈v0, v4〉A = 1, 〈v0, vi〉A = 0 (i = 5, 6)

Case of 〈v0, b · v0〉J :

{q−2 − q−1(1 − q−1) − (1 − q−1)3} · q3 − 2(1 − q−1) · q2 + q−2 · q

= q−1(1 + q) (1 + q2 − q3)

1 + q2 − q3 is the Jones polynomial of the trefoil knot.

Case of 〈v0, b · v0〉A:

{q−2δ−1 − q−1(1 − q−1)δ − (1 − q−1)3}v1 + (1 − q−1)v2 + (1 − q−1)δv3 + q−2v4

= (−1 + 2q−1 − 2q−2)v1 + (−q−1 + q−2)v3 + (1 − q−1)v2 + q−2v4

the sum of coefficients of first and second terms is 1 − q−1 + q−2 and the sum of coefficients

of third and fourth terms is 1 − q−1 + q−2, which is the Alexander polynomial of the trefoil

knot.

6
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QUANDLEによる SHADOW COLORINGと
PSL(2,C)表現の体積と CHERN-SIMONS不変量

蒲谷祐一 （大阪市立大学　数学研究所）
（井上 歩（東京工業大学大学院理工学研究科）との共同研究）

1. 概要

このノートではカンドルのホモロジーの理論を用いて双曲体積とChern-Simons不
変量が計算できる事を報告する．講演では具体的な計算を中心に話したので、ここで
はあまり説明できなかった理論的な部分について記述する．ほとんどの内容は体積と
Chern-Simons不変量の計算のためだけでなくカンドルに関する一般的な結果である．

K を結び目、D をそのダイアグラムとする．カンドル X による arc coloringは
K の補空間の基本群から X の associated group GX への表現を与える事がわかる．
次に shadow coloring S を定義し、カンドルホモロジーHQ

2 (X; Z[X])に値を取る不
変量 [C(S)]を定義する．このホモロジー類 [C(S)]はK の補空間の表現の共役類の
みによる量である事がわかる．よってこのホモロジー群から別の群に準同型が存在
すればそれは明らかに GX への表現の不変量になる．つぎに単体的カンドルホモロ
ジーHΔ

n (X)を定義しラックホモロジーHR
n (X; Z[X])から単体的カンドルホモロジー

HΔ
n+1(X)への写像を定義する．特に３次元の場合にはカンドルホモロジーからの写
像を導き、[Wee]や [Ino]で与えられた三角形分割の代数的な構成を与えている．
これらの結果を PSL(2, C)の放物的元のなすカンドル P に対して適用する．この

カンドルによる彩色は結び目K の補空間のメリディアンを放物的元に移す表現の全
体と１対１に対応する．また P は (C2 \ {0})/±と同一視できる事を示す．この事実
からHΔ

3 (P)は Dupont-Zickert [DZ]で研究されたホモロジーとほぼ同じである事が
わかる．彼らはそのホモロジーから extended Bloch群への写像を構成した．同様の
方法で準同型 HQ

2 (P; Z[P]) → B̂(C)を構成する．結果として結び目の P による arc
coloringから extended Bloch群の元を作る事ができる．これは Neumannにより定
義された PSL(2, C)表現の不変量と一致する事がわかる．Neumann [Neu]の結果に
より Rogers dilogarithm関数 Rを用いて体積と Chern-Simons不変量を計算する事
ができる．
我々の作ったホモロジー HΔ

n (X) は群の相対ホモロジーと密接に関係している．
もっと簡単な形での群のホモロジーとの関連があるが他であまり触れられていないよ
うなので群のホモロジーとの関連についても３節で解説する．

2. Quandle and Quandle homology

A quandle is a set X with a binary operation ∗ satisfying the following axioms:

(1) x ∗ x = x,
(2) the map ∗y : X → X defined by x �→ x ∗ y is a bijection,
(3) (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z),

for any x, y, z ∈ X. We denote the inverse of ∗y by ∗−1y. For a quandle X, we
define the associated group GX by 〈x ∈ X|y−1xy = x ∗ y (x, y ∈ X)〉. A quandle
X has a right GX -action in the following way. Let g = xε1

1 xε2
2 · · ·xεn

n be an element
of GX where xi ∈ X and εi = ±1. Define x ∗ g = (· · · ((x ∗ε1 x1) ∗ε2 x2) · · · ) ∗εn xn.
One can easily check that this is a right action of GX on X. So the free abelian
group Z[X] generated by X is a right Z[GX ]-module.

1
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Figure 1. ∂(g(x, y, z)) = −(g(y, z)− gx(y, z)) + (g(x, z)− gy(x ∗
y, z)) − (g(x, y) − gz(x ∗ z, y ∗ z)). Here x, y, z ∈ X and g ∈ GX .
Edges are labeled by elements of X and vertices are labeled by
elements of GX .

Let CR
n (X) be the free (left) Z[GX ]-module generated by Xn. We define the

boundary map CR
n (X) → CR

n−1(X) by

∂(x1, x2, . . . , xn) =
n∑

i=1

(−1)i((x1, . . . , x̂i, . . . , xn)

− xi(x1 ∗ xi, . . . , xi−1 ∗ xi, xi+1, . . . , xn)).

A graphical picture of the boundary map is given in Figure 1. Let CD
n (X) =

span
Z[GX ]{(x1, x2, . . . , xn)|xi = xi+1for some i)} and CQ

n (X) = CR
n (X)/CD

n (X).
Let M be a right Z[GX ]-module. We define the rack homology of M by the homol-
ogy of M ⊗Z[GX ] CR

∗ (X) and denote it by HR
n (X, M). We also define the quandle

homology of M by the homology of M ⊗Z[GX ] C
Q
∗ (X) and denote it by HQ

n (X; M).
The homology HQ

n (X; Z), here Z is the trivial Z[GX ]-module, is equal to the usual
quandle homology HQ

n (X). Let Y be a set with a right GX -action. Then the free
abelian group Z[Y ] generated by Y is a right Z[GX ]-module. In this note, we will
mainly study the quandle homology HQ

2 (X; Z[X]). (This is usually denoted by
HQ

2 (X)X . )

3. Group homology

Let G be a group. Let Cn(G) = span
Z[G]{[g1|g2| . . . |gn]|gi ∈ G} and define the

boundary map ∂ : Cn(G) → Cn−1(G) by

∂([g1| . . . |gn]) = g1[g2| . . . |gn] +
n−1∑

i=1

(−1)i[g1| . . . |gigi+1|gn] + (−1)n[g1| . . . |gn−1].

Let C0(G) ∼= Z[G] → Z → 0 be the augmentation map. We remark that the chain
complex {· · · → C1(G) → C0(G) → Z → 0} is acyclic. So the chain complex C∗(G)
gives a free resolution of Z. Let M be a right Z[G]-module. The homology of
M ⊗Z[G] C∗(G) is called the group homology of M and denoted by Hn(G; M). In
other words, Hn(G; M) = TorZ[G]

n (M, Z).
We can construct a map from the rack homology HR

n (X; M) to the group ho-
mology Hn(GX ; M). The following lemma is well-known.
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x ∗ y

x

z

z z
z

y y

(x ∗ y) ∗ z

x ∗ z

y ∗ z
y ∗ z

Figure 2

Lemma 3.1. Let · · · → P1 → P0 → M → 0 be a chain complex where Pi are
projective (e.g. free). Let · · · → C1 → C0 → N → 0 be an acyclic complex.
Any homomorphism M → N can be extended to a chain map from {P∗} to {C∗}.
Moreover such a chain map is unique up to chain homotopy.

So there exists a unique chain map from CR
∗ (X) to C∗(GX) up to homotopy.

This map induces M ⊗Z[GX ] CR
∗ (X) → M ⊗Z[GX ] C∗(GX) and then HR

n (X; M) →
Hn(GX ;M). We give an explicit chain map f . Let (x1, . . . , xn) be a generator of
CR

n (X). We define the map f by

f((x1, . . . , xn)) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)[yσ,1| · · · |yσ,i| · · · |yσ,n]

where yσ,i ∈ X is defined for a permutation σ and i ∈ {1, . . . , n} as follows: Let
j1, . . . , jki < i be the numbers satisfying σ(i) < σ(j1) < σ(j2) < · · · < σ(jki). Then
define

yσ,i = xσ(i) ∗ (xσ(j1)xσ(j2) · · ·xσ(jki
)).

The graphical picture of this map is given in Figure 2.

Example 3.2. Let (x, y, z) ∈ CR
3 (X). Then the explicit chain map f : CR

3 (X) →
C3(GX) constructed above is given by

∂((x, y, z)) =[x|y|z] − [x|z|y ∗ z] + [y|z|(x ∗ y) ∗ z] − [y|x ∗ y|z]

+ [z|x ∗ z|y ∗ z] − [z|y ∗ z|(x ∗ y) ∗ z]

Remark 3.3. Fenn, Rourke and Sanderson defined the Rack space BX. Since
π1(BX) is isomorphic to GX , there exists a unique map, up to homotopy, from
BX to the Eilenberg-MacLane space K(GX , 1) which induces an isomorphism be-
tween their fundamental groups. The map we have constructed is essentially same
as this map.

As we have seen, there exists a relation between quandle homology and group
homology. We shall give another relation which seems to reflect more geometric
feature.

4. Shadow coloring and fundamental cycle

Let X be a quandle. Let K be a knot in S3 and D be a diagram of K. An arc
coloring is a map A : {arcs of D} → X if it satisfies the following relation at each

crossing:

x ∗ y

y

x

, where x, y and x ∗ y ∈ X. By the Wirtinger presentation of
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a knot complement, an arc coloring determines a representation π1(S3 \K) → GX .
This is obtained by sending each meridian to its color.

A map D : {regions of D} → X is called a region coloring if it satisfies the

following relation for a pair of adjacent regions: y
x

x ∗ y
, where x, y and x∗y ∈

X. The notion of region coloring is generalized for any set Y with GX -action, but
we only study this special case. A pair S = (A,R) is called a shadow coloring.

We define a cycle [C(S)] of HQ
2 (X; Z[X]) for a shadow coloring S by X. Assign

+r ⊗ (x, y) for a positive crossing colored by
rx

y
and −r ⊗ (x, y) for a

negative crossing
r x

y
. Then we define

C(S) =
∑

c:crossing

εcrc ⊗ (xc, yc) ∈ CQ
2 (X; Z[X]),

here εc = ±1. We can easily check that this is a cycle. The homology class [C(S)]
in HQ

2 (X; Z[X]). is invariant under Reidemeister moves and does not depend on
the choice of region coloring. Moreover we have

Proposition 4.1. The homology class [C(S)] only depends on the conjugacy class
of the representation π1(S3 \ K) → GX induced by the arc coloring A.

5. Simplicial quandle homology HΔ
n (X) and the map

HR
n (X; Z[X]) → HΔ

n+1(X)

Let CΔ
n (X) = span

Z
{(x0, . . . , xn)|xi ∈ X}. We define the boundary operator of

CΔ
n (X) by

∂(x0, . . . , xn) =
n∑

i=0

(−1)i(x0, . . . , x̂i, . . . , xn).

Since X has a right action of GX , the chain complex CΔ
n (X) has a right action of GX

by (x0, . . . , xn)∗g = (x0∗g, . . . , xn∗g). We denote the homology of CΔ
n (X)⊗Z[GX ]Z

by HΔ
n (X) and call it a simplicial quandle homology of X.

We define a set In consisting of maps ι : {1, 2, · · · , n} → {0, 1}. We let |ι|
denote the cardinality of the set {i | ι(i) = 1, 1 ≤ i ≤ n}. For each generator
r ⊗ (x1, x2, · · · , xn) of CR

n (X; Z[X]), here r, x1, . . . , xn ∈ X, we define

r(ι) = r ∗ (xι(1)
1 x

ι(2)
2 · · ·xι(n)

n ) ∈ X,

x(ι, i) = xi ∗ (xι(i+1)
i+1 x

ι(i+2)
i+2 · · ·xι(n)

n ) ∈ X,

for any ι ∈ In. Fix an element p ∈ X. For each n ≥ 1, we define a homomorphism

ϕ : CR
n (X; Z[X]) −→ CΔ

n+1(X) ⊗Z[GX ] Z

by

(5.1) ϕ(r ⊗ (x1, x2, · · · , xn)) =
∑

ι∈In

(−1)|ι|(p, r(ι), x(ι, 1), x(ι, 2), · · · , x(ι, n)).

For example, in the case n = 2 (see Figure 3),

ϕ(r ⊗ (x, y)) = (p, r, x, y) − (p, r ∗ x, x, y) − (p, r ∗ y, x ∗ y, y) + (p, (r ∗ x) ∗ y, x ∗ y, y),
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p

(p, r, x, y) − (p, r ∗ x, x, y)

p

y

p

p

r ∗ x

x ∗ y r ∗ y

y

r

r ∗ (xy)

r ∗ x

r ∗ (xy) x ∗ y

y

rx

r ∗ y

y y

x

rx

y

r ∗ y

x ∗ y
r ∗ (xy)

r ⊗ (x, y)

r ∗ x

−(p, r ∗ y, x ∗ y, y) + (p, r ∗ (xy), x ∗ y, y)

Figure 3

and in the case n = 3,

ϕ(r⊗(x, y, z)) =

(p, r, x, y, z) − (p, r ∗ x, x, y, z)

− (p, r ∗ y, x ∗ y, y, z) − (p, r ∗ z, x ∗ z, y ∗ z, z)

+ (p, (r ∗ x) ∗ y, x ∗ y, y, z) + (p, (r ∗ x) ∗ z, x ∗ z, y ∗ z, z)

+ (p, (r ∗ y) ∗ z, (x ∗ y) ∗ z, y ∗ z, z) − (p, ((r ∗ x) ∗ y) ∗ z, (x ∗ y) ∗ z, y ∗ z, z).

Theorem 5.1. The map ϕ : CR
n (X; Z[X]) −→ CΔ

n+1(X) ⊗Z[GX ] Z is a chain map.

So ϕ induces a homomorphism ϕ∗ : HR
n (X; Z[X]) → HΔ

n+1(X). We remark that
the induced map ϕ∗ : HR

n (X; Z[X]) → HΔ
n+1(X) does not depend on the choice of

p ∈ X. When n = 2, the map reduces to the map ϕ∗ : HQ
2 (X; Z[X]) → HΔ

3 (X)

5.1. Relative group homology. Let G be a group. Let H be a subgroup of
G. We define the relative group homology Hn(G,H; Z) by the homology of the
mapping cone of the map Cn(H) ⊗Z[H] Z → Cn(G) ⊗Z[G] Z. We can compute
Hn(G,H; Z) as follows (see [Zic]).

Lemma 5.2. Let K be the kernel of C0(H\G) → Z. Let · · · → F2 → F1 → K → 0
be a free resolution of K as Z[G]-module. Then Hn(G, H; Z) ∼= Hn(F∗ ⊗Z[G] Z) for
n ≥ 1.

Most of important quandles have a homogeneous presentation, in other words
it can be presented in the form H\G with some group G and a subgroup H of G
[Joy]. Since the complex CΔ

∗ (X) is acyclic and have a Z[G]-module structure, so if

· · · → CΔ
2 (X) → CΔ

1 (X) → Ker(CΔ
0 (X) → Z) → 0

is a projective resolution, HΔ
n (X) is isomorphic to Hn(G,H; Z). This is another

relationship with group homology.

6. Quandle structure on C2 \ {0}
Define a binary operation ∗ on C2 \ {0} by

(
x1

y1

)
∗

(
x2

y2

)
:=

(
1 − x2y2 −x2

2

y2
2 1 + x2y2

)(
x1

y1

)
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This satisfies the quandle axioms. Let P be the set of the parabolic elements of
PSL(2, C). This has a quandle structure by conjugation x ∗ y = y−1xy. This is
isomorphic to the quandle formed by the parabolic elements of SL(2, C) with trace
2 (or −2). Define a map C2 \ {0} → P by

(
x
y

)
�→

(
1 − xy −x2

y2 1 + xy

)
.

This is a quandle homomorphism and induces a quandle isomorphism P ∼= (C2 \
{0})/±. The quandle (C2\{0})/± and therefore P has a homogeneous presentation
PSL(2, C)/P where P is the parabolic subgroup. So HΔ

3 (P) is closely related to
the relative homology H3(PSL(2, C), P ; Z).

7. Extended Bloch group

The pre-Bloch group P(C) is the quotient of the free abelian group generated by
symbols [z], z ∈ C \ {0, 1} and the relation given by

[x] − [y] +
[y

x

]
−

[
1 − x−1

1 − y−1

]
+

[
1 − x

1 − y

]
= 0

for each x, y ∈ C \ {0, 1} with x �= y. This relation is called the five term relation.
The Bloch group B(C) is the kernel of the homomorphism λ : P(C) → C∗ ∧Z C∗

defined by λ([z]) = z ∧ (1 − z).
The extended pre-Bloch group P̂(C) is the quotient of the free abelian group

generated by [z; p, q] where z ∈ C \ {0, 1} and p, q ∈ Z with relation given by the
lifted five term relation, which is something like a lifting of the five term relation. In
some sense, the pre-Bloch group is a lift of pre-Bloch group to the universal abelian
cover of C \ {0, 1}, and p and q represent the branches at 0 and 1 respectively.
The extended Bloch group is the kernel of the map P̂(C) → C ∧Z C defined by
[z; p, q] �→ (Log(z) + pπi) ∧ (−Log(1 − z) + qπi). See [Neu] for details.

We construct a map from CΔ
3 (P) → P̂(C) along with the work of Dupont and

Zickert [DZ]. In this note we omit the discussion on the treatment of degenerate
simplices because it makes the argument more complicated. Let (x0, . . . , x3) be an
element of CΔ

3 (P) . Since we have P ∼= (C2 \ {0})/±, we regarded x0, . . . , x3 as
2-dimensional column vectors. We define three complex numbers by

w0 = Log det(x0, x3) + Log det(x1, x2) − Log det(x0, x2) − Log det(x1, x3),

w1 = Log det(x0, x2) + Log det(x1, x3) − Log det(x0, x1) − Log det(x2, x3),

w2 = Log det(x0, x1) + Log det(x2, x3) − Log det(x0, x3) − Log det(x1, x2).
(7.1)

Here det(xi, xj) is the determinant of
(

x1
i x1

j

x2
i x2

j

)
for xi =

(
x1

i

x2
i

)
and xj =

(
x1

j

x2
j

)
,

and the Log is defined by Log(z) = log |z| + i arg(z) (−π < arg(z) ≤ π). Since xi

are well-defined only up to sign, the value Log det(xi, xj) has an ambiguity of ±πi.
So we fix the value of det(xi, xj) so that 0 ≤ arg(det(xi, xj)) < π. (We can show
that another choice of sign does not change the image. This can be shown by using
the cycle relation [Neu, Section 6].) Let z be the complex number defined by

z =
(x1

0/x2
0 − x1

3/x2
3)

(x1
0/x2

0 − x1
2/x2

2)
(x1

1/x2
1 − x1

2/x2
2)

(x1
1/x2

1 − x1
3/x2

3)
,

then w0, w1, w2 have the following form:

w0 = Log(z) + pπi, w1 = −Log(1 − z) + qπi,

w2 = −Log(z) + Log(1 − z) − (p + q)πi.
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here p and q are some integers. We assign [z; p, q] ∈ P̂(C) for (x0, x1, x2, x3) ∈
CΔ

3 (P). This defines a map CΔ
3 (P) → P̂(C) and induces the map HΔ

3 (P) → B̂(C)
(here this is not precise statement, see Remark 7.2). Composing with the map
defined in Section 5, we have the following theorem.

Theorem 7.1. There exists a homomorphism

(7.2) HQ
2 (P; Z[P]) → B̂(C).

The image of the cycle [C(S)] by this map gives the extended Bloch invariant of the
parabolic representation.

Remark 7.2. We could not construct a map CΔ
3 (P) → B̂(C) directory because

we could not remove the degenerate simplices. But we can deform any cycle
of HQ

2 (P; Z[P]) by adding boundary term so that the image by the map ϕ∗ :
HQ

2 (P; Z[P]) → HΔ
3 (P) consists of non-degenerate simplices without changing the

homology class. So we can actually construct the map (7.2).

Neumann showed in [Neu] that B̂(C) ∼= H3(PSL(2, C); Z). He also defined the
Rogers dilogarithm function R : B̂(C) → C/π2Z which gives a combinatorial for-
mula of the Cheeger-Chern-Simons class via the isomorphism. Applying the func-
tion R to the image of [C(S)] by the map (7.2), we obtain a diagrammatic descrip-
tion of the volume and the Chern-Simons invariant.
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On positive knots of genus two

鄭 仁大 (大阪市立大学大学院理学研究科)

岸本 健吾 (大阪市立大学大学院理学研究科)

1 はじめに
結び目の交代性の拡張として様々なものが存在するが, 本稿では概交代性と擬交代性
に焦点を当てて, 種数 2の正結び目に対して得られた結果を述べる. 結び目図式が概交
代的 (almost alternating)であるとは, その図式のある一つの交点の上下を交換するこ
とによって交代的図式が得られることである. 結び目が概交代的であるとは, 概交代的
図式を持ち, かつ交代的でないことである. 結び目が正交代的 (positive-alternating)

であるとは, 正かつ交代的な図式を持つことである. 結び目図式が概正交代的 (almost

positive-alternating)であるとは, その図式のある一つの交点の上下を交換することに
よって正交代的図式が得られることである. 結び目が概正交代的であるとは, 概正交代的
図式を持ち, かつ正交代的でないことである. 正図式と交代的図式を別々に持つならば,

正交代的図式を持つということがNakamura [5]によって示されているが, 正図式と概交
代的図式を別々に持つならば, 概正交代的図式をもつかどうかは未解決である.

問題 結び目が正図式と概交代的図式を別々に持つならば, 概正交代的図式をもつか？

この問題は 11交点以下の結び目, 及び種数 1の結び目に対して正しい. 本稿の 1つめの
結果はこの問題が種数 2の場合に正しいということを含む主張を示したことである.

定理 1. 種数 2の正結び目は正交代的, もしくは概正交代的である.

2つめの結果は, 定理 1の応用として, 種数 2の正結び目の擬交代性について得られた
ものである. 擬交代性については, 3章で定義を述べる

定理 2. 種数 2の正結び目は擬交代的である.

種数 2の素でない正結び目は, 種数 1の正結び目, つまり正交代的プレッツェル結び目
2つの合成結び目なので, 正交代的かつ擬交代的であることは明らかである. したがって
本稿では, 種数 2の素な正結び目について,定理 1, 2が成り立つことを示す.

1
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図 1: 種数 2の正結び目の生成元

2
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2 定理 1の証明
図 1の結び目図式を (種数 2の正結び目の)生成元といい, その全体の集合を G+

2 と表わ
す. 図 2のように, 図式の交点の周囲で行われる局所変形を t′2変形という.

t2'

図 2: t′2変形

生成元の集合 G+
2 と t′2変形に関して, Stoimenowによって次が示されている.

補題 3 ([6]). 種数 2の素な任意の正結び目は, ある生成元に t′2変形を行って得られる図式
によって表わされる.

定理 1の証明. 生成元G ∈ G+
2 を次の 3つの場合に分けて考える.

(1) Gが交代的図式である場合:

5+
1 , 7+

5 , 8+
15, 9+

23, 9+
38, 10+

101, 10+
120, 11+

123, 11+
329, 12+

1097, 13+
4233

t′2変形は正交代的図式の正交代性を保つため, このときこれらの生成元は正交代的結び目
を生成する.

(2) Gが交代的図式でないが, 交代的結び目を表す場合:

6+
2 , 6+

3 , 7+
6 , 7+

7 , 8+
12, 8+

14, 9+
25, 10+

58, 10+
97, 11+

148

このとき, Gに t′2変形を行って得られる全ての図式を正交代的図式に変形できることを
示す. Gが 6+

2 のときのみを証明するが, 他の場合も同様に示すことができる. 6+
2 の各交

点 ci (i = 1, 2, . . . , 6)に t′2変形を ai回行って得られた図式を, 図 3のように変形すること
により正交代的図式が得られる.

図 3:

ここで図 3内の aiとラベル付けされたタングルは 2ai + 1回半捻りを表し, 影付きのタ
ングルは元のタングルから交点を一つ取り出したものとする.

(3) Gが交代的図式でなく, かつ非交代的結び目を表す場合:

9+
39, 9+

41, 12+
1202

3
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これらの生成元から得られる図式を概正交代的図式に変形することは, (2)で示した方法
と同様にしてできるので省略する (詳しくは [4]を参照). よって証明の残りは生成された
結び目図式が正交代的でないことを示すことである. 実際に Jones多項式の最大次係数
を計算することにより, これらの結び目の Jones多項式が全てモニックでないことが分か
る. 交代的結び目 (一般的に充足 (adequate)結び目)の Jones多項式はモニックであるこ
と [7]から, 生成される全ての結び目は正交代的でない.

この証明から (1), (2)の 21個の生成元からは正交代的結び目が, (3)の 3つの生成元か
らは概正交代的結び目が得られることが分かる. しかし種数 2の素な交代的結び目に関す
る先行研究 ([2], [3], [6]参照)から, 正交代的結び目は (1)の 11個の生成元から全て生成さ
れることが導かれる.

系 4. 種数 2の素な正結び目は, 次の 14個の生成元から生成される.

(i) 5+
1 , 7+

5 , 8+
15, 9+

23, 9+
38, 10+

101, 10+
120, 11+

123, 11+
329, 12+

1097, 13+
4233 (ii) 9+

39, 9+
41, 12+

1202

特に, (i)の生成元からは正交代的結び目が, (ii)の生成元からは概正交代的結び目が生成
される.

注意 5. どの生成元に対しても, その生成元からは生成できて, 他の 13個の生成元では生
成できないような種数 2の正結び目が存在するので, 系 4で挙げた 14個の生成元は必要
最小限である.

3 定理 2の証明
絡み目図式Dとその交点 cに対して, DA

c とDB
c を図 2のような図式とする.

図 4:

また図式Dの表わす絡み目を L(D)と表わす. 次の条件をみたす絡み目の集合 Sを考
える.

• 自明な結び目 ∈ S.

• 次をみたすような, 交点 cをもつ図式Dに対して, L(D) ∈ S:

(1) L(DA
c ), L(DB

c ) ∈ S,

(2) det(L(D)) = det(L(DA
c )) + det(L(DB

c )).

4
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この条件をみたす集合は無限に存在するが, それらの共通部分をQと表わす (即ち, この
ような集合の中で最小のものがQである). 絡み目LがQに含まれるとき, Lは擬交代的
(quasi-alternating)であるという. 擬交代的絡み目に対して, 2つ目の条件で表れたよう
な図式は交点 cで擬交代的であるという. 非分離交代的絡み目は擬交代的であるが, 分離
交代的絡み目は擬交代的でないことが定義から導かれることに注意する.

定理 2の証明. 系 4から, 種数 2の正結び目は次の生成元を調べれば十分である.

(i) 5+
1 , 7+

5 , 8+
15, 9+

23, 9+
38, 10+

101, 10+
120, 11+

123, 11+
329, 12+

1097, 13+
4233 (ii) 9+

39, 9+
41, 12+

1202

この内 (i)の 11個から生成される結び目は全て交代的なので, 擬交代的結び目である. 残
りの (ii)の 3個から生成される結び目が擬交代的となることを 9+

41を例に挙げて示す. 9+
39,

12+
1202の場合も同様にして示せるので省略する.

補題 6 ([1]). 交点 cで擬交代的であるような絡み目図式Dに対して, cを端点の上下情報
が同じ交代的有理タングル図式 T で置き換えて得られる図式をD′とする. このとき絡み
目 L(D′)は擬交代的である.

図 5のように 9+
41から生成される結び目図式をDとし, a9でラベル付けされたタング

ル図式を交点 cで置き換えて得られる図式をD′とする.

図 5:

補題 6より, D′が交点 cで擬交代的であることを示せば, L(D)が擬交代的であることが
導かれる. まず図 6のようにDA

c , DB
c を交代的図式変形できることにより, L(DA

c ), L(DB
c )

が交代的絡み目であり, つまり擬交代的絡み目であることが分かる.

又, Goeritz行列を用いることで, det(L(D′)) = det(L(DA
c )) + det(L(DB

c ))となること
が確かめられる. 以上より, D′が交点 cで擬交代的である.
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図 6:
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絡み目の flat plumbing basket 表示
について

佐賀大学大学院　工学系研究科 数理科学専攻
中島　佑介

小林・平澤・降旗の３氏により導入された絡み目の flat plumbing basket

表示に関連して行った次の３点の考察について述べる.証明や表の詳細に
ついては今年度提出する修士論文に記す. (1) ザイフェルトの標準形から
flat plumbing basket 表示を得る方法 (2) 表示のために必要な band の最
小数 (3) pass 同値との関係

1 絡み目の flat plumbing basket 表示
定義 1.1 ([1]). ザイフェルト曲面 S が flat plumbing basket であるとは,

S が次の性質を満たすことである :

(1) S は円板 D に flat annulus を次々 plumbing して得られる.

(2) その plumbing の糊白は全て D の中にある.

∂S = L を満たす flat plumbing basket S が存在するとき,絡み目 L は
flat plumbing basket 表示をもつという.

図 2に flat plumbing basket表示の例を挙げておく. ここで, flat plumb-

ing basket表示は図 2の一番右側の図式のように円板とその円板に proper

に埋め込まれた label 付きの弧によって表すことができるが,この図式を
flat basket diagram という.

図 1: flat annulus の plumbing 図 2: 31 の flat plumbing basket 表示

小林・平澤・降旗の３氏により,以下のことが示されている.
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定理 1.2 ([1]). 全ての絡み目は flat plumbing basket 表示をもつ.

[1]では絡み目の閉ブレイド表示を用いて定理 1.2.の証明を行っている
が, ここではその別証明の基本的な流れを述べる.

図 3:

一般に絡み目 L のザイフェルト曲面 S は, g を S の種数, r を L の
成分数として,図 3のような 1つの円板と 2g + r − 1 本の band をもつ曲
面に変形できる.ここで band の部分はもつれたりねじれたり,他の band

と絡まったりしているが, S は向きづけ可能なので, band のねじれの回
数は偶数である.そこで, band のねじれを図 4のように変形することによ
り, S の片面だけが見えるように変形することができる.このように変形
したザイフェルト曲面を, ザイフェルトの標準形という.

図 4:

ここで以下を定義する.

定義 1.3. 図 5のようなザイフェルト曲面の変形を push down と呼ぶ.

図 5: push down
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Push down によって得られるザイフェルト曲面の境界はもとのものと
isotopic であることに注意する.

別証明の流れ
(1) 各 band を線で略記する.

(2) 略記した線を更に,垂直な線分と水平な線分の和として表す.

(3) 略記した線の交差点では,上交差が水平で下交差が垂直になるように
する.

図 6: (1)(2)(3)を満たすような変形

(4) 水平な線分の中で,その端点から真上に線分が延びている場合,その
箇所を真下に push down する. (図 7参照. Push down する途中で他の
略記した線と交差してしまう場合には, (3)の条件を満たすように push

down する方の線分を下に通す)

図 7:

図 8: (4)を満たすような変形

このような変形を行うことによって,全ての水平な線分を図 7 (a)の型
にできる.このような曲面は flat annulus の plumbing により得られるこ
とは明らかである. [終]
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2 最小 band 数の考察
定義 2.1 ([2]). 結び目 K を flat plumbing basket 表示にするために必
要な最小 band 数を fpbk(K) で表す.

ここでは結び目の flat plumbing basket 表示で band 数が最小となる
ものを考える.定理 1.2.の [1]および別証明の方法をそのまま使うと一般
に band 数はかなり多くなってしまうが,個々の結び目に応じて適切な工
夫をすることにより band 数を少なくしていくことができる.ここで得ら
れた表示が band 数が最小となる表示かどうかの判定法について述べる.

まず, band 数が最小であるかの判定法を考える上で重要となるコン
ウェイ多項式の定義とその flat plumbing basket 表示の下での求め方に
ついて述べる. 絡み目 L のザイフェルト曲面を S として, S 上に (整数
係数)１次ホモロジー群の基底となる loop k1, · · · , kn をとる. 更に, ki を
S の正の方向に浮かせたものを k+

i として

vij := Link(k+
i , kj)

と定める.これを成分とする行列 V = (vij) ∈ M(n;Z) を,絡み目 L の ザ
イフェルト行列という.このとき,

det(xV T − x−1V )

で, z = x−1 − x とおいて定まる z の整数係数多項式 ∇(L; z) を,絡み目
L の コンウェイ多項式という.特に,結び目 K のコンウェイ多項式は

∇(K; z) = a2nz2n + a2n−2z
2n−2 + · · · + a2z

2 + 1

のような式の形になることが知られている.

特に flat plumbing basket 表示に対して,ザイフェルト行列 V は以下
のようにして求めることができる :

(1) V は対角成分が０である下三角行列
(2) vij (i > j) は, flat basket diagram の各弧に向きを入れたものの位置
関係によって,図 9のような値をとる.
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図 9: flat basket diagram に向きを入れたものと vij との関係

例 2.2. 41

V =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0

−1 0 0 0

−1 −1 0 0

−1 −1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∇(41; z) = det(xV T − x−1V ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −x −x −x

x−1 0 −x −x

x−1 x−1 0 x

x−1 x−1 −x−1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −x2 − x−2 + 3 = −(x−1 − x)2 + 1

= −z2 + 1

このような flat plumbing basket 表示におけるコンウェイ多項式の議
論から, 以下が成り立つ.

定理 2.3 (fpbk(K) の判定). 非自明な結び目K のコンウェイ多項式∇(K; z)

を

∇(K; z) = a2nz
2n + a2n−2z

2n−2 + · · · + a2z
2 + 1 (n �= 0, a2n �= 0)

とする.このとき以下が成り立つ.

(1) a2n = ±1 ⇒ fpbk(K) ≥ 2n + 2

(2) a2n �= ±1 ⇒ fpbk(K) ≥ 2n + 4

この判定定理をもとに９交点以下の結び目に対して, band 数が最小と
なる flat plumbing basket 表示をある程度決定できた.以下にその例と
fpbk(K) の一覧表を載せておく.例では１つの結び目につき (1)結び目の
番号 (2)コンウェイ多項式 (3) fpbk(K) (4) flat basket diagram を載せて
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いる. ここで, 72 では (3)が 8?(6)となっているが,これは判定定理でいう
と fpbk(K) は６以上だが,まだ band 数８の flat plumbing basket 表示
しか見つかっていないため fpbk(K) が決定できていないということであ
る. 一覧表でも同様に表記する.

31

1 + z2

4

86

1 − 2z2 − 2z4

8

72

1 + 3z2

8?(6)

表 1: 結び目と最小 band 数の一覧

K fpbk(K) K fpbk(K) K fpbk(K) K fpbk(K) K fpbk(K)
31 4 87 8 96 10 926 8 946 6
41 4 88 8 97 10?(8) 927 8 947 8
51 6 89 8 98 8 928 8 948 6
52 6 810 8 99 10 929 10?(8) 949 10?(8)
61 6 811 8 910 10?(8) 930 8
62 6 812 6 911 8 931 8
63 6 813 8 912 8 932 8
71 8 814 8 913 10?(8) 933 8
72 8?(6) 815 10?(8) 914 8 934 12?(8)
73 8 816 8 915 8 935 10?(6)
74 8?(6) 817 8 916 10 936 8
75 8 818 8 917 8 937 8
76 6 819 10?(8) 918 10?(8) 938 10?(8)
77 6 820 6 919 8 939 10?(8)
81 8?(6) 821 6 920 8 940 12?(8)
82 8 91 10 921 8 941 10?(8)
83 6 92 10?(6) 922 8 942 6
84 8 93 10 923 10?(8) 943 10?(8)
85 8 94 10?(8) 924 10?(8) 944 8?(6)
86 8 95 10?(6) 925 10?(8) 945 8?(6)

系 2.4. K が非自明なトーラス結び目 T (2,±(2n + 1)) (n ∈ N) ならば
fpbk(K) = 2n + 2 である.
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3 f.p.b.同値と pass 同値

図 10: band の上下の入れ替えによる変形

ここでは図 10のような flat plumbing basket の band の上下の入れ替
えによる絡み目の変形について述べる.まず, 以下を定義する.

定義 3.1. (1) flat basket diagram D からその各弧の label を無視したも
のを underlying diagram と呼び, D と表す.

(2) L,L′ を絡み目とする.ある underlying diagram D に対し, D の各弧の
label 付けとしてL の flat basket diagram を表すものと L′ の flat basket

diagram を表すものが得られるとき, L と L′ は underlying diagram を共
有するという.

(3) L, L′ を絡み目とする. L と L′ に対し,ある絡み目の列 L = L0 , L1 ,

L2 , · · · , Ln = L′ が存在して,各 i(= 0, · · · , n− 1) についてLi と Li+1 が
underlying diagram を共有するとき, L と L′ は f.p.b. 同値であるという.

続いて, L. Kauffman([3]) により導入された pass 同値を定義する.

定義 3.2 ([3]). (1) 図 11のような絡み目の変形を pass move と呼ぶ.

(2) L , L′ を絡み目とする. L に有限回 pass move を行うことにより L′

を得られるとき, L と L′ は pass 同値 であるという.

図 11: pass move

この２つの同値関係について,以下が成り立つ.

定理 3.3. L と L′ が f.p.b.同値 ⇐⇒ L と L′ が pass 同値
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証明の流れ
ここでは結び目の場合についてのみ述べることにする.証明は次の手

順で行う.

(1) 定理 1.2.の別証明の方法により,ザイフェルトの標準形の band の任
意の交差の入れ替えを,ある flat plumbing basket 表示の band の上下の
入れ替えによって行えることを示す.

(2) 31�3
∗
1 と自明な結び目が underlying diagram を共有していることを

示す (下図参照).

[終]
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結び目のシャープゴルディアン距離について
岸本　進也 （大阪市立大学大学院理学研究科）

E-mail:five1984@gmail.com

1 はじめに
この章では, シャープ変形とシャープゴルディアン距離について述べる.

定義 1.1 ([2]). シャープ変形 (�-move)とは, 向き付けられた結び目図式に対して定義される局所変形で
ある.

シャープ変形は以下のような性質を持つことが知られている.

定理 1.2 ([2]). シャープ変形は結び目解消操作である.

例 1.3. 以下の結び目はシャープ変形を用いることで自明な結び目に変形できる.

次に、与えられた２つの結び目の間の距離を, シャープ変形を用いてを定義する.

定義 1.4 ([2]). 2つの結び目K, K ′の間のシャープゴルディアン距離 (�-Gordian distance)d�
G(K, K ′)と

は, K をK ′ に変形する為に必要なシャープ変形の最小回数のことを言う. 特に結び目K と自明な結び
目の間のシャープゴルディアン距離をシャープ結び目解消数 (�-unknotting number)u�(K)と言う.

シャープゴルディアン距離について以下のような性質が知られている.

定理 1.5 ([2]). 任意の結び目K, K ′ について, 次が成り立つ.

d�
G(K, K ′) ≡ Arf(K) − Arf(K ′) (mod 2).

ここで Arf(K)は結び目のアーフ不変量である.
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例 1.6. 以下の 2つの結び目の間のシャープゴルディアン距離は 2である.

アーフ不変量の差が 0の為シャープゴルディアン距離は偶数である. 実際に 2回のシャープ変形で移り
あうのでシャープゴルディアン距離が 2であることがわかる.

2 シャープ変形に含まれる変形
第 1章ではシャープ変形の性質について述べた. 第 2章ではシャープ変形に含まれている変形につい

て述べる.

定義 2.1. t4 変形 (t4-move)、Δ2
3 変形 (Δ2

3-move)とは, 向き付けられた結び目図式に対して定義される
以下の様な局所変形である.

次に、シャープゴルディアン距離と同様に t4 変形とΔ2
3 変形に対して距離を定義する.

定義 2.2. 2つの結び目K, K ′の間の t4ゴルディアン距離 dt4
G (K, K ′),Δ2

3ゴルディアン距離 d
Δ2

3
G (K, K ′)

とは, K をK ′ に変形する為に必要な t4 変形, Δ2
3 変形の最小回数のことを言う.

注意 2.3. t4変形及びΔ2
3変形は結び目解消操作であるかどうかが知られていない為、任意の結び目の組

(K,K ′)の t4ゴルディアン距離、Δ2
3ゴルディアン距離がそれぞれ有限値を取るかわからない. 本論文で

は距離が定まらない場合、距離を無限とする.

命題 2.4.

d�
G(K1,K2) ≤ dt4

G (K,K ′) ≤ d
Δ2

3
G (K, K ′).

証明. t4変形及びΔ2
3変形がシャープ変形 1回で実現できることと, t4変形がΔ2

3変形 1回で実現でき
ることを示せば十分である.
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3 主結果
第 3章では、シャープゴルディアン距離について得られた定理を紹介し、その定理が成り立つことを

示す.

定理 3.1. 任意の結び目K に対して以下の条件 (1)(2)(3)を満たす結び目の組 (K1, K2)が存在する.
(1) d�

G(K, Ki) = 1 (i = 1, 2),

(2) d�
G(K1, K2) = 2, dt4

G (K1,K2) ≥ 4, d
Δ2

3
G (K1,K2) ≥ 4,

(3) d�
G(Ki, Jn) = 1をみたす無限個の異なる結び目の族 {Jn} (n ∈ Z)が存在する.

(1)の証明. 始めに、任意の結び目K に対して (1)を満たす結び目の組 (K1, K2)を以下のように構成
する.

ここで T は図のように閉じたときにK を表す任意のタングル, K2 はK と 10139!との連結和である.
d�

G(K, K1) = 1, d�
G(K, K2) = 1を以下の図により示す.

(2)の証明. (1)の証明より, d�
G(K1, K2) = 2は自然と導ける. dt4

G (K1,K2) ≥ 4, d
Δ2

3
G (K1,K2) ≥ 4を証

明する為にラスムッセン不変量 s(K)を用いる [3] .

補題 3.2. 正の交差点を持つある結び目をK+とし, K+の正の交差点を一点だけ交差交換した結び目を
K− とする.
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(i) s(K+) − s(K−) ∈ {0, 2}.
(ii) s(K#K ′) = s(K) + s(K ′).

(iii) s(K!) = −s(K).

この補題を用いてK1,K2 のラスムッセン不変量の差を計算すると.

|s(K1) − s(K2)| = 14 or 16.

ということがわかる.
t4 変形は交差交換 2回で実現される局所変形の為, 補題の (ii)より t4 変形 1回でラスムッセン不変量は
最大 4変化する.これより dt4

G (K1,K2) ≥ 4.
同様にΔ2

3変形は交差交換 3回で実現される局所変形の為, d
Δ2

3
G (K1,K2) ≥ 3,ここで d�

G(K1, K2) = 2よ
りK1,K2 のアーフ不変量の差は 0, よって d

Δ2
3

G (K1,K2) ≥ 4.

(3)の証明. K1,K2 に対して Jn を以下のように構成する.

…

任意の整数 l �= mに対して, Jl �= Jm となることを示す為に次の多項式を導入する.

定義 3.3 ([1]). 絡み目 Lの 0係数多項式 (0-th coefficient polynomial) c0(L; x)とは,以下の (i), (ii)の
公理をみたす Z[x, x−1]に値をとる絡み目の不変量である.

(i) c0(O;x) = 1.

(ii) −xc0(D+;x) + c0(D−;x) = c0(D0; x).
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Jn の 0係数多項式を計算すると

c0(Jn) = x−n(c0(J0) − c0(K1)c0(10139!)) + c0(K1)c0(10139!).

ここで l �= mとしたとき

c0(Jl) − c0(Jm) = (x−l − x−m)(c0(J0) − c0(K1)c0(10139!)).

(x−l − x−m) �= 0より, c0(J0) − c0(K1)c0(10139!) �= 0を示せばよい．

c0(J0) − c0(K1)c0(10139!) = (c0(10139!) − c0(10139))c0(K1) + (1 − x)2x5c0(K ′
1).

ここでK1, K ′
1 は

c0(10139), c0(10139!), c0(K1), c0(K ′
1)を計算するとそれぞれ以下の多項式になる．

c0(10139) = x−6 − 6x−5 + 6x−4.
c0(10139!) = x6 − 6x5 + 6x4.
c0(K1) = (4x−4 − 4x−5 + x−6)c0(K) + (x−3 − x−4)c0(K ′).
c0(K ′

1) = (3x−6 − 8x−5 + 6x−4)c0(K) + (x−4 − x−5)c0(K ′).

ここでK, K ′ は

c0(J0) − c0(K1)c0(10139!)
= x−12(x2(1 − x)2(1 − 5x + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9 − 7x10 + x11)c0(K ′)
+(1 − x)(−1 + 9x − 25x2 + 23x3 − x4 − x5 − x6 − x7 − x8 − x9 + 5x10 − 19x11 + 8x12 + 8x13)c0(K)).

c0(J0) − c0(K1)c0(10139!) = 0と仮定すると
−x2(1 − x)2(1 − 5x + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9 − 7x10 + x11)c0(K ′)
=(1 − x)(−1 + 9x − 25x2 + 23x3 − x4 − x5 − x6 − x7 − x8 − x9 + 5x10 − 19x11 + 8x12 + 8x13)c0(K).
ここで 0係数多項式の性質を紹介する．

補題 3.4 ([1]). K が結び目⇐⇒ x = 1のとき c0(K) = 1.

補題より c0(K), c0(K ′)は結び目なので (1− x)を因子として持たない．左辺と右辺では因子として持
つ (1 − x)の数が違うので多項式として等しくないため矛盾.
よって c0(J0) − c0(K1)c0(10139!) �= 0であるので, Jl �= Jm となる �
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GROMOV HYPERBOLICITY OF A VARIATION OF THE GORDIAN
COMPLEX

市原一裕 (KAZUHIRO ICHIHARA) AND 鄭仁大 (IN DAE JONG)

Abstract. 本稿では, 結び目不変量と局所変形を用いることで定義される単体的複体を
導入する. これは, Hirasawa-Uchidaによって導入されたGordian複体の一般化となって
いる. 特に, Alexander-Conway多項式と Delta変形を用いることで定まる単体的複体に
ついて考え, それが Gromov双曲的であることを示す.

1. 導入

Kを 3次元球面内の結び目全体が成す集合とする. λ を結び目上の局所変形とする. 結
び目KとK ′の λ-Gordian距離 dλ(K,K ′) とは, KをK ′に変形するために必要な局所
変形 λの最小回数のことである. このような最小値が存在しない場合は, dλ(K,K ′) = ∞
とおく. 特に交差交換 (xで表す) に対して, dx はGordian距離と呼ばれる. Hirasawa-

Uchida [8]はGordian距離を用いてGordian複体 Gxを導入した. これの一般化である
λ-Gordian複体 Gλは次のように定義される (cf. [14, Section 1]);

• Gλの頂点集合= K,

• K0, K1, . . . , Kn ∈ Kが n–単体を張る ⇔ dλ(Ki, Kj) = 1 (i �= j ∈ { 0, 1, . . . , n }).
ここで, Gλ (resp. Gx) の 1次元骨格を λ-Gordianグラフ (resp. Gordianグラフ)と呼
び, Gλ (resp. Gx)で表す. 各辺の長さが 1であると仮定することでGλは距離空間となり,

さらに各連結成分は測地空間となる (cf. Section 3). 測地空間の重要な性質の 1つとして
Gromov双曲性 [6] (cf. Section 3) が挙げられる. これについて次のことが知られている.

命題 1.1 ([4, Theorem C]). Gx はGromov 双曲的でない.

本稿では, 結び目不変量と局所変形を用いることで新しい単体的複体の族を導入する.

(大雑把な言い方をすると, λ-Gordian複体を “結び目不変量で割る”ことで新しい単体的
複体を導入する) . 特に, 不変量としてAlexander-Conway多項式を用いて得られる単体
的複体とその 1次元骨格グラフのGromov双曲性について考える.

2. (ι, λ)-Gordian複体

ここでは結び目不変量と局所変形を用いることで新しい単体的複体を導入する. ιを結
び目不変量とする. K,K ′ ∈ Kに対して, ι(K) = ι(K ′)が成り立つとき, K ∼ι K ′と表
す. この二項関係∼ιはK上の同値関係を定める. Kで代表される同値類を [K]ιで表し,

Kι = { [K]ι |K ∈ K}とする.

The first author is partially supported by Grant-in-Aid for Young Scientists (B), No. 20740039,

Ministry of Education, Culture, Sports, Science and Technology, Japan.
1
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2 市原一裕 (KAZUHIRO ICHIHARA) AND 鄭仁大 (IN DAE JONG)

Figure 1. Delta-変形.

Figure 2. C2-変形.

定義 2.1. ιを結び目不変量, λを結び目上の局所変形とする. (ι, λ)-Gordian複体 Gλ
ι は,

次で定義される単体的複体である;

• Gλ
ι の頂点集合 = Kι,

• [K0]ι, [K1]ι, . . . , [Kn]ιが n–単体を張る ⇔ ∀i �= j ∈ { 0, 1, . . . , n }について,

∃Ki,j ∈ [Ki]ι, ∃Kj,i ∈ [Kj]ι s.t. dλ(Ki,j, Kj,i) = 1.

Gλ
ι の 1次元骨格を (ι, λ)-Gordianグラフといい, Gλ

ι で表す.

∇K を結び目KのConway多項式 [3]とする. Delta-変形 [12], [13]とは, 図 1で表され
る局所変形のことで, これを記号Δで表す. この局所変形は, C2-変形 (図 2)と同値であ
ることが知られている. (C2-変形は, Goussarov [5]とHabiro [7]によって独立に導入され
たCn-変形と呼ばれる局所変形の特別な場合である. )

Conway多項式とDelta変形を用いることで, (∇, Δ)-Gordian複体GΔ
∇と, (∇, Δ)-Gordian

グラフGΔ
∇が定義 2.1で述べた方法で構成される. このとき, 次が成り立つ.

定理 2.2. GΔ
∇ は Gromov 双曲的である.

注意 2.3. Delta-変形は結び目解消操作である [13]ので, GΔ
∇は連結グラフである．

定理 2.2の証明は Section 5で与える.

3. Gromov双曲性

この章では, Gromov双曲性の定義を紹介する (詳しくは [2]又は [6]を参照). 距離空間
X内の任意の 2点に対して, それらを結ぶ測地線 (i.e. 最短距離の道) が存在するとき, X

は測地空間であるという.

例 3.1. Γを連結グラフとする. Γの 2頂点 v, v′に対して, それらを端点とする辺を vv′で
表す. Γの各辺の長さが 1であると仮定することで, 連結グラフ Γは測地空間となる.

測地空間内の 2点 x, yを結ぶ測地線を s(x, y) で表す. 各辺が測地線であるような三角
形を測地三角形という. ある実数 δ ≥ 0に対して, 各辺が他の 2辺の δ-近傍に含まれると
き, その三角形は δ-slim であるという. Xに含まれる全ての測地三角形が δ-slimである
とき, 測地空間Xは δ-双曲的 (又は, Gromov双曲的) であるという.

注意 3.2. 測地空間Xが δ-双曲的のとき, δ′ ≥ δを満たす δ′に対してもXは δ′-双曲的.

114「結び目の数学Ⅱ」報告集



GROMOV HYPERBOLICITY OF A VARIATION OF THE GORDIAN COMPLEX 3

例 3.3. • 木 (サイクルを持たないグラフ)は 0-双曲的.

• R2はGromov双曲的でない.

• H2は (log 3)/2-双曲的.

• 直径が r(< ∞)のグラフは r-双曲的.

4. (∇, Δ)-Gordian距離

Section 1で定義した (∇, Δ)-GordianグラフGΔ
∇は, 各辺の長さが 1であると仮定する

ことで測地空間とみなせる (cf. 例 3.1). 測地空間GΔ
∇上の距離を dΔ

∇で表す. 以降では特
に断らない限り, GΔ

∇の頂点 [K]∇を [K]で表すことにする.

以下ではGΔ
∇上の距離dΔ

∇について考察する. 結び目Kに対して, an(K)をKのConway

多項式の n次係数とする.

補題 4.1 ([16]). dΔ(K,K ′) = 1を満たすK,K ′ ∈ Kに対して, a2(K) − a2(K
′) = ±1.

ここで, ∀K1, K2 ∈ [K]に対して a2(K1) = a2(K2)が成り立つことより, 頂点 [K]に対
して整数 a2(K)が一意的に定まることに注意しておく. このとき, 補題 4.1よりただちに
次の補題を得る.

補題 4.2. 任意の [K], [K ′] ∈ K∇に対して, 次の 2つが成り立つ.

• dΔ
∇([K], [K ′]) ≥ |a2(K) − a2(K

′)| . • dΔ
∇([K], [K ′]) ≡ |a2(K) − a2(K

′)| mod 2 .

次の補題は, 特別な場合 (|a2(K) − a2(K
′)| = 1の場合) を除いて (∇, Δ)-Gordian距離

を決定するものである.

補題 4.3. 任意の [K] �= [K ′] ∈ K∇に対して, 次が成り立つ.

(1) a2(K) = a2(K
′)のとき, dΔ

∇([K], [K ′]) = 2.

(2) |a2(K) − a2(K
′)| ≥ 2のとき, dΔ

∇([K], [K ′]) = |a2(K) − a2(K
′)|.

(3) |a2(K) − a2(K
′)| = 1のとき, dΔ

∇([K], [K ′]) = 1 又は 3.

証明. K+(α1, . . . , αn)とK−(α1, . . . , αn)を各々Figure 3の結び目とする. 但し n ≥ 2と
し, αn �= 0とする. これらのConway多項式を計算すると,

∇K+(α1,...,αn) = ∇K−(α1,...,αn) = 1 +
n∑

i=1

(−1)i−1αiz
2i

となる (cf. [19, Lemma 3.1], [20, Proposition 1]). 又, ツイスト結び目Km (Figure 4) に
対して, ∇Km = 1 + mz2が成り立つ. Figure 3の破線内にてC2-変形を施すことで,

dΔ(K+(α1, . . . , αn), Kα1+1) = 1, dΔ(K−(α1, . . . , αn), Kα1−1) = 1

となることが分かる. 又, Figure 5が示すように, dΔ(Km+1, Km) = 1 が成り立つ.

[K] �= [K ′] ∈ K∇に対して, ∇K = 1+a2z
2 + · · ·+a2nz2n, ∇K′ = 1+a′

2z
2 + · · ·+a′

2mz2m

とする.

J+ =

{
Ka2

a4 = · · · = a2n = 0,

K+(a2,−a4, . . . , (−1)n−1a2n) その他,
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Figure 3. 各々, αi回のフルツイストを表す.

Figure 4. m回のフルツイスト.

J ′
± =

{
Ka′

2
a′

4 = · · · = a′
2m = 0,

K±(a′
2,−a′

4, . . . , (−1)m−1a′
2m) その他

とおく. ここで, J+ ∈ [K]かつ J ′
± ∈ [K ′]であることに注意しておく. 以下で各場合に分

けて証明を進める.

(1) a2 = a′
2とする. 補題 4.2より, dΔ

∇([K], [K ′])は正の偶数なので, dΔ
∇([K], [K ′]) ≥ 2.

一方で, 結び目の列 J+, Ka2+1, J ′
+を考えることで, dΔ

∇([K], [K ′]) ≤ 2であるこ
とがわかる, 即ち, この結び目たちは次の 3つの条件を満たす: dΔ(J+, J ′

+) ≤ 2,

∇J+
= ∇K , ∇J ′

+
= ∇K′ . よって, dΔ

∇([K], [K ′]) = 2.

(2) a′
2 ≥ a2 + 2としてよい. 補題 4.2より, dΔ

∇([K], [K ′]) ≥ a′
2 − a2. 一方で, 結び目の

列 J+, Ka2+1, . . . , Ka′
2
−1, J ′

−を考えることで, dΔ
∇([K], [K ′]) ≤ a′

2 − a2であること
がわかり, dΔ

∇([K], [K ′]) = a′
2 − a2となる.

(3) a′
2 = a2 + 1としてよい. 補題 4.2より, dΔ

∇([K], [K ′])は正の奇数となる. 一方で,

結び目の列 J+, Ka2+1, Ka2
= Ka′

2
−1, J ′

−を考えることで, dΔ
∇([K], [K ′]) ≤ 3であ

ることがわかる. よって, dΔ
∇([K], [K ′]) = 1, 又は 3となる.

�

注意 4.4. |a2(K) − a2(K
′)| = 1, dΔ

∇([K], [K ′]) = 3のような例は見つかっていない.
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Figure 5. m = 1の場合の図. m �= 1の場合も同様.

5. 定理 2.2の証明

点 p ∈ GΔ
∇の ε-近傍 (ε ≥ 0)をN(p, ε)で表し, 部分集合 P ⊂ GΔ

∇の ε-近傍をN(P, ε)

で表す; N(p, ε) = { q ∈ GΔ
∇ | dΔ

∇(p, q) ≤ ε }, N(P, ε) =
⋃

p∈P N(p, ε).

Vn = { [K] ∈ K∇ | a2(K) = n }とおく.

補題 5.1. a2(K) = nを満たす ∀[K] ∈ K∇に対して, 次が成り立つ.

N([K], 3) ⊃ N(Vn, 1) .

証明. N(Vn, 1)は,頂点集合をVn−1∪Vn∪Vn+1とし,辺集合はこれらの頂点を結ぶGΔ
∇内の

辺全体から成る部分グラフである. 補題 4.3より, ∀vn �= [K] ∈ Vnに対してdΔ
∇([K], vn) = 2

が成り立ち,又, ∀vn±1 ∈ Vn±1に対してdΔ
∇([K], vn±1) ≤ 3が成り立つ. よって, N([K], 3) ⊃

N(Vn, 1). �

定理 2.2の証明. Tを3辺s(x, y), s(y, z), s(z, x)から成るGΔ
∇内の測地三角形とする. 以下

で, T が 3-slimであることを示す. ここでは, x, y, zがGΔ
∇の頂点である (i.e. x, y, z ∈ K∇)

と仮定して証明を進める. (そうでない場合も同様に証明できる.) x = [K], y = [J ],

z = [L]とおく. a2(K) ≤ a2(J) ≤ a2(L)であると仮定してよい. k = a2(J) − a2(K),

k′ = a2(L) − a2(J)とする.

s(x, y) = x0x1 ∪ x1x2 ∪ · · · ∪ xp−1xp,

s(y, z) = y0y1 ∪ y1y2 ∪ · · · ∪ yq−1yq,

s(z, x) = z0z1 ∪ z1z2 ∪ · · · ∪ zr−1zr,

とする. (x0, . . . , xp, y0, . . . , yq, z0, . . . , zr ∈ K∇, x0 = x = zr, y0 = y = xp, z0 = z = yq.)

本稿では, k, k′ ≥ 2の場合の証明のみを与える (その他の場合も同様に証明できる.

cf. [9]). 今, k, k′ ≥ 2とする. 補題 4.3より, p = k, q = k′, r = k + k′ が成り立つ.

(Figure 6は測地三角形 T の一例である. ) 補題 5.1より, 各 j = 1, · · · , q − 1に対して

N(yj, 3) ⊃ zq−j+1zq−j , zq−jzq−j−1

が成り立つ. よって,

N(s(y, z), 3) ⊃ N(y1 ∪ · · · ∪ yq−1, 3)

⊃ zqzq−1 ∪ · · · ∪ z1z0.
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Figure 6. p = q = 4の場合の一例. 各頂点はConway多項式の係数に着
目してプロットされている.

同様に

N(s(x, y), 3) ⊃ N(x1 ∪ · · · ∪ xp−1, 3)

⊃ zrzr−1 ∪ · · · ∪ zq+1zq.

よって, N(s(x, y)∪s(y, z), 3) ⊃ s(z, x). 残りの2つの示すべき条件N(s(y, z)∪s(z, x), 3) ⊃
s(x, y)とN(s(z, x)∪s(x, y), 3) ⊃ s(y, z)も同様に示すことができる. 以上より, Tは3-slim

である. �

6. 補足

ここでは, 関連するいくつかの事実と問題を紹介する.

まずはじめに, (∇, Δ)-Gordian複体 GΔ
∇ について考える. 補題 4.3より, GΔ

∇ は 2–単体
を含まないことがわかる (cf. [15, Proposition 2.3]). これより次の命題が成り立つ.

命題 6.1. (∇, Δ)-Gordian複体は 1次元複体である.

よって, GΔ
∇ とGΔ

∇は一致することがわかるので, 定理 2.2は GΔ
∇ もGromov双曲的であ

ることを意味する. さらに次の命題が成り立つ.

命題 6.2. GΔ
∇は実数直線Rに擬等長である.

証明. f : GΔ
∇ → R を次で定義される写像とする; vn−1 ∈ Vn−1, vn ∈ Vn に対して

f(vn−1vn) = [n − 1, n]. ここで [n − 1, n]は n − 1から nまでの閉区間を表す. この
とき, 補題 4.3より写像 f は擬等長写像となることがわかる. �

命題 6.2は, 浅岡正幸氏と松田能文氏から, 2009年 8月にトポロジーシンポジウムでの
講演後にご指摘頂いたもので, 本研究集会で蒲谷祐一氏によってもご指摘頂いた.
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GROMOV HYPERBOLICITY OF A VARIATION OF THE GORDIAN COMPLEX 7

次に, (∇, x)-Gordian複体 Gx
∇と (∇, x)-GordianグラフGx

∇について考える. 任意の結
び目のAlexander多項式は, 結び目解消数 1の結び目で実現できる [11], [17, 18]ことから,

∀[K] ∈ K∇は結び目解消数 1の結び目を含む. これより, Gx
∇とGx

∇の直径は 2以下にな
ることがわかる. 直径が有限な測地空間はGromov双曲的 (実際に直径が rであるとする
と, r-双曲的) になることから, 直ちに次の命題を得る.

命題 6.3. Gx
∇はGromov双曲的である.

上で述べたように, Gx
∇の直径の有限性は, 自明結び目 U を含む頂点 [U ]が他の全ての

頂点と繋がっていることから導かれる. このことから, 次の問が考えられる: Gx
∇から頂

点 [U ]と, [U ]に接する辺を除いたグラフG′を考えるとき, それの直径は有限か? この問
の答えは次のとおりである.

命題 6.4. G′の直径は 2以下である.

証明. dx(K,K ′) = 2である ∀K,K ′ ∈ Kに対して, 次を満たす無限個の結び目 J1, J2, . . .

が存在する [1]: 任意の i �= kに対して, dx(K, Ji) = dx(K ′, Ji) = 1, ∇Ji
�= ∇Jk

. よって,

Gx
∇内で距離が 2の頂点の組は, G′内でも距離が 2であることがわかる. �

命題 6.4は, 大山淑之先生から, 2009年 10月に東京女子大学でセミナーを行った際に
ご指摘頂いた.

注意 6.5. Gx
∇内で距離が 2の頂点の組を結ぶG′内の長さ 2の道は無限個存在することも

わかる.

注意 6.6. 任意の自然数 nに対して, dΔ
∇([K], [K ′]) = nを満たす [K], [K ′]が存在する. (実

際, Figure 4のツイスト結び目を用いればよい.) よって, GΔ
∇の直径は無限である.

又, Kawauchi [10]によって dx
∇([31], [41]) = 2であることが証明された. これに上で述

べたことを合わせると, Gx
∇の直径が実際に 2であることがわかる. さらに, Kawauchiは

(∇,×)-Gordian複体 Gx
∇が無限次元複体であることも証明している [10], 即ち, 任意の自

然数 nに対して Gx
∇に含まれる n–単体が存在する.

注意 6.7. Gordian複体 Gxも無限次元複体である [8]. 又, n ≥ 3に対して, Cn-Gordian複
体 GCn も無限次元複体である [15]. ここで, C1-変形とは交差交換のことであり, C2-変形
はDelta-変形と同値であることを注意しておく.

様々な結び目不変量と局所変形に対して, それらを用いて定義されるグラフのGromov

双曲性を考える問題は, 現段階では本稿で紹介した 2つの例以外は知られていない. 特に,

次の問は興味のある問題のひとつである.

問 6.8. GΔはGromov双曲的か ?
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寄り道交差交換 (Detour crossing change)

内田 吉昭 （神戸薬科大学薬学部)

31

814

52

01

c2*

c2*
c2*

c1*c3*

c4*
c4

c3

c2c2

c1

図 1: 寄り道交差交換

結び目 814は結び目解消操作数 1の結び目である．図 1からわかるように結び目
52や 31を経由して 2回の交差交換でも解くことができる．このようにある交差交
換 cを 2回の交差交換 c1，c2で実現することを寄り道交差交換と呼ぶ．任意の交
差交換 cに対して寄り道交差交換は可算無限個あることを示し，それらの分類を
考える．

定義 [交差交換] 結び目 kのダイアグラムDkをその交差点 c∗で交差交換を行って
できたダイアグラムを c(Dk)，そのダイアグラムがあらわす結び目を c(k)であら
わす．また 2つの交差点 c∗1，c∗2に対して c∗1, c∗2の順にダイアグラムDkに対して交
差交換を行って得られるダイアグラムを c2(c1(Dk))，そのダイアグラムが表す結び
目を c2(c1(k))で表し，この 2つの交差交換の順序つき対を (c1, c2)で表す．

注意 c2(c1(k)) ∼= c1(c2(k))であるが，一般に c1(k) �∼= c2(k)である．たとえば図 1

で c3の寄り道交差交換として (c1, c2)がとれるが c1と c2の順序を入れ替えると途
中に出てくる結び目 c2(814)は 8の字結び目となる．

定義 [寄り道交差交換]結び目 kのダイアグラムDkの交差点 c∗での交差交換 cが

1
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k �∼= c(k)のとき，cの寄り道交差交換とは，あるダイアグラムD′
kが存在して，2

つの交差点 c∗1，c∗2での交差交換 (c1, c2)で c2(c1(k)) = c(k)となるものである．

背景 いくつかの研究の中で寄り道交差交換の例となるものがあるので，その例を
挙げておく．M. Hirasawaと著者により，Gordian距離 1の結び目 k，k′に対して
任意有限個の結び目の集合 {k1, k2, . . . , kn}が存在して，集合 {k, k′, k1, k2, . . . , kn}
の結び目は互いにGordian距離が 1となることを証明した [4]．これらの集合は，k

を k′に変形する交差交換の寄り道交差交換の途中の結び目になり，寄り道交差交
換を構成できる．
また，K. Taniyamaは互いのGordian距離が1となる結び目の集合{k1, k2, . . . , kn}

に対して，これらの結び目とGordian距離が 1となる結び目 kが存在することを
証明した [1]．このとき結び目 kは kiを kj (i �= j)に変形する交差交換の寄り道交
差交換の途中の結び目になっている．

S. BaaderはGordian距離 2の結び目の対 k1，k2に対して，k1と k2との距離が
1となる結び目 kが可算無限個存在することを証明した [2, 3]．また，結び目 kの
Vassiliev不変量についても考察をしている．その構成方法は k1と k2のGordian距
離が 1の場合でも有効であり，その方法により，k1から k2へ変形する交差交換の
寄り道交差交換が構成できる．

Y. Ohyama-S. HoriuchiのBaaderの成果を拡張した結果 (2009年神戸トポロジー
セミナーでの講演)からも，寄り道交差交換を構成できる．

定義 [同値な寄り道交差交換]結び目kの交差交換 cの2つの寄り道交差交換 (c1, c2)，
(c′1, c

′
2)が同値とは c1(k) ∼= c′1(k)をみたすこと．

途中にあらわれる結び目が同じであるとき，2つの寄り道交差交換が同値とみな
す．図 1の 2つの寄り道交差交換は寄り道して得られる結び目が異なるので異なる
寄り道交差交換である．

定義 [自明な寄り道交差交換] 結び目 kの交差交換 cの寄り道交差交換 (c1, c2)が自
明とは {c1(k), c2(k)} ∩ {k, c(k)} �= ∅となること．
すなわち，2つの交差点 c∗1，c∗2での交差交換で得られる 2つの結び目 1つが kま
たは c(k)と同値となるとき自明と呼ぶ．このとき，交差交換 c1，c2のどちらかは
結び目を変えない．

c1* c1

c2*

c2

図 2: 自明な寄り道交差交換

自明な交差交換の例

2
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cの寄り道交差交換 (c1, c2)でライデマイスター変形 Iを行ってそこで交差交換
を付け加えただけのもの (図 2)は c1(k) ∼= c(k)となるので自明な寄り道交差交換
である．
また，背景のところの例はすべて自明な交差交換となる．

定理 任意の結び目 kと交差交換 cで k �∼= c(k)となるものに対して，自明でない寄
り道交差交換 (c1, c2)が可算無限個存在する．

証明 結び目 kのダイアグラムDkの交差点 c∗での交差交換 cを図 3のようにとっ
て一般性を失わない．

c
∗

c

Dk Dc(k)

図 3: 交差交換 c

交差点 c∗の周りを図 4のように変形して，2つの交差点 c∗m,1と c∗m,2をとる．

m

−m

図 4: 寄り道交差交換 (cm,1, cm,2)

ここで m はm-full twist を表す．すると，各整数mに対して (cm,1, cm,2)は c

の寄り道交差交換になる．

主張 n �= mのとき，(cm,1, cm,2)と (cn,1, cn,2)が同値でないことと，高々2個のm

を除いて (cm,1, cm,2)は自明でない交差交換であることを示す．

はじめに，cm,1(k)のConway多項式の 2次の係数 a2(cm,1(k))を求める．

3
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m

−m

m

−m

m

−m

k cm,1(k) km,0

図 5: スケイン関係式

図 5のように k，cm,1(k)，km,0を定義すると，Conway多項式の skein relation

より
∇k(z) −∇cm,1(k)(z) = z∇km,0(z)

を得る．km,0は 2-component linkよりConway多項式の 1次の係数は linking num-

berと等しいのでmである．結び目 kに対してConway多項式の 2次の係数をa2(k)

で表すと，
a2(k) − a2(cm,1(k)) = mz

となる．よって a2(cm,1(k)) = a2(k)−mzとなり a2(cm,1(k)) �∼= a2(cn,1(k)) (n �= m)

が得られる．よって，cm,1(k) �∼= cn,1(k) (n �= m)であり，n �= mのとき，(cm,1, cm,2)

と (cn,1, cn,2)は同値でない．

自明でないことの証明．{cm,1(k), cm,2(k)} ∩ {k, c(k)} = ∅を示せばよい．
c0,1(k) ∼= c(k)より cm,1(k) �∼= c(k) (m �= 0) である．また，a2(cm,1(k)) = a2(k)−

mz �= a2(k) (m �= 0)より cm,1(k) �∼= kを得る．

高々2つのmを除いて，cm,2(k) �∼= k，cm,2(k) �∼= c(k)となることを示す．
図 6のように skein relationをとる．k′

m,0は 2-component linkよりConway多項
式の 1次の係数はある定数 αを使って

a1(k
′
m,0) = α − m

となる．よって a2(k) − a2(cm,2(k)) = a1(k
′
m,0)z = (α − m)z より a2(cm,2(k)) =

a2(k) − (α − m)z．したがって，m �= αのとき，cm,2(k) �∼= k．
また，c0,2(k) ∼= c(k)より，a2(c(k)) = a2(k) − αz となるので，a2(cm,2(k)) =

a2(c(k)) + mz．よって，m �= 0に対して cm,2(k) �∼= c(k)．
以上よりm �= 0, αに対して (cm,1, cm,2)は自明でない寄り道交差交換であり，

n �= mのとき (cm,1, cm,2) �∼= (cn,1, cn,2)となる．

4
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m

−m

m

−m

k cm,2(k)

−m

m

k
′

m,0

図 6: スケイン関係式 2

定義 結び目 kとある交差点 c∗と交差交換 cの寄り道交差交換 (c1, c2)に対して図 7

のような 2つの交差点 c∗1，c∗2を含む 2-string tangleが存在するとき (c1, c2)を (cの)

局所的な寄り道交差交換と呼ぶ．

c
∗ c

∼= ∼=

c1 c2
c
∗

1 c
∗

2

図 7: 局所的交差交換

注意 定理の (cm,1, cm,2)は cの局所的な寄り道交差交換である．

Problem 結び目とある交差点 cに対して自明でない，局所的でない寄り道解消操
作は無限個存在するか．特に，doubled knotを解く交差点 cに対して自明でない，
局所的でない寄り道解消操作は無限個存在するか．

5
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On Intrinsically Knotted or Completely 3-Linked

Graphs

花木 良∗ ，新國 亮† ，谷山 公規‡ ，山崎 晶子§

1 はじめに
有限グラフをGとし，自然に位相空間と考えます．Gから 3次元球面への埋め

込みを，Gの空間埋め込み〔spatial embedding〕といい，その像を空間グラフ
〔spatial graph〕といいます．Gが絡み目内在〔intrinsically linked〕（IL）で
あるとは，Gの任意の空間埋め込み f に対して f(G)が非分離 2成分絡み目を含
むときをいいます．Gが結び目内在〔intrinsically knotted〕（IK）であるとは，
Gの任意の空間埋め込み f に対して f(G)が非自明な結び目を含むときをいいま
す．Gが 3成分絡み目内在〔intrinsically 3-linked〕（I3L）であるとは，Gの
任意の空間埋め込み f に対して f(G)が非分離 3成分絡み目を含むときをいいま
す．どのようなグラフがこのような性質をもつのかということが，研究の主な目
的です．絡み目内在（結び目内在，3成分絡み目内在）でないグラフのマイナー
は，同様に絡み目内在（結び目内在，3成分絡み目内在）でないことがわかりま
す．ここで，G′がGのマイナー〔minor〕であるとは，Gから部分グラフをとる
操作と辺を縮約するという操作でG′が得られるときをいいます．これらの性質
をもつグラフとして，次が知られています．

定理 1 [8, 1] 6頂点完全グラフK6は絡み目内在である．ここで，完全グラフと
は，どの 2頂点も 1本の辺で結ばれているグラフである．

5頂点完全グラフは絡み目内在でないことがわかるので，6頂点完全グラフは
絡み目内在である最小の完全グラフです．

定理 2 [1] 7頂点完全グラフK7は結び目内在である．
∗早稲田大学大学院教育学研究科
†東京女子大学現代教養学部
‡早稲田大学教育学部
§東京女子大学大学院理学研究科
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図 1の空間埋め込みから，6頂点完全グラフは結び目内在でないことがわかる
ので，7頂点完全グラフは結び目内在である最小の完全グラフです．

図 1: 絡み目内在と結び目内在

定理 3 [3] 10頂点完全グラフK10は 3成分絡み目内在である．

また，Flapan，NaimiとPommersheimは，9頂点完全グラフは 3成分絡み目内
在でないことを示しました．
これらの性質をもつグラフを探るのに，次のグラフの変形が知られています．
以下，グラフのサイクルとは円周に同相な部分グラフのことをいい，特に k本の
辺から成るサイクルを k-サイクルといいます．ΔY変形とは，グラフの 3-サイク
ルの辺を取り除き，新しい頂点を 1つ加えその頂点とそのサイクルの各頂点を辺
で結ぶ変形です（図 2）．この変形の逆をYΔ変形といいます．次の事実が成り
立ちます．

図 2: ΔY変形とYΔ変形

命題 4 G′をGからΔY変形で得られたグラフとすると，次が成り立つ．Gが絡
み目内在ならば，G′も絡み目内在である．Gが結び目内在ならば，G′も結び目
内在である．Gが 3成分絡み目内在ならば，G′も 3成分絡み目内在である．すな
わち，ΔY変形は，絡み目内在，結び目内在，3成分絡み目内在という性質を保
存する．

絡み目内在のグラフの特徴づけがなされています．

定理 5 [7] Gが絡み目内在であるための必要十分条件は，GがK6からΔY変形
とYΔ変形して得られるグラフをマイナーとして含むことである．
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図 3: ペテルセンファミリー

ここで，K6からΔY変形とYΔ変形して得られるグラフの集合をペテルセン
ファミリー〔Petersen family〕といいます．さらに次の系が成り立ちます．

系 6 [7] Gを絡み目内在なグラフ，G′をGから YΔ変形で得られたグラフとす
ると，G′も絡み目内在である．すなわち，YΔ変形は，絡み目内在という性質を
保存する

一方，結び目内在については，次の事実が知られています．

定理 7 [2] YΔ変形はグラフの結び目内在という性質を保存するとは限らない．

実際，FlapanとNaimiは，K7から適当な 6回のΔY変形で得られる結び目内
在なグラフ C12から, 適当な 2回のYΔ変形を 2回行なって得られるグラフ FN

が結び目内在でないことを示しました．
定理 5より絡み目内在であるK6からΔY変形とYΔ変形をして得られるグラ

フは全部で 6個です．結び目内在であるK7からΔY変形をして得られるグラフ
について，次のことが知られています．

定理 8 [6] 13個のグラフがK7からΔY変形して得られる．さらに，これらのグ
ラフは結び目内在に関してマイナーミニマルである．つまり，これらのグラフの
プロパーマイナーは結び目内在ではない．ここで，G′がGのプロパーマイナー
であるとは，G′はGのマイナーでGとは一致しないときをいう．

そして，今回，次の問題を考えます．

問題 1 K7から 6回のΔY変形と 2回のYΔ変形でFNを得る際のFNの一つ前
のグラフN ′

11（すなわち，K7から 6回のΔY変形と 1回のYΔ変形で得られるも
の）は，結び目内在であるか？

129「結び目の数学Ⅱ」報告集



問題 2 K7からΔY変形とYΔ変形をして得られるグラフは，何個あるか？さら
に，これらの各グラフは結び目内在であるか？

質疑応答時に寺垣内政一先生から頂いたコメントによれば，FlapanとNaimiは
N ′

11が結び目内在でないこともわかっていたようですが，そのことは [2]では全く
触れられていません．今回，我々はより一般に問題 2に対して完全な解答を与え
ます．

2 得られた結果
得られた結果を紹介するために，新たに次を定義します．Gが結び目または完

全 3成分絡み目内在〔intrinsically knotted or completely 3-linked〕（I(K

or C3L)）であるとは，Gの任意の空間埋め込み f に対して f(G)が非自明な結
び目を含むか各 2成分部分絡み目が非分離である 3成分絡み目を含むときをいい
ます．定義から，Gが結び目内在ならばGは結び目または完全 3成分絡み目内在
であることがわかります．問題 1と 2の答えとして，次の主定理と系を得ました．

定理 9 19個のグラフがK7からΔY変形とYΔ変形で得られ，それらのグラフ
は結び目または完全 3成分絡み目内在である．さらに，これらのグラフは結び目
または完全 3成分絡み目内在に関してマイナーミニマルである．

これらのグラフの分布は図 4のようになっています．破線で囲まれた領域にあ
るグラフは，K7とK7からΔY変形のみで得られるグラフで，結び目内在です．
FN は，FlapanとNaimiが結び目内在ではないことを示したグラフです．
N9は図 5のような空間埋め込みをもつ（左の空間埋め込みは非分離な 3成分絡

み目を含まない，右の空間埋め込みは非自明な結び目を含まない）ので，N9は
結び目内在でも完全 3成分絡み目内在でもないことがわかります．一般に，次が
成り立ちます．

系 10 N9, N10, N11, N
′
11, N12と FN の各グラフは結び目内在でも完全 3成分絡み

目内在でもない．すなわち，GをK7からΔY変形とYΔ変形して得られるがΔY

変形のみでは得られないグラフとすると，Gは結び目内在ではない．

定理 9の前半の証明は，次が成り立つので，N9とFNが結び目または完全 3成
分絡み目内在であることを示せば十分です．

命題 11 G′をGからΔY変形して得られるグラフとする．Gが結び目または完
全 3成分絡み目内在であるなら，G′も結び目または完全 3成分絡み目内在である．
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K7 H8 H9 H10 H11 H12

F9 F10

E10 E11

C11 C12 C13 C14

N9 N10 N11 N12

FN N11

IK I(KorC3L)

ΔY-move

図 4: K7からΔY変形とYΔ変形して得られるグラフ

N9

図 5: N9とその空間埋め込み
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N9と FN が結び目または完全 3成分絡み目内在であることを示すのに，次の
補題を使います．

補題 12 [9, 4] D4を図6のグラフとし, D4の2-サイクルei∪ejをγijで表す (i < j)．
また，D4の全ての 4-サイクルの集合を Γで表す．このとき，

∑

γ∈Γ
a2(f(γ)) ≡ 1 (mod 2) ⇐⇒ lk2(f(γ12 ∪ γ56))lk2(f(γ34 ∪ γ78)) = 1

である．ここで，a2は Conway多項式の 2次の係数，lk2 は 2を法とした絡み数
である．

図 6: D4

そして，詳細は省きますが，N9と FN のマイナーである絡み目内在グラフに
着目をし，補題 12を用いて，まず非自明な結び目を探していきます．そこで，非
自明な結び目が含まれないような状況下では，必ずどの 2成分部分絡み目も非分
離であるような 3成分絡み目が見つかることを示します．これらのグラフが結び
目または完全 3成分絡み目内在に関してマイナーミニマルであることは，次の補
題を用います．

補題 13 Gを結び目または完全 3成分絡み目内在なグラフとする．G′をGから
ΔY変形で得られるグラフとする．G′が結び目または完全 3成分絡み目内在に関
してマイナーミニマルであるならば，Gも結び目または完全 3成分絡み目内在に
関してマイナーミニマルである．

この補題と図 4のH12とC13が定理 8より結び目または完全 3成分絡み目内在
に関してもマイナーミニマルであることから，N9, N10, N11, N

′
11, N12と FN も結

び目または完全 3成分絡み目内在に関してマイナーミニマルであることがわかり
ます．

132「結び目の数学Ⅱ」報告集



3 関連する話題
結び目または完全 3成分絡み目内在と同じような定義として，次が知られてい
ます．Gが結び目または3成分絡み目内在〔intrinsically knotted or 3-linked〕
（I(K or 3L)）である [5]とは，Gの任意の空間埋め込み f に対して f(G)が非自
明な結び目を含むか非分離である 3成分絡み目を含むときをいいます．[5, 10, 11]

で，結び目または 3成分絡み目内在であるが結び目内在でも 3成分絡み目でもな
いグラフの存在が知られています．ΔY変形とYΔ変形については，以下が知ら
れています．

命題 14 G′をGからして得られるグラフとする．Gが結び目または 3成分絡み
目内在であるなら，G′も結び目または 3成分絡み目内在である．

命題 15 [10] YΔ変形はグラフの結び目または 3成分絡み目内在という性質を保
存するとは限らない

そして，内在性質とΔY変形とYΔ変形について，表にまとめると，以下のよ
うになります．

内在性質 ΔY変形 YΔ変形

絡み目 保存する 保存する [7]

結び目 保存する 保存しない [2]

3成分絡み目 保存する わかっていない
結び目または 3成分絡み目 保存する 保存しない [10]

結び目または完全 3成分絡み目 保存する わかっていない
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完全グラフ �� の手錠グラフ内在可能性について

日本工業大学工学部　岡本美雪

�小林一章氏� 山崎晶子氏との共同研究�

グラフの内在的性質に関する研究としては� �����	
����� ���による完全グラフ
の結び目内在性や絡み目内在性の研究がまず挙げられる� グラフ �が結び目内在であ
るとは �の任意の空間グラフ ��が「非自明な結び目」を含む場合を� グラフ �が絡
み目内在であるとは �の任意の空間グラフ ��が「非分離な� �成分の絡み目」を含む
場合を言う� 結び目内在性に関しては ��� �� �� ��において結び目内在グラフが複数明
らかになっている� また� 絡み目内在性に関してはその極小グラフ集合が完全に決定
されている�

グラフの結び目内在性や絡み目内在性から派生した概念として� 結び目内在可能性�

絡み目内在可能性 ���と言われる内在的性質がある� グラフ �が結び目内在可能であ
るとは� �の球面への任意の填め込み �からの空間への持ち上げを考えるとき� その
中に「非自明な結び目」を含むものが存在する場合を言う� 非自明な結び目の代わり
に「非分離な� �成分の絡み目」を含む場合� グラフ�は絡み目内在可能であるという�

本稿では� 手錠グラフ内在可能性という新たな内在的性質を定義し� 頂点数 �のグ
ラフ関して得られた結果を報告する�

グラフ�が手錠グラフ内在可能であるとは� �の球面への任意の填め込み�からの
空間への持ち上げを考えるとき� その中に「既約な空間手錠グラフで� その絡み目成分
が分離しているもの」を含むものが存在する場合を言う�

頂点数 �のグラフ関しては� 山崎氏が�� � ����� � ����� �� � ����� � ���� が手錠
グラフ内在可能であることを示している� また� 頂点数 �のグラフ関して� 小林 �山崎
両氏との共同研究により �� が手錠グラフ内在可能であるという結果が得られ� 研究
集会「結び目理論」�����年 �月� 東京女子大学�において報告させていただいた�

いずれの場合にも証明の鍵となっているのは� つぎの補題である�

補題 下図のグラフ� の球面への填め込み � において

�� ��� �� �� �� ��� �� �

が成り立つとき� � は手錠グラフ内在可能である�

�
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�� ��
�� �� ��

単純グラフの射影図において� が存在するためには� �頂点以上必要であるように
見え� 頂点数 �のグラフに関しては� 当初� 手錠グラフ内在可能ではないと予想し� 研
究対象から外していた� しかし� 完全グラフ��の最小交差点数 �を実現している射影
図において、「既約な空間手錠グラフで� その絡み目成分が分離しているもの」を含む
場合があることが分かり �下図参照�� 研究対象となった�

頂点数 �のグラフに関して得られた結果は� つぎの通りである�

定理 完全グラフ�� � ���は� 手錠グラフ内在可能である�

証明の概略 �� の対称性より� � 	 
�としてよい� �� � �
��の部分グラフ�
���
��� 	

����������������を考えると� ����が非平面グラフであることから� 任意の射影図�
���
��� �

�� � �
�� において非隣接な �辺 ��� ��による交点 ��が存在する� �
���
��� の対称性を

考慮すると� 非隣接 �辺 ��� ��の在り方はつぎの �通りである�

��� �頂点 
� �がともに ��� ��の端点となっている場合
�� �頂点 
� �のいずれか一方が ��か ��の端点となっている場合

���の場合� �� 	 
�� �� 	 ��としてよい� ����
��の部分グラフ�
���
� 	 ��������	���

を考えると� ��の非平面性より� 任意の射影図 �
���
� � �� � �
�� においても非隣接

な �辺 ��� ��による交点 ��が存在する�

�
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�頂点グラフの射影図において非隣接 �辺による交点 �つから「既約な空間手錠グ
ラフで� その絡み目成分が分離しているもの」を構成可能なパターンは� つぎの �通り
である�

��を生成する �辺 ��� �� の在り方は全部で ��通りあり� その全ての場合が �つの
パターンのいずれかになっていることが分かる�

��� ��の在り方 手錠グラフ構成のパターン
�� と �	 � � �

�� と �� � � �

�� と 	� � � �

�� と �	 � � �

�� と �� � � �

�� と 	� � � �

�	 と �� � � �

�	 と �� � � �

�	 と �� � � �

�� と �� � � �

�� と �	 � � �

�� と �	 � � �

�� と 	� � � �

�	 と �� � � �

�� と �	 � � �

�
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���の場合� �� � ��� �� � 	
としてよい� �������の部分グラフ�
���
� � ������������

を考えると� ��の非平面性より� 任意の射影図 �
���
� � �� � ���� においても非隣接

な 	辺 ��� �	による交点 ��が存在する�

��の場合と同様に手錠グラフ構成のパターンを調べると� つぎのようになる�

��� �	の在り方 手錠グラフ構成のパターン
	� と 
� � � �
	� と 
� � � �
	� と �� � 	 �
	
 と �� � � �
	
 と �� � � �
	
 と �� � � �
	� と �
 � 	 �
	� と �� � � �
	� と 
� � 	 �
	� と �
 � � �
	� と �� � � ��を利用しないと構成できない
	� と 
� � 	 �
�
 と �� � � �
�� と 
� � � ��を利用しないと構成できない
�� と 
� � � �

手錠グラフを構成できない	通りに関しては� �つ目の非平面グラフ�
���
� � ������	�����

の非隣接な 	辺 ��� ��による交点 ��を考える� ��を生成する 	辺 ��� ��の在り方も全
部で �
通りあり� その全ての場合について� ��と ��� あるいは ��と ��が手錠グラフを
構成する 
つのパターンのいずれかになっていることが分かる� �
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On a mathematical model of prion proteins

吉田　佳代 (大阪市立大学大学院理学研究科)

m08sa024@ex.media.osaka-cu.ac.jp

概要

狂牛病の原因であると考えられているプリオン蛋白質の数学的モデル (これをプリオン-タ
ングルとよぶ)が, 河内明夫先生により提案された. 前駆的プリオン蛋白質 (図 1)において,
N-terminal regionが失われると, セルラープリオン蛋白質とよばれる正常型プリオン蛋白
質またはスクレイピープリオン蛋白質とよばれる異常型プリオン蛋白質に変換される. 正
常なものと異常なものが出会った場合, これらから何らかの仕組みにより異常型プリオン
蛋白質が生成される. もし, 正常プリオン蛋白質と異常プリオン蛋白質が絡み合うことに
よって異常プリオン蛋白質になると考えた場合, このようにして生成された異常型プリオ
ン蛋白質は, どのようにして絡み合っているか？という問題が考えられる. このような問
題について, 筆者はプリオン-タングルを S3 内の空間グラフ (これをプリオングラフとよ
ぶ) とみなすことで数学的に考察し, 得られた結果を報告する.

図 1: 前駆的プリオン蛋白質

1
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1 プリオンストリングとプリオン-タングル
はじめに, プリオン蛋白質の数学的モデルにおけるプリオンストリングおよびプ

リオン-タングルというものを定義する.

以下, H3
+ = {(x, y, z) ∈ R3|z ≥ 0}, H3

− = {(x, y, z) ∈ R3|z ≤ 0}とおく.

定義 1.1 H3
+内のグラフK が次の条件を満たすとき, K はプリオンストリン

グ (prion string)であるという.

(i) Kは一本の弧α(K)と一個のループ �(K)の和集合α(K)∪ �(K)であら
わされる.

(ii) α(K)の一つの端点はH3
+の境界と連結しており, もう一つの端点は,

�(K)内の一点と連結している.

図 2: プリオンストリング

定義 1.2 n個のプリオンストリングK1, K2, . . . , Knの和集合 T = K1 ∪ K2 ∪
· · · ∪Knが次の条件を満たすとき, T を n本のプリオン-タングル (prion-tangle)と
いう.

(i) K1 ∩ K2 ∩ · · · ∩ Kn = ∅

(ii) �(K1) ∪ �(K2) ∪ · · · ∪ �(Kn)は自明な絡み目である.

特に, プリオンストリングKは, 1本のプリオン-タングルである.

図 3: 3本のプリオン-タングル

2
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次に, プリオン-タングルの図式を定義する.

定義 1.3 T = K1 ∪ K2 ∪ · · · ∪ Knをプリオン-タングル, K1, . . . , Knは T を構
成するプリオンストリングとする.

まず, π : H3
+ −→ H2

+をH3
+から 2次元上半平面H2

+への射影とする. ただし、π(T )

のすべての多重点は, 横断的に交わる二つの弧の二重点であり, その二重点は π(T )

の端点上や三価頂点上にないものとする. このとき, π(T )において, π(T )の各交
差点に上下の情報を入れたものをプリオン-タングルの図式 (diagram)という.

図 4: プリオン-タングルの図式

2 プリオングラフ
次に, プリオン-タングルをS3内の空間グラフとみなすことを考える. R3に無限
遠点を付け加えることでH3

−から得られる 3次元球体を一点に縮めることにより,

n本のプリオン-タングルを 3次元球体 S3における空間グラフと考える. (図 5)　
このようにして, n本のプリオン-タングルから得られる空間グラフをプリオング
ラフ (prion graph)という.

図 5: プリオン-タングルから得られるプリオングラフ

定義 2.1 二つのプリオングラフGn, G′
nに対し, h(Gn) = Gn

′となるような向
きを保つ同相写像 h : S3 −→ S3が存在するとき, GnとG′

nは同値 (equivalent)で
あるという.

3
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補題 2.2 二つのプリオングラフGnとG′
nが同値であるための必要十分条件は,

Gn、G′
nのそれぞれの図式が, 有限回のライデマイスター移動 (図 6)で移り合うこ

とである.

図 6: ライデマイスター移動

3 プリオン-タングルの分離性
定義 3.1 T を n本のプリオン-タングル, Gnを T から得られたプリオングラフ
とする. Gnに対して, 次の条件をみたすような 2次元球面 S2 ⊂ S3が存在すると
き, T は分離している (split)という.

(i) S2 ∩ Gn = v

(ii) S2で分けられた二つの領域のいずれもがGn − {v}の部分グラフを含む.

注意 3.2 T を n本のプリオン-タングル, Gnを T から得られたプリオングラフ
とする. Gn内のあるループを �(Ki)とおくとき, 2次元円板 δで

∂δ = �(Ki)かつ Intδ ∩ (Gn − �(Ki)) = ∅
となるようなものが存在ならば, n本のプリオン-タングルは分離している.

今回, プリオン-タングルの分離性のプリオン-タングルの図式の交点数による特
徴づけとして次の結果を得た:

定理 3.3 T を n本のプリオン-タングル, Dを T の図式とする. Dの交点数が
2n − 1以下ならば, T は分離している.

ただし, 交点数 2nの図式をもつ非分離な n本のプリオン-タングルの例として,

図 7のようなものがある. したがって, 定理 3.3は最良の結果といえる. 図 7に示
す n本のプリオン-タングルが非分離であることを証明するためには, 図 8に示す
2本のプリオン-タングル (図 7において n = 2としたもの)が非分離であること山
田多項式 [4]を計算することにより示し, さらに [6]に示されている方法を用いれば
よい.

4
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図 7: 交点数 2nの図式をもつ非分離な n本のプリオン-タングル

図 8: 交点数 4の図式をもつ非分離な 2本のプリオン-タングル

今回は, 交点数 2nの図式をもつ非分離な n本のプリオン-タングルの例として,

一つのプリオンストリングの弧が他のプリオンストリングのループを一回ずつ通
過してから自分自身のループを通過しているものを挙げた. このようなもの以外
の例は, n = 3, 4の場合に存在することが確認できているため, 一般の nの場合に
も存在すると予想される.

(定理 3.3の証明の概略)

主張の対偶を示す. プリオン-タングル T の図式D内の n個のループのうち, 自己
交差点を 0個または 1個もつものを �(D1), �(D2),. . . �(Dp), 自己交差点を 2個以上
もつものを �(E1), �(E2),. . . �(Eq)とし, �(D) :=

⋃p
i=1 �(Di)∪

⋃q
j=1 �(Ej)とおく. 以

下, 図式Dの交点数を c(D)のようにかく.

補題 3,4 T が非分離ならば,

c(
⋃p

i=1 �(Di)) + c(
⋃p

i=1 �(Di) ∩ {D − �(D)}) ≥ 2p

が成り立つ.

補題 3.4を証明するために, 次の補題 3.5, 3.6を用いる.

補題 3.5 適当な i(i ∈ {1, 2, . . . , p})に対し,

c(�(Di) ∪ {�(D) − �(Di)}) = 2かつ c(�(Di) ∪ {D − �(D)}) = 0

が成り立つならば, T は分離している.

補題 3.6 適当な i(i ∈ {1, 2, . . . , p})に対し,

c(�(Di) ∪ {�(D) − �(Di)}) = 0かつ c(�(Di) ∪ {D − �(D)}) ≤ 1

が成り立つならば, T は分離している.

5
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(補題 3.4の証明)

V := min
1≤i≤p

{
1

2
c(�(Dai

) ∩ {�(D) − �(Dai
)}) + c(�(Dai

) ∩ {D − �(D)})
}

とおく. V = 0のときは補題 3.6より, V = 1のときは補題 3.5, 3.6より, T は分離
していることがわかり, T が非分離であるという仮定に反する. よって, V ≥ 2で
ある. したがって,

c(
⋃p

i=1 �(Dai
)) + c(

⋃p
i=1 �(Dai

) ∩ {D − �(D)})

=
∑

1≤i≤p

{
1

2
c(�(Dai

) ∩ {�(D) − �(Dai
)}) + c(Dai

∩ {D − �(D))}
}

≥ V p

≥ 2p

�

補題 3.4より,

c(D) ≥ c(
⋃p

i=1 �(Di)) + c(
⋃p

i=1 �(Di) ∩ {D − �(D)}) + c(
⋃q

j=1 �(Ej))

≥ 2p + 2q

= 2n

�
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A writhe polynomial for spatial graphs

石井敦（筑波大学 大学院数理物質科学研究科）

1 はじめに
本稿では，山田多項式に対してよい正規化を与え，その後，正規化項か

ら空間グラフホモロジー不変量を構成します．まず，いくつかの空間グラ
フの用語を用意します．有限グラフGの 3次元球面 S3への埋め込み f を
Gの空間埋め込みとよび，Gの空間埋め込み全体からなる集合を SE(G)
で表します．有限グラフの空間埋め込みを空間グラフとよびます．また，
グラフGの空間埋め込みのダイアグラム全体からなる集合をDGで表し，
Sを集合とします．空間グラフ f, g ∈ SE(G)は，向きを保つ S3の自己同
相写像 ϕが存在して ϕ ◦ f = gが成り立つとき，ambient isotopicである
と言います．ambient isotopicな空間グラフのダイアグラムは図 1のR1–5
の変形を用いて移りあいます [6, 17]. したがって，写像 v : DG → S が
R1–5の変形で不変であるとき，vは ambient isotopy不変量になります．
一方，写像 v : DG → S が R2,3,5の変形で不変であるとき，vを regular
isotopy 不変量とよびます．

↔R1 ↔R1 ↔R2 ↔R3

���
� ↔R4

���
� ↔R4

���
� ���

� ↔R5
���

� ↔R5
���

�

図 1:

2 山田多項式
空間グラフのダイアグラムDの山田多項式 R(D) [16]は以下の関係式
を用いて計算されます．（本稿ではこれらの関係式を山田多項式の定義関

1
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係式とよびます．）

R

( )
= AR

( )
+ A−1R

( )
+ R

(
�

)
,

R

⎛
⎝ ���

� ���
�

⎞
⎠ = R

⎛
⎝ ���

� ���
�

⎞
⎠+ R

⎛
⎝ ���

� ���

⎞
⎠ ,

R

⎛
⎝D � ����

n loops

⎞
⎠ = (−1)n−1(A + 1 + A−1)nR(D).

定義関係式から得られる次の関係式は，山田多項式が空間 3正則グラフに
対して−Aのべき乗を無視して ambient isotopy不変量になることを示し
ています．（3正則グラフは 3価グラフともよばれます．）

(−A)−2R

⎛
⎝

⎞
⎠ = R

⎛
⎝

⎞
⎠ = (−A)2R

⎛
⎝

⎞
⎠ , (1)

(−A)−1R

⎛
⎝ �

⎞
⎠ = R

⎛
⎝ �

⎞
⎠ = (−A)R

⎛
⎝ �

⎞
⎠ . (2)

グラフGの長さ nのパスまたはサイクル全体からなる集合をΩn(G)で
表します．写像 σ : Ω1(G) ∪ Ω2(G) → Zに対して，次の等式を満たす
regular isotopy不変量 w : DG → Zを σ-writhe とよびます．

w

⎛
⎝

e ⎞
⎠− σ(e) = w

⎛
⎝

e ⎞
⎠ = w

⎛
⎝

e ⎞
⎠+ σ(e), (3)

w

⎛
⎝ ���

�

e

e′

⎞
⎠− σ(e ∪ e′) = w

⎛
⎝ ���

�

e

e′

⎞
⎠ = w

⎛
⎝ ���

�

e

e′

⎞
⎠+ σ(e ∪ e′).

(4)

Sw(Df ) := (−A)−w(Df )R(Df )とし，写像 τG : Ω1(G) ∪ Ω2(G) → Zを

τG(ω) =

⎧
⎨
⎩

2 if ω ∈ Ω1(G)

1 otherwise

で定義すると，(1)–(4)より次の補題が得られます．

補題 1. Gをループを持たない 3正則グラフとする．wを τG-writhe，Df

を f ∈ SE(G)のダイアグラムとする．このとき Sw(Df )は f の ambient
isotopy不変量である．

2
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3 The writhe for cycles

H をグラフGの向き付けられた部分グラフとします．空間グラフ f ∈
SE(G)のダイアグラムDf の交点 cにおいて，Hの向きから定まる交点の
サイン (±1)を sgn(c)H で表します．ただし，交点 cがHの辺からなる交
点でないときには sgn(c)H = 0 と定めます．HをGのいくつかの向き付
けられた部分グラフからなる集合とします．Df のすべての交点における
サイン sgn(c)H の和を wr(Df )H で表します．

Γ(G) := {H ⊂ G |H ≈ S1 
 · · · 
 S1 (oriented circles)}

の部分集合 Γに対して，

σΓ : Ω1(G) ∪ Ω2(G) → Z; ω �→ #{H ∈ Γ |ω ⊂ H}

をΓの supportとよびます．wrΓ(Df ) :=
∑

H∈Γ wr(Df )Hに対して次の補
題が成り立ちます．

補題 2. Γ ⊂ Γ(G)に対して，wrΓは σΓ-writheである．

補題 1, 2より，τG を supportに持つ Γ ⊂ Γ(G)が存在すれば山田多項
式を補正することができます．Szekeres [13]と Seymour [10]によって独
立に提出されたサイクル二重被覆予想が正しければ，橋を持たないすべて
の 3正則グラフに対して τGを supportに持つ Γ ⊂ Γ(G)が存在すること
が分かります．

twisting number t(Df )は山田多項式を正規化するためにΘ [16]とK4 [3]
の空間埋め込みに対して定義されました．図 2のグラフΘにおいて，

γ12 := e1e2, γ13 := e1e3, γ23 := e2e3, Γ0 := {γ12, γ13, γ23},

図 2のグラフK4において，

γ1 := e1e2e3, γ2 := e1e4e5, γ3 := e2e5e6, γ4 := e3e6e4,

γ5 := e1e2e6e4, γ6 := e2e3e4e5, γ7 := e3e1e5e6,

Γ1 := {γ1, γ2, γ3, γ4}, Γ2 := {γ5, γ6, γ7}

とすると，次の命題が成り立ちます．

命題 3. 空間埋め込み f ∈ SE(Θ)のダイアグラムDf に対して次が成り
立つ．

t(Df ) = wrΓ0
(Df ).

空間埋め込み f ∈ SE(K4)のダイアグラムDf に対して次が成り立つ．

t(Df ) = wrΓ1
(Df ) = wrΓ2

(Df ).

3
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e1 e2 e3

Θ

�

�

e1

e2

e3e4

e5 e6

K4

� �

�

�

図 2:

4 正規化された山田多項式
2重点以外の特異点を持たない連続写像 f : G → S3 を Gの singular

embedding とよび，Gの singular embedding全体の集合を SE×(G)で表
します．可換群に値をとる ambient isotopy不変量 vは，次の関係式を用
いて singular embeddingに対して一意に拡張できます．（グラフには任意
に向きを一つ与えます．）

v
( )

= v
( )

− v
( )

. (5)

n + 1個以上の 2重点を持つ singular embedding f ∈ SE×(G)に対して
v(f) = 0となるとき，vを order n以下の有限型不変量 [18, 1, 2, 12]とい
います．

定理 4. Gを，τGを supportに持つ Γ ⊂ Γ(G)が存在する 3正則グラフと
する．Df を f ∈ SE(G)のダイアグラムとする．このとき SwrΓ(Df )は f

の ambient isotopy不変量であり，次を満たす．

(1) SwrΓ(Df )は次の関係式を満たす．

SwrΓ

⎛
⎝

c ⎞
⎠ = a1SwrΓ

( )
+ a2SwrΓ

( )
+ a3SwrΓ

( )
,

ここで a1 = A−2sgn
Γ
(c)(A2 + A−2 + A−4), a2 = −A−4sgn

Γ
(c)(1 +

A−2+A−6), a3 = A−6sgn
Γ
(c)−4（ただし sgnΓ(c) :=

∑
H∈Γ sgn(c)H）．

特に，関係式内のタングルが同じ辺からなるとき，次の関係式が成
り立つ．（グラフには任意に向きを一つ与える．）

SwrΓ

⎛
⎝

⎞
⎠ = a′1SwrΓ

( )
+ a′2SwrΓ

( )
+ a′3SwrΓ

( )
,

ここで a′1 = A−2 + A−6 + A−8, a′2 = −A−8 − A−10 − A−14, a′3 =
A−16.

4
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↔

図 3:

(2) SwrΓ(f)|A=ex を変数 xのべき乗で展開する．

SwrΓ(f)|A=ex =
∞∑

i=0

ui(f)xi.

このとき uiは order i以下の有限型不変量である．

5 空間グラフホモロジー不変量
空間グラフホモロジーは [14]で導入された空間グラフの同値関係です．

二つの空間グラフが空間グラフホモロガスであることと，それらのダイア
グラムが図 3に描かれたΔ-move [7, 9]と ambient isotopyを用いて移り
あうことは同値です [8]. wrΓ1,Γ2

(Df ) := wrΓ1
(Df )−wrΓ2

(Df ) に対して，
次の補題が成り立ちます．

補題 5. 同じ supportを持つΓ1, Γ2 ⊂ Γ(G)に対して，wrΓ1,Γ2
(Df )はダイ

アグラムDf で表される空間グラフ f ∈ SE(G)の空間グラフホモロジー
不変量である．

GをK5またはK3,3とします（図 4）．空間グラフ f ∈ SE(G)の Simon
不変量 (cf. [14]) は次のように定義されます．Gの交わらない辺 x, yに対
して，サイン ε(x, y) = ε(y, x)を

ε(ei, ej) = 1, ε(di, dj) = −1, ε(ei, dj) = −1

および

ε(ci, cj) = 1, ε(bk, bl) = 1,

ε(ci, bk) =

⎧
⎨
⎩

1 ciと bkが図 4において平行で向きも一致するとき
−1 ciと bkが図 4において平行で向きが反対であるとき

によって定めます．l(Df ; x, y)を xと yの間の正交点の数から負交点の数
を引いた数とします．このとき Simon不変量は次で定義されます．

L(f) =
∑

x∩y=∅
ε(x, y) l(Df ;x, y)

5
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�
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�

�

c1
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b1

b2

b3

K3,3

図 4:

ここで
∑

x∩y=∅はGの交わらない 2辺 x, yの順序付けられていない組全
体に関する和を表します．
以下では，サイクル x1 · · ·xnの各辺に x1に同調する向きが与えられて

いるとします．G = S1 
 S1に対して ΓG
1 , ΓG

2 ∈ Γ(G) を次で定義します．

ΓG
1 = {a1 ∪ a2}, ΓG

2 = {a1 ∪ (−a2)}.

G = K5に対して ΓG
1 , ΓG

2 ∈ Γ(G)を次で定義します．

ΓG
1 = {eiei+1di | 1 ≤ i ≤ 5} ∪ {diei+2di+3 | 1 ≤ i ≤ 5},

ΓG
2 = {d1d3d5d2d4} ∪ {eidi+1ei+2di+2ei+4 | 1 ≤ i ≤ 5},

ただし i > 5であるとき diと eiはそれぞれ di−5と ei−5を表すものとし
ます．G = K3,3に対して ΓG

1 , ΓG
2 ∈ Γ(G)を次で定義します．

ΓG
1 = {c1c2c3c4c5c6, c1b3c5b2c3b1, c2b2c6b1c4b3},

ΓG
2 = {c1c2c3c4c5c6, c1b3c4b1, c2b2c5b3, c3b1c6b2}.

以下では，補題 5より wrΓ1,Γ2
(Df )を wrΓ1,Γ2

(f)と表します．

補題 6. G = S1 
 S1の空間埋め込み f に対して次が成り立つ．

lk(f) = wrΓG
1

,ΓG
2

(f)/4.

G = K5の空間埋め込み f に対して次が成り立つ．

L(f) = wrΓG
1

,ΓG
2

(f).

6
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G = K3,3の空間埋め込み f に対して次が成り立つ．

L(f) = wrΓG
1

,ΓG
2

(f).

この補題と Shinjoと Taniyama [11]の結果を用いることで次の定理を
得ることができます．

定理 7. グラフ Gの空間埋め込み f と gが空間グラフホモロガスである
ための必要十分条件は，同じ supportを持つすべての Γ1, Γ2 ⊂ Γ(G)に対
して wrΓ1,Γ2

(f) = wrΓ1,Γ2
(g) が成り立つことである．
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1の偶数乗根におけるレンズ空間の
TURAEV-VIRO S O(3)不変量について

岡崎建太

Abstract. 1980年代後半にWittenは,半単純コンパクト Lie群 Gに対して, 3次元多
様体上の主G束における Chern-Simons理論を考え,その相関関数がその 3次元多様
体の位相不変量を与えるということを提唱した. Reshetikhinと TuraevはWittenの提
唱した不変量を初めて数学的に厳密に定式化した (Reshetikhin-Turaev不変量). その
後KirbyとMelbinは, G = S U(2)の場合にこの不変量の refinmentを定義した (refined
Reshetikhin-Turaev不変量). Lickorish, Blanchetは G = S U(2)の場合に,これらの不
変量を linear skein を用いて再定式化した. Sato はレンズ空間の refind Reshetikhin-
Turaev 不変量の一部の値を, 3次元多様体の Heegaard分解を使って計算した. 一方
Turaevと Viroは, G = S U(2), S O(3)のときに, 3次元多様体の spineに基づいて, Gの
量子 6 j-記号から 3次元多様体の不変量を構成した (Turaev-Viro不変量).
本報告では (refined) Reshetikhin-Turaev不変量の linear skeinを用いた定義につい

て復習した後, レンズ空間 L(a, 1)の refined Reshetikhin-Turaev 不変量の計算につい
て, 3次元多様体の手術表示を用いて Satoの証明の別証明を与える. また, Satoの結
果から, L(a, 1)の Turaev-Viro S O(3)不変量の値を導く.

1. Linear skein

linear skeinの言葉を用いることによって,各不変量を量子群に関する知識を直接用
いずに構成することができる. この節では linear skeinに関する基本的な事項について
復習する. 以下 rを 3以上の整数, q = e2π

√−1/r, Δi = (−1)i(q(i+1)/2−q−(i+1)/2)/(q1/2−q−1/2)
とおく.

F を曲面とし, 境界 ∂F 上に 2n 個の点（n ≥ 0）を順序もこめて固定したものを
(F, 2n)と表す. C上のベクトル空間S(F, 2n)を

S(F, 2n) = span
C
{(F, 2n)上のタングル図式 }/ ∼

で定める. ただし (F, 2n)上のタングル図式とは F上のタングル図式で,指定された 2n
個の点上に端点を持つもののことをいう. また同値関係 ∼は曲面 F上の isotopyおよ
び次の skein関係式を表す.

= q1/4 + q−1/4 , = (−q1/2 − q−1/2) ∅ .

S(D2, 2i)の元
i

(Jones-Wenzlべき等元という)を,
1

= かつ

次で定める [7].
i

=

i-1

1
− Δi−1

Δi−2

i-1 i-1

1 1

i-2

（i ≥ 2）.

1
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ただし自然数の付与されている曲線は, その本数だけ平行に束ねてある曲線を表す.
円環 A = S 1 × [0, 1]に対して, S(A, 0)の元ω, ωc (c = 0, 1)を次で定める.

ω =
∑

0≤i≤r−1

Δi

i

, ωc =
∑

0≤i≤r−1
i≡c (mod 2)

Δi

i

さらに, F 上のタングル図式 Dに対して, S(F)の元 Dω, Dωc (c = 0, 1),を, Dの各成分
にそれぞれ ω, ωc を代入することによって定める. このとき,次のハンドルスライド
性質が成り立つ [6, 1].

ω

ω ≡
ω

ω ,
ωc

ωd ≡
ωc

ωc+d (c, d ∈ Z/2Z = {0, 1}).

ここに ≡は左辺と右辺の差が
r-1

を含むタングル図式の線型和で表されることを
意味する.

補題 1.1. 次が成り立つ.

i
= (−1)iq

(i+1)2−1
4

i

.(1)

2. (refined) Reshetikhin-Turaev不変量
3次元多様体の不変量である Reshetikhin-Turaev不変量はReshetikhin-Turaev [9]に

よって最初に定式化され, Kirby-Melvin [3]によって refined Reshetikhin-Turaev不変量
に拡張された. これらの不変量は各々Lickorish [4, 5, 6]と Blanchet [1]によって linear
skein を用いて初等的に再定式化された. この節では linear skein を用いた (refined)
Reshetikhin-Turaev不変量の定義について復習する. 以下 〈〉は Kauffman括弧を表す
ものとする.
任意の連結な有向閉 3次元多様体 Mは S 3内の枠付き絡み目 Lにそって S 3を手術

することによって得られることが知られている. このとき, LをMの手術表示という.
連結な有向閉 3次元多様体 M1,M2 とそれらの手術表示 L1, L2 について, M1 と M2 が
同相であるための必要十分条件は, L1 と L2 が以下の移動 (Kirby移動という)を有限
回施すことによって移りあうことである,ということが知られている [2].

(KI) ←→ ∅ ←→ , (KII) ←→

ただし図の点線部分は,自身や他の絡み目成分と絡まっていてもよいこと表す.
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M を連結な有向閉 3次元多様体, Lをその手術表示とする. 3以上の整数 r に対し
て Mの Reshetikhin-Turaev SU(2)不変量を

τS U(2)
r (M) =

〈 ω〉−σ+〈 ω〉−σ−
〈Lω〉(2)

で定める.ここにσ+, σ−は各々Lの絡み数行列の正,負の固有値の個数を表す.

命題 2.1 (Lickorish [4, 5, 6]). 連結な有向閉 3次元多様体 M に対し, (2)の値は Lの取
り方に依らない. ゆえに τS U(2)

r (M)は M の位相不変量である.

次にこの不変量の refinementを定義する. M を連結な有向閉 3次元多様体とし,そ
のコホモロジー類 x ∈ H1(M,Z/2Z)を選ぶ. L = L1 ∪ · · · ∪ LN を M の手術表示とし,
包含写像 ι : S 3−L → M について (ι∗x)(Ljの緯線)を x j とおく. r ≡ 2 (mod 4)である
4以上の偶数 rに対して、対 (M, x)の refined Reshetikhin-Turaev不変量を

τr(M, x) =
〈 ω0〉−σ+〈 ω0〉−σ− 〈Lωx〉(3)

で定める [1]. ここに 〈Lωx〉 = 〈Lωx1
1 ∪ · · · ∪ L

ωxN
N 〉 .

命題 2.2 (Blanchet [1]). 連結な有向閉3次元多様体Mとコホモロジー類 x ∈ H1(M,Z/2Z)
に対し, (3)の値は Lの取り方に依らない. ゆえに τr(M, x)は対 (M, x)の位相不変量
である.

命題 2.1と命題 2.2の証明の方針. いずれの命題も, 前述のハンドルスライド性質を
用いて, Lに対する Kirby移動で (2)あるいは (3)の値が不変であることを示すことに
より,これらの値は Lの取り方に依らないことが示される. 詳しくは [8, 1]を参照. �

3. refined Reshetikhin-Turaev不変量の手術表示を用いた計算
レンズ空間 L(a, 1)の refined Reshetikhin-Turaev不変量の値を 3次元多様体の手術

表示を用いて計算し, Satoによる結果 (命題 3.2)の別証明を与える. 以下では, pを奇
素数, q = e2π

√−1/r, ζ = e2π
√−1/p, Gp =

∑
0≤i<p ζ

i2 (平方 Gauss和)とおく. また,互いに
素な整数の組 (a, b)に対して, s(b, a)はDedekind和を表すものとする.

補題 3.1. 次が成り立つ.

12 s(1, a) = −3 + a +
2
a
.

命題 3.2 (Sato [11]). pを奇素数, aを pと互いに素な偶数とするとき,次が成り立つ.

τ2p(L(a, 1), 0) =
(
a
p

)
ζ−3·2s(1,a)∨ ζ

4a + ζ−4a

ζ4 + ζ−4
(4)

τ2p(L(a, 1), 1) = −
(
a
p

)
ζ−3·2s(1,a)∨ ζ

4a − ζ−4a

ζ4 + ζ−4
(
√−1)εa/2(5)

ただし, p ≡ ε (mod 4), ε = ±1とおき, s(b, a)∨ は Dedeind和 s(b, a)の値を Z/pZ上で
考えたものである（n′/nは n′ nとみなす）.
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証明. Sato [11]の証明は 3次元多様体の Heegaard分解を用いているが,以下では 3次
元多様体の手術表示を用いて Sato [11]の証明の別証明を与える.
整数 a � 0に対して, framingが aの自明な結び目 は L(a, 1)の手術表示

である. まず,式 (4)を示す.〈
ω0

〉
=

∑
0≤i<r
i :偶数

Δi =
∑
0<i≤r
i :奇数

qa(i2−1)/4Δ2
i−1 =

2q
(q − 1)2

∑
0<i≤r
i :奇数

qa(i2−1)/4(qi − 1)

=
2q

(q − 1)2

∑
0≤ j<p

qa( j2+ j)(q2 j+1 − 1) =
2ζ2

(ζ2 + 1)2

∑
0≤ j<p

ζ2a( j2+ j)(ζ2(2 j+1) + 1)

=
2

(ζ4 + ζ−4)2

∑
0≤ j<p

( ζ2(a j2+(a+2) j+1) + ζ2(a j2+a j) ) = 2ζ−8(a+2a)) ζ
4a + ζ−4a

(ζ4 + ζ−4)2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝2a
p

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Gp .

ただし 2番目の等式で補題 1.1を, 3番目の等式で添字の変換 i→ −iに関する対称性
を使い, 4番目の等式で i = 2 j + 1とおき, 5番目の等式で q = −ζ2 を代入し,最後の等
式では平方完成をして整理した.
特に a = 1,−1のとき,

〈
ω0

〉
=

2ζ−3·8

ζ4 + ζ−4

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝2
p

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Gp ,(6)

〈
ω0

〉
=

2ζ3·8

ζ4 + ζ−4

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝−2
p

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Gp =

(−1
p

)
ζ3·4

〈
ω0

〉
.(7)

よって,

τ2p(L(a, 1), 0) =
〈

ω0
〉−1

〈
ω0

〉

=

(
a
p

)
ζ8(3−a−2a) ζ

4a + ζ−4a

ζ4 + ζ−4
=

(
a
p

)
ζ−3·2s(1,a)∨ ζ

4a + ζ−4a

ζ4 + ζ−4
.

ただし最後の等式で補題 3.1を用いた. ゆえに式 (4)は示された.
続いて式 (5)を示す.〈 ω1

〉
=

∑
0≤i<r
i :奇数

Δi = −
∑
0<i≤r
i :偶数

qa(i2−1)/4Δ2
i−1

=
−2q

(q − 1)2

∑
0<i≤r
i :偶数

qa(i2−1)/4(qi − 1) =
−2q1−a/4

(q − 1)2

∑
0≤ j<p

qa j2(q2 j − 1)

=
2q−a/4ζ2

(ζ2 + 1)2

∑
0≤ j<p

ζ2a j2(ζ j − 1) = 2q−a/4ζ−4a ζ
4a − ζ−4a

(ζ4 + ζ−4)2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝2a
p

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Gp .
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ただし 2番目の等式では補題 1.1を用い, 3番目の等式で添字の変換 i→ −iに関する
対称性を使い, 4番目の等式では i = 2 jとおき, 5番目の等式では q = −ζ2 を代入し,
最後の等式では平方完成をして整理した. よって式 (6)より,

τ2p(L(a, 1), 1) =
〈

ω0
〉−1

〈 ω1
〉

=

(
a
p

)
q−a/4ζ8(3−2a) ζ

4a − ζ−4a

ζ4 + ζ−4
=

(
a
p

)
q−a/4ζ8aζ−3·2s(1,a)∨ ζ

4a − ζ−4a

ζ4 + ζ−4
.

ただし最後の等式では補題 3.1を用いた. en(x) = e2π
√−1(n/x) とおくとき, 2 = (p + 1)/2

だから,

q−a/4ζ8a = e8p((8 · 8 − 1)a) = e4((p2 + 3p + 1)
a
2

) = −e4((2 + 3ε)
a
2

) = −(
√−1)εa/2.

ゆえに式 (5)は示された. �

4. Turaev-Viro S O(3)不変量の導出
TuraevとViroは,閉 3次元多様体 M の spineに基づいて, G = S U(2)または S O(3)

の量子 6 j-記号から定まる ‘重み’の ‘状態和’を取ると, この値は spineの取り方に
よらない不変量を与えることを示した. これが Turaev-Viro 不変量 TVG

r (M)である
[12]. TVS O(3)

r (M)の値は, τr(M, x)の値から導かれることが次によりわかる. この命題
は Roberts [10]による結果の言い換えである.

命題 4.1. rが偶数のとき,連結な有向閉 3次元多様体 Mについて,

TVS O(3)
r (M) =

∑
x

|τr(M, x)|2 .

命題 3.2とこの命題により,次が得られる.

定理 4.2. pを奇素数, aを pと互いに素な偶数とするとき,次が成り立つ.

TVS O(3)
2p (L(a, 1)) =

4

ζ4 + ζ−4
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On the bridge genus and the braid genus
for a lens space

Shin′ya Okazaki (Osaka City University)
岡崎真也 (大阪市立大学)

January 12, 2010

Abstract

任意の向き付け可能な連結閉多様体は 3次元球面からある絡み目に
沿った 0-手術により得られることが知られている。本稿ではこのよう
にして得られた多様体に対して橋種数と組ひも種数と呼ばれる不変量を
導入する。これらの橋種数、組ひも種数とHeegaard種数との間にはあ
る不等式が成立することが分かっている。今回はいくつかのレンズ空間
に対して橋種数と組ひも種数を計算することができたのでこれを報告
する。

1 橋種数と組ひも種数の定義
まず最初に 0-手術の定義をする。

定義 (S3の Lに沿った 0-手術)
L = K1 ∪K2 ∪· · ·∪Knを 3次元球面S3上のn成分絡み目とする。N(L)をL
の管状近傍とする。E(L)を Lの外部をする。χ(L, 0)をE(L)の境界と n個
のソリッドトーラスを貼り合わせることで得られた 3次元多様体をする。但
し、貼り合わせ方は各ソリッドトーラスのメリディアンをKiのロンジチュー
ドへうつすものとする。このようにして得られた 3次元多様体 χ(L, 0)を S3

の Lに沿った 0-手術により得られた多様体と呼ぶ。

次のような事実が知られている。

事実
任意の向き付け可能な連結 3次元閉多様体は 3次元球面からある絡み目に沿っ
た 0-手術により得られる。

1
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以降 3次元多様体と書けば向き付け可能な連結 3次元閉多様体を指すこ
ととする。bridge(L)と書けば絡み目Lの橋指数を braid(L)と書けばLの組
ひも数を指すこととする。次の橋種数と組ひも種数は河内により定義された
ものである。

定義 (橋種数と組ひも種数)
一般に 3次元多様体に対しそれが得られるような 3次元球面の絡み目に沿っ
た 0-手術というものはいくつも考えられる。3次元多様体M に対しM が得
られるようなS3のあらゆる絡み目に沿った 0-手術を考え、そのなかで橋指数
が最小となる絡み目 Lの bridge(L)をM の橋種数と呼び gbridge(M)で表す。
同様に 3次元多様体M に対しM が得られるような S3のあらゆる絡み目に
沿った 0-手術を考え、そのなかで組ひも数が最小となる絡み目Lの braid(L)
をM の組ひも種数と呼び gbraid(M)で表す。

先に述べた事実より任意の 3次元多様体に対し橋種数、組ひも種数が定義
できるということが分かる。2つの種数の間には gbridge(M) ≤ gbraid(M)とい
う関係が成り立つ。このことは任意の絡み目 Lに対し bridge(L) ≤ braid(L)
となることからすぐに示せる。次にこれらの 2つの種数と Heegaard種数と
の間の比較をする。そのためにまずHeegaard分解とHeegaard種数の定義を
する。

定義 (Heegaard分解とHeegaard種数)
一般に 3次元多様体M に対して種数が等しい 2つのハンドルボディH1、H2

で同相写像 f : ∂H1 → ∂H2により、H1の境界とH2の境界を同一視して得
られる和集合H1 ∪f H2がM となるようなものが存在する。このときこの 3
つ組 (H1, H2; f)をM のHeegaard分解という。一般に 3次元多様体M に対
してHeegaard分解はいくつも考えられる。それらのHeegaard分解のなかか
らH1、H2の種数が最小となる場合を考え、その種数をM のHeegaard種数
と呼び gH(M)で表す。

このとき次の定理が成立する。

定理 1

gH(M) ≤ gbridge(M) ≤ gbraid(M).

定理 1と次の定理 2は前回の結び目の数学と昨年に大阪市立大学で行わ
れた院生ワークショップで示したので証明は省略する。

2
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定理 2
次の不等式のいずれに対してもその不等式を満たす 3次元多様体が存在する。

gH(M) = gbridge(M) = gbraid(M),

gH(M) < gbridge(M) = gbraid(M),

gH(M) = gbridge(M) < gbraid(M),

gH(M) < gbridge(M) < gbraid(M).

次に 2つの 3次元多様体 S1 × S2、S3に対し 3つの種数を求める。

例
Kを自明な結び目とする。このときχ(K, 0)はS1×S2である。一般に 3次元
多様体M が gH(M) = 0を満たすことの必要十分条件はM = S3であるとい
うことが知られている。従って gH(S1 × S2) ≥ 1である。自明な結び目の組
ひも数は 1であるから、gbraid(S

1 × S2) ≤ 1である。従って次の等式を得る。

gH(S1 × S2) = gbridge(S
1 × S2) = gbraid(S

1 × S2) = 1

例
Lをホップリンクとする。このとき χ(L, 0)は S3 である。先に述べた通り
gH(S3) = 0である。ホップリンクの組ひも数は 2であるから、gbraid(S

3) ≤ 2
である。一般に 3次元多様体M が gbridge(M) = gbraid(M) = 1を満たすこと
の必要十分条件はM = S1 × S2であるということが知られている。よって
gbridge(S

3) ≥ 2が得られる。従って次の不等式を得る。

gH(S3) = 0 ≤ gbridge(S
3) = gbraid(S

3) = 2

このようにしてS3とS1 ×S2に対して 3つの種数を求めることができた。
ではレンズ空間に対してはどうかというのが、本稿の主な内容である。しか
しレンズ空間に対してはHeegaard種数が 1となることは良く知られている。
だから本稿ではレンズ空間に対して残りの 2つの種数、すなわち橋種数と組
ひも種数を計算する。

2 主定理とその証明
L(p, q)と書けば (p, q)型のレンズ空間を指すこととする。但し p、qは p >
q > 0を満たす互いに素な整数である。このとき次の 2つの定理が成り立つ。

3
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定理 3
pを偶数とする。このとき次が成り立つ。

gbridge(L(p, 1)) = gbraid(L(p, 1)) = 3

定理 4
p、qを偶数とする。このとき次が成り立つ。

gbridge(L(pq − 1, q)) = gbraid(L(pq − 1, q)) = 4

各成分に整数をつけた絡み目を枠つき絡み目という。任意の 3次元多様
体はある枠つき絡み目のDehn手術により得られるということが知られてい
る。0-手術は全ての係数が 0の枠つき絡み目のDehn手術のことである。定
理 3、4の証明の為に次の補題を示す。

補題 1

gbridge(L(p, q)) ≥
{

3 (p :偶数)
4 (p :奇数)

補題 1を示す為に絡み行列を定義する。

定義 (絡み行列)
L = K1 ∪ K2 ∪ · · · ∪ Kn を n成分の全ての係数が 0の枠つき絡み目とし
lk(Ki, Kj)をKiとKjの間の絡み数とする。このとき行列

⎡
⎢⎢⎢⎣

0 lk(K1, K2) · · · lk(K1, Kn)
lk(K2, K1) 0 · · · lk(K2, Kn)

...
...

. . .
...

lk(Kn, K1) lk(Kn, K2) · · · 0

⎤
⎥⎥⎥⎦

を枠つき絡み目 Lの絡み行列という。

Lの絡み行列は χ(L, 0)の 1次元ホモロジー群の表現行列と同値になるこ
とが知られている。このことを用いて補題 1を示す。

4
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補題 1の証明
まずレンズ空間 L(p, q)に対して H1(L(p, q)) = Zpである。任意の係数が 0
の枠つき結び目Kと全ての係数が 0の 2成分枠つき絡み目Lの絡み行列は、
それぞれ [0]、

[
0 lk(K1, K2)

lk(K2, K1) 0

]
である。従ってH1(χ(K, 0)) = Z、

H1(χ(L, 0)) = Zn ⊕ Znである。但し n = lk(K1, K2) = lk(K2, K1)である。
これより χ(K, 0)や χ(L, 0)は任意の L(p, q)と同相になり得ないことが分か
る。従って gbridge(L(p, q)) ≥ 3である。
次に pを奇数と仮定する。全ての係数が 0の 3成分枠つき絡み目L′の絡み

行列AはA =

⎡
⎣

0 a b
a 0 c
b c 0

⎤
⎦となる。ここで a = lk(K1, K2)、b = lk(K1, K3)、

c = lk(K2, K3)である。χ(L′, 0)が L(p, q)と同相となるにはH1(χ(L′, 0)) =

H1(L(p, q))でなければならないから、AはB =

⎡
⎣

1 0 0
0 1 0
0 0 p

⎤
⎦ と同値でなけ

ればならない。Aと B が同値な行列であれば det A = det B であるから、
2abc = pである。しかし pが奇数であることから 2abc = pとなる a、b、cは
存在しない。従って pが奇数であれば χ(L′, 0)は任意のL(p, q)と同相にはな
り得ない。よって gbridge(L(p, q)) ≥ 4であり、補題 1を得る。

枠つき絡み目に対しKirby変形という変形が存在する。この変形により
移りあう枠つき絡み目からDehn手術により得られた多様体は互いに同相で
あるということが知られている。Kirby変形の定義は項数の都合で割愛した
[1]、[2]を参照されたい。定理 3、4の証明はこのKirby変形を用いることで
行う。

定理 3の証明
補題 1より 3 < gbridge(L(p, 1))である。gbraid(L(p, 1)) < 3を示す。図 1の右
のような自明な結び目を鎖のようにつないだ枠つき絡み目からはDehn手術
によりレンズ空間L(p, q)が得られることが知られている。このとき各自明な
結び目の係数を順に並べたものの連分数展開により p

q
が得られる。この pと

qがL(p, q)の pと qと一致するということが知られている。
[p
2
, 0,

p

2

]
= pよ

り、右の枠つき絡み目からは L(p, 1) (但し pは偶数)が得られる。従って図
1の 2つの枠つき絡み目がKirby変形により移りあうことを示せば、左の枠
つき絡み目より、すなわち組ひも数 3の絡み目による 0-手術により S3から
L(p, 1)が得られることが示せ、gbraid(L(p, 1)) < 3が得られる。

5
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0 0 0

p
2

full ←→
twists

p
2

0 p
2

図 1

Kirby変形により図 2のような変形が行える。すなわち 2本のひもを 0を
係数として持つ自明な結び目が束ねているとき、2本のひもの間のフルツイ
ストを解消することができる。このとき 2本のひもの係数はフルツイストの
方向に応じて±1される。

0 0

←→
1

0 0 1 1

1 0

←→ ←→
0

1 1 1 1

図 2

この図 2の変形を図 1の左の枠つき絡み目に p

2
回行うことで、図 1の右の枠

つき絡み目が得られる。よって gbraid(L(p, 1)) < 3であり、gbridge(L(p, 1)) =
gbraid(L(p, 1)) = 3である。�

6
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定理 4の証明
証明の大筋は定理 3の証明と同様である。最初に 3本のひもを 0を係数とし
て持つ自明な結び目が束ねている場合を考える。この 3本のひもの任意の 2
本の間にフルツイストがあるとき Kirby変形により次のように変形できる。
このとき 3本のひもの係数はフルツイストがある 2本がその方向により±1
残りの 1本が∓1される。この変形で 3本のひもの係数の偶奇が保たれるこ
とに注意しておく。

0 0

←→
1

0 0 0 1 1 0

1
0

←→

1 1 0

0 0

←→ ←→
1

1 1 0 1 1 −1

図 3

一般に純組ひもは任意の 2本のひもの間のフルツイストにより生成されるこ
とが知られている。従って図 3の変形を用いることで任意の偶奇が等しい整
数 a、b、cに対して、図 4の左の枠つき絡み目から右の枠つき絡み目が得ら
れることが分かる。この右の枠つき絡み目からレンズ空間を構成することを
考える。

7
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0
←→ 0

純 3-組ひも
a b c

0 0 0

図 4

Kirby変形により図 4の右の枠つき絡み目から図 5の右のような枠つき
絡み目を得るには、c = ±1を仮定する必要がある。今回は +1とする。−1
としても証明は同様にできる。

0 ←→

a 1 ba b 1

図 5

こうして図 5の右のような枠つき絡み目が得られた。a、b、1の偶奇は一致
するから aと bは奇数である。この枠つき絡み目から得られるレンズ空間は
L(ab − a − b, b − 1) であり、p = a − 1、q = b − 1と整理すると L(pq − 1, q)
が得られる (p、qは偶数)。従って L(pq − 1, q)は成分数 4の絡み目から 0-手
術により得られる。よって gbraid(L(pq − 1, q)) < 4である。補題 1より 4 <
gbridge(L(pq−1, q))であるから、gbridge(L(pq−1, q)) = gbraid(L(pq−1, q)) = 4
が得られる。�
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Parameterization of knot tunnels and its application

石原 海 (埼玉大学大学院理工学研究科)

1 はじめに
Cho-McCullough [CM1]は，tunnel number one knot K ⊂ S3とその unknotting tunnel τ の組

(K, τ)について, 有理数の列と 0,1の列による parameterizationを与えている．また彼らは，[CM1]
において 2-bridge knotとその unknotting tunnelについて，[CM2]において torus knotとその
unknotting tunnelについて，それぞれ parameterを求めている．
ここでは，parameterizationについて cabling constructionを用いて説明するとともに，実際に

parameterを求める．具体的には，定理 7.1において，(p, q)-torus knotの平行な 2本の紐に r回
の half twistを加えて得られる twisted torus knot T (p, q, r)とその１つの unknotting tunnel（図
9参照）について parameterを求める．またその応用として次を得る．

定理 1.1. 3 ≤ p < q なる自然数 p, q と偶数 rに対して，次を除いて twisted torus knot T (p, q, r)
は torus knotでも 2-bridge knotでもない．

T (3, 5,−6) = T (3, 4,−4) = S(7, 2) (52-knot),
T (3, 5,−4) = T (3, 4,−2) = T (2, 5) (51-knot),
T (3, 3m + 2,−2) = T (3, 3m + 1),
T (3, 3m + 1, 2) = T (3, 3m + 2).

さらに森本氏 [Mo]によって示された，T (p, q, r)はすべて smallである（exteriorに closed essential
surfaceを含まない ）ことを用いれば次が分かる．

定理 1.2. 3 ≤ p < q なる自然数 p, q と偶数 rに対して，次を除いて twisted torus knot T (p, q, r)
は hyperbolic knotである．

T (3, 5,−4) = T (3, 4,−2) = T (2, 5) (51-knot),
T (3, 3m + 2,−2) = T (3, 3m + 1),
T (3, 3m + 1, 2) = T (3, 3m + 2).

2 Tunnel number one knots

結び目KとKに端点のみで交わる arc τ について，E(K ∪ τ)が handlebodyと同相であるとき，
K を tunnel number one knot，τ をK の unknotting tunnelとよぶ．ここでは unknotting tunnel
を図 1 のように点線で表すことにする．結び目 K を固定し，2 つの unknotting tunnels につい
て isotopicまたは homeomorphicの同値関係を考えるのが慣例であるが，ここでは結び目とその
unknotting tunnelの組に同値関係を導入する．すなわち，結び目とその unknotting tunnelの 2組
(K, τ)と (K ′, τ ′)に対して，向きを保つ同相写像 f で f(K) = K ′かつ f(E(K)∩ τ) = E(K ′)∩ τ ′

を満たすものが存在するとき，(K, τ)と (K ′, τ ′)は同値であるといい，この同値関係における同値
類を tunnelとよぶ．図 1では 1と 2，3と 5はそれぞれ同値であるが，3と 4は同値でない．

1
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図 1: 結び目とその unknotting tunnelの例

3 Cabling construction and parameterization of tunnels

結び目とその unknotting tunnelの組に関する parameterizationを，ここでは cabling construc-
tionによって与える．これから準備する cabling constructionとはある tunnelから別の tunnelを構
成する作業である．結び目Kとその unknotting tunnel τ に対して，その和集合K ∪ τ を θとおく．
このとき θ = λ∪ρ∪τ とできる．ただし，λと ρはそれぞれ arcでK = λ∪ρとなっている．cabling
において結び目を構成する arc λもしくは ρの近傍を取り替える．どちらでも同様なのでここでは
λの近傍N(λ)について考える．今 (N(λ), N(λ) ∩ θ)は，有理タングル (N(λ), N(λ) ∩ (ρ ∪ τ))に
arc λを加えて得られる．そこで r ∈ Q∪ {∞}に対して，r-tangleを (B3, tr)，r-tangleに 1つ arc
を加えて得られる (N(λ), N(λ) ∩ θ)に同相なタングルを (B3, t̃r)で表すこととする．

定義 3.1 (cabling). θを次の条件を満たすように固定する．

• (N(λ), N(λ) ∩ θ) = (B3, t̃∞)

• K0 は 2成分絡み目で lk(K0) = 0，ただし，r ∈ Q ∪ {∞}に対して Kr := (θ − t̃∞) ∪ tr と
おく．

このとき (K, τ)から (Kr, t̃r − tr)を得る作業を slope rの cablingとよび，(K, τ) r
� (Kr, t̃r − tr)

で表すことにする．

この cablingで得られた (Kr, t̃r − tr)は，rの分子が奇数のとき結び目と unknotting tunnelの
組になり，rの分子が偶数のとき絡み目と unknotting tunnelの組になっている．ここでは結び目
の tunnelのみを考えているので，rの分子は奇数とする．

図 2: Slope 3の cabling

2
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次の定理は，すべての tunnelが自明な結び目の tunnelから cabling constructionで得られるこ
とを示している．

定理 3.2 (Cho-McCullough [CM1]). 任意の tunnel number one knot K とその unknotting tunnel
τ の組 (K, τ)に対して，(K, τ)に同値な組 (Kn, τn)が存在し，(Kn, τn)は自明な結び目 U とその

unknotting tunnel τU の組 (U, τU )からn+1回の cablingの列 (U, τU )
q0
p0
� (K0, τ0)

q1
p1
� · · ·

qn
pn
� (Kn, τn)

で構成できる．ただし，U ∪ τU は平面上にのる θ-curveとする．

この cabling の列 (U, τU )
q0
p0
� (K0, τ0)

q1
p1
� · · ·

qn
pn
� (Kn, τn) は，それぞれの cabling の slope qi

pi

と，cablingの際 Ki−1 を構成する 2つの arcsのうちどちらを取り替えるかによって特徴付けら

れる．そこで，それぞれの cabling (Ki−1, τi−1)
qi
pi
� (Ki, τi)において，ρi−1 を固定し λi−1 を τi に

取り替えることとする．ただし，λi−1 と ρi−1 はそれぞれ Ki−1 を構成する arcで Ki−1 ∪ τi−1 =
λi−1 ∪ ρi−1 ∪ τi−1 となっている．このとき i ∈ {2, 3, . . . , n} に対して，ρi−1 が ρi−2 に対応し
ていれば si = 0，そうでなければ si = 1 と定義できる．すると，この cabling の列，もしく
は (Kn, τn)は，((p0

p0
, q1

p1
, · · · , qn

pn
), (s2, . . . , sn))によって決定される．Cho-McCullough [CM1]は，

逆に tunnelに対して，(([p0
q0

], q1
p1

, · · · , qn

pn
), (s2, . . . , sn))が一意的に決定される（cabling construc-

tionが tunnelに対して一意的である）ことを示している．ただし，[p0
q0

] ∈ Q/Zである．そこで，
(([p0

q0
], q1

p1
, · · · , qn

pn
), (s2, . . . , sn))を tunnel (K, τ)の parameterとよぶことにする．

4 Tunnel of (1, 1)-knot

結び目 K に対して，S3 の genus 1 Heegaard splitting S3 = V1 ∪ V2 で，i ∈ {1, 2}に対して
K ∪ Viが trivial arc（∂Viに平行な arc）となるものが存在するとき，K を (1, 1)-knotという．こ
のとき，図 3の点線で描かれた 2つの arcsのように solid torus Vi の coreに対応するものはどち
らも unknotting tunnelになり，これを (1, 1)-tunnelとよぶ．このことから (1, 1)-knotは tunnel
number one knotであることがわかる．簡単な結び目の tunnelは大抵が (1, 1)-tunnelである．定
義から (1, 1)-tunnelは (1, 1)-knotの tunnelであることがわかるが，逆に (1, 1)-knotのすべての
tunnelが (1, 1)-tunnelであるとは限らない．実際 torus knotはすべて (1, 1)-knotであるが，(1, 1)
でない（middle）tunnelを持つ torus knotは無数にある（系 6.3参照）．また torus knot以外の
そのような例は合田氏-林氏 [GH]によって挙げられており，系 7.2ではそれを拡張している．

図 3: (1, 1)-knotの (1, 1)-tunnel

次の定理は，tunnelが (1, 1)-tunnelか否かの判定が，その tunnelの parameterからできること
を示している．

定理 4.1 (Cho-McCullough). (([p0
q0

], q1
p1

, · · · , qn

pn
), (s2, . . . , sn))を tunnel (K, τ)の parameterとす

る．(K, τ)が (1, 1)-tunnelであることと，s2 = . . . = sn = 0もしくは n ≤ 1であることが同値で
ある．

3
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つまり (1, 1)でない tunnelについて，自明な結び目の tunnelからの cabling constructionを考
えると，少なくとも 3回以上の cablingが必要であることがわかる．

5 Tunnel of 2-bridge knot

2-bridge knotの unknotting tunnelに関しては小林氏 [K1, K2]，森本氏-作間氏 [MS]，内田氏
[U]によって研究されており，1つの 2-bridge knotに関して図 4のような高々4つの tunnelsしか
ないことがわかる．2-bridge knotの tunnelのうち upper tunnelまたは lower tunnelとよばれるも
の（図 4の左端と右端の tunnel）は，自明な結び目とその unknotting tunnelから 1回の cabling
で得られることがわかる．これは 2-bridge knotの upper（lower） tunnelの parameterは長さ 1，
つまり [p0

q0
]の形であることを示している．

図 4: 2-bridge knotの 4つの tunnel

Cho-McCulloughは，残りの 2-bridge knotの tunnelに関しても parameterを計算している．2-
bridge knotを図 5のように表示する．ただし，任意の i ∈ {1, 2, . . . , n}に対して ai = ±1，bn �= 0
で i ∈ {1, 2, . . . , n − 1}に対して bi = 0ならば aiai+1 = 1，さらに bn = ±1ならば anbn = 1と
する．

定理 5.1 (Cho-McCullough [CM1]). 図 5の tunnelの parameterは，
(([ 1

2+1/kn
], 2εn−1 + 1/kn−1, . . . , 2ε1 + 1/k1), (0, . . . , 0))である．ただし，εi = ai+1(−1)bn+1

(= ±1)，kn =

{
bn (an = 1)

bn − 1 (an = −1)
，ki =

{
2bi + ai (aiai+1 = 1)

2bi (aiai+1 = −1)
とする．

図 5: 2-bridge knotの tunnel

4
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図 6: Torus knotの tunnel

6 Tunnel of torus knot

Boileau-Rost-Zieschang [BRZ]により，1つの torus knotに関して図 6のような 3つの tunnels
しかないことがわかる．Cho-McCullough [CM2]はこの torus knotの tunnelに関しても parameter
を計算している．ただし，下の定理 6.1，6.2では，[CM2, Theorem 1.1, 1.2]での slopeにすべて
“−”が付いている．これは，ここで (p, q)-torus knotといっているものが，[CM2]でのそれと鏡
像の関係にあることによる．例えば図 6の結び目を，ここでは (5, 7)-torus knotと考えているが，
[CM2]では (5,−7)-torus knotと考えている．図 7，8において，p, qは互いに素な整数で p, q ≥ 2
とし， (p, q) は p次の (p, q)-torus braidを表している．図 7の tunnelは (p, q)-torus knotの upper
tunnelとよばれる．ちなみに，(p, q)-torus knotの lower tunnelは (q, p)-torus knotの upper tunnel
である．また，図 8のように unknotting tunnelが torus knotののっている standard torus上に
あるものはmiddle tunnelとよばれる．

図 7: (p, q)-torus knotの upper tunnel 図 8: (p, q)-torus knotのmiddle tunnel

定理 6.1 (Cho-McCullough [CM2]). 図 7の tunnelの parameterは，
(−([ 1

2pk0−1 ], 2pk0+1 − 1, . . . , 2pq−1 − 1), (0, . . . , 0))である．ただし，pk = 
kp/q� =min{j | jq/p ≥
k}, k0 =min{k | pk > 1}とする．

定理 6.2 (Cho-McCullough [CM2]). 2 ≤ p < qで，q/p = [n1, n2, . . . , nk]と自然数 nj（nk �= 1）
によって連分数展開が与えられているとする．このとき，図 8の tunnelの parameterは，
(−([ 1

2n1+1 ], a1d1+b1c1, . . . , aNdN +bNcN ), (s2, . . . , sN ))である．ただし，at, bt, ct, dt, stは以下のよ

5
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うにして決まる整数である．まず l ∈ {0, 1, . . . k}に対してNl := −n1+
∑l

j=1 nj，N := Nk−2とお

き，i ∈ {−n1, 1−n1, . . . N}に対して次のように行列Aiを決める．Ai =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

(
1 0
1 1

)
N2l′ ≤ i < N2l′+1

(
1 1
0 1

)
N2l′+1 ≤ i < N2l′+2

．

そして t ∈ {1, 2, . . . , N}に対して at, bt, ct, dt, st が以下で決定される．

Mt =

(
at bt

ct dt

)
=

−n1∏

j=t

Aj = AtAt−1 · · ·A−n1 , st =

{
0 At = At−1

1 At �= At−1

．

Boileau-Rost-Zieschang [BRZ]により，torus knotの tunnelについては完全な分類がなされて
いるが，この Cho-McCullough の parameter の計算により別証明が与えられる．しかし，この
parameterの計算から tunnelが高々3つであることを証明することはできない．

系 6.3. 2 ≤ p < qとする．

• q − p = 1のとき，T (p, q)の upper，lower，middle tunnelはすべて一致する．

• q − p �= 1，q ≡ ±1（mod p）のとき，T (p, q)の middle tunnelは upper tunnelと一致する
が，lower tunnelとは一致しない．

• q �≡ ±1（mod p）のとき，upper，lower，middle tunnelはすべて異なる tunnelである．特
にmiddle tunnelは (1, 1)-tunnelではない．

7 Parameter of tunnel of twisted torus knot

図 9の点線の arcが unknotting tunnelになることから，T (p, q, r)はすべて tunnel number one
knotであることがわかる．ここまでに登場した結び目は，すべて (1, 1)-knotであったが，m ∈ Z

に対して T (7, 17, 10m − 4)は (1, 1)-knotでないことが森本氏-作間氏-横田氏 [MSY]によって示さ
れている．また，r = ±2のとき T (p, q, r)は (1, 1)-knotであることもわかる．(1, 1)-knotもそう
でない結び目も含むことから，このクラスを扱うことは，tunnelを考える上で重要である．ここ
では図 9の tunnelの parameterを求める．またその応用として，定理 1.1の証明の概略を与える．

図 9: Twisted torus knot T (p, q, r)の tunnel

6
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定理 7.1. (([ 1
r0

], r1, · · · , rn), (s2, . . . , sn))（riは奇数）を (p, q)-torus knot T (p, q)のmiddle tunnel
の parameterとすると，図 9の twisted torus knot T (p, q, r)の tunnelの parameterは，
(([ 1

r0
], r1, · · · , rn−1, rn − r), (s2, . . . , sn))である．

この定理は，torus knot T (p, q)の middle tunnelについて cabling constructionを考えたとき，
最後の cablingの slopeを rnから rn − rに換えることで，図 9の tunnelが得られることを示して
いる（図 10参照）．ちなみに，定理 6.2からわかるが，torus knotのmiddle tunnelは torus knot
のmiddle tunnelだけを経由する cabling constructionで得られる．

図 10: T (p, q)と T (p, q, r)の tunnelの cabling construction

定理 7.1と定理 4.1から次の系が得られる．

系 7.2. p �≡ 1 （mod q），q �≡ 1 （mod p），r = ±2であるとき，図 9の tunnelは (1, 1)-knotの
(1, 1)でない tunnelである．

合田氏-林氏 [GH]によって，T (5, 7, 2)の例が挙げられている．

定理 1.1の証明. K := T (p, q, r)が 2-bridgeまたは torus knotであると仮定する．ただし，p, qは
互いに素な整数で 3 ≤ p < q，rは偶数とする．定理 7.1で求めた parameter（以下単に parameter
とよぶことにする）は，長さが 2以上なので，K が 2-bridge knotであれば定理 5.1の parameter
に一致し，K が torus knotであれば定理 6.1または 6.2の parameterに一致するはずである．そ
こで次のように，p, qについて場合分けして考える．

Case 1. q ≡ 1 (mod p) (q = mp + 1)) のとき，parameterは次のうちのどれかである．⎧
⎪⎨
⎪⎩

([−1
3 ],−1) (K = 52, (p, q, r) = (3, 4,−4)),

([−1
3 ],−3) (K = 51, (p, q, r) = (3, 4,−2)),

([− 1
2m+1 ],−(4m + 3)) (K = T (3, 3m + 2), (p, q, r) = (3, 3m + 1, 2)).

Case 2. q ≡ −1 (mod p) (p = (m + 1)q − 1) のとき，parameter は次のうちのどれかである．⎧
⎪⎨
⎪⎩

([−1
3 ],−1) (K = 52, (p, q, r) = (3, 5,−6)),

([−1
3 ],−3) (K = 51, (p, q, r) = (3, 5,−4)),

([− 1
2m+1 ],−(4m + 1)) (K = T (3, 3m + 1), (p, q, r) = (3, 3m + 2,−2)).

Case 3. q �≡ ±1 (mod p)のとき，parameterは 2-bridge knotのものとも torus knotのものとも一致
しない．よって，このときK は 2-bridge knotでも torus knotでもない．

7
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Tangle analysis of Xer recombination on catenanes

(I.K.Darcy氏、R.Mediconduri氏 (共にUniversity of Iowa)、石原海氏 (埼玉大学)との共同研究)

下川 航也
埼玉大学大学院理工学研究科

1. 初めに
この研究は、石原海氏 (埼玉大学)、I.K.Darcy氏、R.Mediconduri氏 (University of Iowa)

との共同研究である。詳しい内容は、論文 [8]を参照して欲しい。
DNAに働く酵素 (enzyme)に関する研究には、結び目理論を含む多くの幾何学的手法

が用いられている。DNAのトポロジーの全般的な内容は、参考文献の [4]を参照して頂き
たい。結び目理論の酵素の働きの研究への応用は、[15, 2, 17]を参照して欲しい。また、
[3, 9]は、最近のDNAトポロジーの国際会議のプロシーディングである。また、結び目
理論関連の本では、[14, 1, 11]でDNAに働く酵素の話題が取り上げられている。
今回の研究では、大腸菌 (E. coli.)のDNA組み換え酵素のXer systemのDNA絡み目

(catenaneという)への作用を、タングル解析を用いて考察する。

2. DNA結び目と、DNAに働く酵素、タングル解析
DNAは 2重螺旋の構造を持つ紐状の物体である。その為、環状 DNAは空間内で結び

目や絡み目の構造を持つ。例えば、大腸菌の染色体および小さなDNA分子のプラスミド
(plasmid)は、環状であることが知られている。線状の場合には、局所的なトポロジーや
幾何的構造が重要になる場合がある。DNA絡み目は catenaneと呼ばれる。

DNAに働く酵素は、DNAのトポロジーを変えるものがある。
例えば、トポイソメラーゼ (topoisomerase)はDNAに交差交換で作用し、絡み目を解く

ことが知られている。トポイソメラーゼに関する最近の研究は [17]等を参照して欲しい。
今回考えるDNAの組み換え酵素 (recombinase)は、もう少し複雑に作用する。組み換

えが行われる部分では、組み換えに関わるDNAの部位 (recombination site)は大変短いた
め、そこだけ見ると非常に簡単な変化しか行われないが、組み換えには accessory protain
と呼ばれる酵素が付随する場合があり、その協力により、より複雑なトポロジーの変化が
与えられる場合がある。
それらの様子は、酵素が働く前と後のトポロジー (結び目、絡み目のタイプ)を調べる

ことにより、その働きの様子を特徴付けることが出来る。Ernst-Sumners[10]は、タング
ル手術により部位特異的組み換えの様子を考察する方法を導入した。この方法はタングル
解析と呼ばれている。タングル解析は、これまでにいくつかの部位特異的組み換え酵素の
位相幾何学的な特徴付けに用いられている ([6, 7, 10, 16, 18, 19]など参照)。タングル解
析の詳しい内容は、[15, 2, 17]を参照して欲しい。
組み換え酵素が触媒する作用は、次の図 1、2に挙げるタングル手術でモデル化される。

ここで、N(T )はタングル T の分子を与える操作であり、T + Sはタングル T と Sのタン
グル和である。
このモデルにおいて、以下を仮定する。酵素のメカニズムは一定であり、それは基質の

トポロジーにはよらない。また、反応は 2糸タングル Eにおいて起こり、Eはタングル
ObとP のタングル和となっている。タングルObとOf は組み換えの反応の際に不変であ
る。組み換えはタングル P をタングル Rに取り換えるタングル手術でモデル化される。
P とRは有理タングルと仮定する。タングルO = Of + Obは外部タングルとよばれ、組
み換えの反応において変わらない部分である。
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Figure 1. タングルモデル 1 Figure 2. タングルモデル 2

基質の結び目、絡み目型をK0とし、生成物をK1とすると、次のタングル方程式が得
られる。

(1)

{
N(Of + Ob + P ) = N(O + P ) = K0

N(Of + Ob + R) = N(O + R) = K1

3. Xer recombination on catenane

酵素のシステムXerは大腸菌の中に存在し、プラスミドや染色体が複製される際に、二
量体の解消などを行う。

Bath-Sherratt-Colloms[5]は、Xerが psiという部位をそれぞれの成分に持つプラスミド
が作る2成分絡み目にも作用することを、実験により示した。彼らの実験では、2k-catenane
((2, 2k)-トーラス絡み目)にXerが作用し、(2k +1)交点の結び目を生成するらしいことが
報告されている。特に、実験では k = 3, 4, 5の場合の結果が報告されている。
この実験に対応するタングル方程式は、k = 3, 4, 5に対し、

{
N(O + P ) = 2k-cat

N(O + R) = (2k + 1)交点結び目

となる。ここでは特に、k = 3の場合、つまりトーラス絡み目 T (2, 6)から 7交点の素な結
び目が得られる場合を考察する。
今回考えるXer-psiの組み換えでは、結び目と絡み目に上手く向きを与えると、タング

ル手術は coherentであると仮定してよいことが、組み換えの様子から分かる ([8]参照)。
ここでタングル手術が coherentとは、タングル手術のタングル以外の部分では、基質と
生成物の向きが一致している場合を言う。
今回得られた結果は次の通りである。

Theorem 1. [8, 13] N(O + P )を 6-catとし、N(O + R)を 77以外の素な 7交点結び目
Kとする。P = (0)、P =

(
a
b

)
(a ≥ 0)とする。このとき以下が成立する。

(1) a = 1、つまりバンド手術であり、
(a) K は 72で、 O =

( −6
6b+11

)

(b) K は 74で、O = (−1
3

+ −1
3

) ◦ (−(b + 1), 0).

(2) a > 1、つまりバンド手術ではなく、K は2橋結び目 N( c
d
)であり、 a

b
=

(
c−6d

d−h(c−6d)

)
、

O =
(

6
6h+1

)
(h ∈ Z)を満たす。
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K = 77の場合は、バンド手術以外の有理タングル手術の特徴付けは終わっている。こ
の場合には上記の解以外にも、a

b
=

( −3
3h−1

)
、 O = (−1

3
+ −1

3
) ◦ (−(b + 1), 0) (h ∈ Z)とい

う解が存在する。しかし、K = 77の場合のバンド手術の分類は現在未解決である。
定理の中に現れた記号を説明する。整数の列 c1, . . . , cnに対し、タングルTと (c1, . . . , cn)

の circle productを Figure 3のように定義し、T ◦ (c1, . . . , cn)と表す。

n : even n : odd

Figure 3. T ◦ (c1, . . . , cn)

k = 4, 5の場合に、バンド手術に関してこれまで得られた結果は以下の通りである。こ
こでは簡単のため、R = (−1)の場合を考える。これは、Xerの作用が通常 0-タングルか
ら (−1)-タングルへの手術としてモデル化されることによる。一般のバンド手術でも議論
は同じである。

Theorem 2. [8] N(O + P )を 8-catとし、P = (0)、R = (−1)とする。このとき以下が
成立する。

(1) N(O + R) = 92とすると、O = (−1
1

+ −1
7

) または O = (−1
7

+ −1
1

)となる。
(2) N(O + R) = 95とすると、O = (−1

3
+ −1

5
) または O = (−1

5
+ −1

3
)となる。

Theorem 3. [8] N(O + P )を 10-catとし、P = (0)、R = (−1)とする。このとき以下が
成立する。

(1) N(O + R) = 11a247とすると、O = (−1
1

+ −1
9

) または O = (−1
9

+ −1
1

)となる。
(2) N(O + R) = 11a343とすると、O = (−1

3
+ −1

7
) または O = (−1

7
+ −1

3
)となる。

(3) N(O + R) = 11a363とすると、O = (−1
5

+ −1
5

)となる。

詳しくは論文 [8]を参照して欲しい。これらの結果は、種数 1の 2橋結び目から、(2, 2k)-
トーラス絡み目を与えるバンド手術の特徴付けを用いて証明される。これは [12]の議論の
拡張である。
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Abstract
Two-dimensional topological quantum field theories for surfaces are

characterized by means of Frobenius algebras, where saddle points
correspond to multiplication and comultiplication. We explore gen-
eralizations to essential surfaces in 3-manifolds and foams in 3-space.
Module and comodule structures are used for essential surfaces, and
Lie bracket and bialgebra structures are examined as operations along
branch curves for foams. Relations to the original Frobenius algebra
structures are discussed both algebraically and diagrammatically.

1 Introduction

This is a brief summary of [8, 9], to which we refer the reader for details.
We propose two generalizations of 2-dimensional topological quantum field
theories (2D-TQFTs); one for surface cobordisms in thickened surfaces that
have both inessential and essential circles [8], and the other for foams that
have branch circles along which three sheets merge [9]. Our motivations
come from the differentials of generalizations of Khovanov homology [12]
defined in [3, 19] for thickened surfaces, those for virtual knots [10, 18], and
those for sl(3) knot polynomials [13, 17]. Since the differentials of Khovanov
homology theories come from 2D-TQFTs and Frobenius algebras [14], stud-
ies of generalized 2D-TQFTs are expected to lead to a unified algebraic view
and new constructions.

The paper is organized as follows. In Section 2, we provide a brief review
of necessary materials and establish notation. In Section 3, we propose
an algebraic structure called “commutative Frobenius pairs” and present
examples and constructions. In Section 4, we study algebraic structures
that appear under 2D-TQFTs along branch circles.

1
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2 Preliminaries

A Frobenius algebra is an (associative) algebra (with multiplication μ : A ⊗
A → A and unit η : k → A) over a unital commutative ring k with a
nondegenerate associative pairing β : A ⊗ A → k. The pairing β is also
expressed by 〈x|y〉 = β(x⊗ y) for x, y ∈ A, and it is associative in the sense
that 〈xy|z〉 = 〈x|yz〉 for any x, y, z ∈ A.

Δ
x y

μ

xy

Multiplication

η

Unit

ε

Frobenius
form

β

Pairing

γ

Copairing
x y

τ

xy

Transposition

x x (2)(1)

Comultiplication
x

Figure 1: Diagrams for Frobenius algebra maps

A Frobenius algebra A has a linear functional ε : A → k, called the
Frobenius form, or a counit, such that the kernel contains no nontrivial left
ideal. It is defined from β by ε(x) = β(x ⊗ 1), and conversely, a Frobenius
form gives rise to a nondegenerate associative pairing β by β(x⊗y) = ε(xy),
for x, y ∈ A. A Frobenius form has a unique copairing γ : k → A ⊗ A
characterized by

(β ⊗ |)(| ⊗ γ) = | = (| ⊗ β)(γ ⊗ |),

which we call the cancelation of β and γ. Here and below, we denote by | the
identity homomorphism on the algebra. This notation will distinguish this
function from the identity element 1 = 1A = η(1k) of the algebra that is the
image of the identity of the ground field. A Frobenius algebra A determines
a coalgebra structure with A-linear (coassociative) comultiplication and the
counit defined using the Frobenius form. The comultiplication Δ : A →
A ⊗ A is defined by

Δ = (μ ⊗ |)(| ⊗ γ) = (| ⊗ μ)(γ ⊗ |).

The multiplication and comultiplication satisfy the following equality:

Δμ = (μ ⊗ |)(| ⊗ Δ) = (| ⊗ μ)(Δ ⊗ |)

which we call the Frobenius compatibility condition. In Fig. 1, diagrammatic
conventions of various maps that appear for Frobenius algebras are depicted.

2
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The diagrams are read from bottom to top, and each line segment represents
a tensor factor of A.

A Frobenius algebra is commutative if it is commutative as an algebra.
It is known ([15] Prop. 2.3.29) that a Frobenius algebra is commutative if
and only if it is cocommutative as a coalgebra. The map μΔ of a Frobenius
algebra is called the handle operator, and corresponds to multiplication by
a central element called the handle element δh = μΔ(1) ([15], page 128).
Commutative Frobenius algebras are in one-to-one correspondence with 2D-
TQFTs, see again [15].

3 Frobenius pairs and essential surface cobordisms

In this section, we outline the definitions of the algebraic structures that
represent essential surface cobordisms. The ring A and the A-module E
are represented by solid and dotted lines, respectively, and variety of multi-
plication and comultiplication are depicted by trivalent vertices, read from
bottom to top. We note that the possibilities of trivalent vertices are sum-
marized by saying that the dotted line does not end at a trivalent vertex,
while a solid line can. The definition below is motivated from surface cobor-
disms, and the correspondence is exemplified in Fig. 2. Briefly, the elements
of E are associated to essential curves in the surface cobordism and the
elements of A are associated to compressible curves.

A E

E

Figure 2: A cobordism with essential curves and module action

In [8], a commutative Frobenius pair (A, E) is defined as follows.
(i) A = (μA,ΔA, ηA, εA) is a commutative Frobenius algebra over k with
multiplication μA, comultiplication ΔA, unit ηA and counit εA.
(ii) E is an A-bimodule and A-bicomodule, with the same right and left
actions and coactions.

3
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(iii) The action and coaction satisfy the canceling conditions with the pairing
and copairing as follows: (β⊗|)(|⊗ΔA,E

E ) = μA,E , (|⊗μE
A,E)(γ⊗|) = ΔA,E

E .
(iv) E has an associative, commutative multiplication μE : E ⊗E → E and
a coassociative commutative comultiplication ΔE : E → E ⊗ E, that are
A-bimodule and A-bicomodule maps, such that the maps μE and ΔE satisfy
the compatibility condition:

(| ⊗ μE)(ΔE ⊗ |) = ΔEμE = (μE ⊗ |)(| ⊗ ΔE).

They satisfy conditions depicted in Figs. 3, 4, 5. See [8] for details.

(2)(1)

Figure 3: Analogs of associativity

(3)(2)(1)

Figure 4: Compatibility conditions

(3)(1) (2)

Figure 5: Consistency conditions

There are also three k-linear maps νE
A : A → E, νA

E : E → A and νE
E :

E → A, called Möbius maps , corresponding to non-orientable cobordism
(a punctured Möbius band).

It was shown in [8] that cobordisms in thickened surfaces induce, under
a TQFT, the structure of commutative Frobenius pairs. Furthermore, the
following constructions were given in [8].

4
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Theorem 3.1 Let A = Z[X,h, t]/(X2 − hX − t) and E = 〈Y,Z〉. If (A, E)
is a commutative Frobenius pair with μE

E,E = ΔE,E
E = 0, then A must be of

the form A = Z[X, a]/(X − a)2.
Let A = Z[X, a]/(X − a)2, E = 〈Y,Z〉 and assume μE

E,E = ΔE,E
E = 0.

Then there exist commutative Frobenius pair structures with Möbius maps
on (A, E).

Theorem 3.2 Let A be a commutative Frobenius algebra over a commuta-
tive unital ring k with handle element φ, such that there exists an element
ξ ∈ A with ξ2 = φ. Then there exists a commutative Frobenius pair (A, E)
with Möbius maps.

Theorem 3.3 If A is a commutative Frobenius algebra of finite rank over a
commutative unital ring k, such that its handle element φ ∈ A is invertible,
then there exists a commutative Frobenius pair (A, E) with Möbius maps.

4 Algebraic structures derived from foams

For categorifications of the sl(3) knot invariants, 2-dimensional complexes
called foams have been used [13, 17]. In this section we give an overview of
[9] on algebraic structures induced under TQFTs for branched circles.

1

A A A A

A A

2

3

Figure 6: Operation on a branch circle

As depicted in Fig. 6, we consider the operation m : A ⊗ A → A in-
duced by a TQFT along a branch circle where two circles merge to one,
and Δ : A → A ⊗ A that is represented by the upside-down figure. Thus
A is a commutative Frobenius algebra under the TQFT, and we investigate
additional structures corresponding to the branch circles.

For a commutative Frobenius algebra A over a unital ring R of finite
rank and with a non-degenerate Frobenius form ε, there is a basis {xi} and
a dual basis {yi}, i = 1, . . . , n, such that ε(xiyi) = δi,j , the Kronecker delta,
and x =

∑
i yiε(xix). This situation is depicted in Fig. 7, where the identity

5
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i
�

y

xi

i

Figure 7: The Δ(1)-relation

map x �→ x in the LHS corresponds to the annular cobordism in the left of
the figure, and the sum involving the Frobenius form ε is depicted in the
right of the figure. We call this the Δ(1)-relation, as it is also computed
from the value of Δ(1). Then the operations m,Δ are computed by this
relation, together with the values of the closed theta foam depicted in Fig. 8.

�

�

�

Figure 8: The theta foam

We found the following operations.

Proposition 4.1 For any commutative unital ring R and a positive odd
integer N > 1, there exist a Frobenius algebra A over R and values of the
theta foams such that the branch circle operation m induces a non-trivial
Lie algebra structure on A.

Proposition 4.2 Let G be an abelian group. For any unital ring R, the
branch circle operation m induces a bialgebra structure on the group ring
A = R[G] if and only if every non-identity element of G has order 2.

Furthermore, for the Frobenius algebra A = Z[a, b, c][X]/(X3 − aX2 −
bX − c) used in [17], the following identities were obtained.

2

Figure 9: Web skein relations

6

192「結び目の数学Ⅱ」報告集



Proposition 4.3 For A = Z[a, b, c]/(X3 − aX2 − bX − c) with θ values as
above, the map Δ : A → A ⊗ A satisfies the following identities:

(m ⊗ |)(| ⊗ Δ) = Δ(1)(εμ) − τ,

( (m ⊗ |)(| ⊗ Δ) )2 = | + Δ(1)(εμ),
mΔ = 2 |.

The skein relations stated in Proposition 4.3, as planar diagrams (in-
stead of surface skein relation), coincide with those described in [13] as a
description of Kuperberg’s invariant [16], with the choice of q = 1.

Thus, the operation at branch curve of the foam used to categorify the
quantum sl(3) invariant satisfies the skein relations at the classical limit of
the invariant.
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仮想結び目の交点数とステイト数

冨山祐美
神戸大学大学院理学研究科 博士課程前期課程 2年

概要

virtual knot に対して, real crossing number と virtual crossing number が定義される. 本稿では, こ
れらの crossing number の実現問題に関して得られた結果を述べ, 証明を与える. さらに, 1-state number

を定義し, 得られた結果を紹介する. また, Jones polynomial および Miyazawa polynomial の性質を述
べる.

1 Definition

virtual link diagram とは, R2 にはめ込まれたいくつかの円周 S1 ∪ · · · ∪ S1 で, 図 1に示す 2種類の交点
を持つものをいう. 図 1の左の交点は real crossing , 右の交点は virtual crossing と呼ばれる. 特に virtual

crossing をひとつも持たない virtual link diagram を classical diagram という.

図 1 real crossing (左)と virtual crossing (右)

図 2 に示す 7 種の変形は generalized Reidemeister move と呼ばれる. 2 つの virtual link diagram が
equivalent であるとは, 一方に有限回の generalized Reidemeister move を行うことによってもう一方が得ら
れるときをいう. virtual link とは, virtual link diagram 全体の集合を上記の同値関係で割ったときの同値類
をいう. 特に classical diagram で表される virtual link を classical link と呼び, 成分数が 1の virtual link

を virtual knot と呼ぶ. 本稿では主に virtual knot について考察する.

- - -

- - - -

図 2 generalized Reidemeister moves

K を virtual knot とし, DをK の任意の virtual knot diagram とする. Dにおける real crossing, virtual

crossing の個数をそれぞれ r(D), v(D)とかく. r(D), v(D)の最小値をそれぞれK の real crossing number ,

virtual crossing number と呼び, r(K), v(K)で表す.

1
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D を virtual knot diagram とする. D の全ての real crossing で A-splice または B-splice のいずれかを
行って得られる diagram を D の state と呼び, その集合を S(D)とかく.

2 Jones polynomial and Miyazawa polynomial

virtual knot K とその diagram Dに対し, fK(A) ∈ Z[A,A−1]を

fK(A) = (−A3)−w(D)
∑

S∈S(D)

Aa(S)−b(S)(−A2 − A−2)|S|−1

と定める. ここで, a(S), b(S) はそれぞれ D から S を得るために行った A-splice, B-splice の回数とし,

w(D)は D の writhe, |S|は S における loop の個数を表す. このとき, VK(t) = fK(t−1/4)として得られる
VK(t) ∈ Z[t1/2, t−1/2]をK の Jones polynomial と呼ぶ.

Jones polynomial を変えない local move として, 次が知られている.

Lemma 2.1. 図 3に示す local move で, Jones polynomial は変化しない.

図 3 Jones polynomial を変えない local move

virtual knot K の Jones polynomial VK(t)における変数 tの最高次数から最低次数を引いたものを VK(t)

の span と呼び, spanVK(t)とかく. classical knot の crossing number が Jones polynomial の span を用い
て評価できることはよく知られているが, このことは virtual knot の real crossing number に対しても同様
に成り立つ.

Theorem 2.1. 任意の virtual knot K に対して, r(K) ≥ spanVK(t)が成り立つ.

Theorem 2.1から次の corollary を得る.

Corollary 2.1. Dを classical knot diagram とする. Dが reduced alternating diagram であるとき, 次の
2つが成り立つ.

(i) Dが表す virtual knot をK とするとき, r(D) = r(K)が成り立つ.

(ii) D の 1 つの real crossing を virtual crossing に置き換えて得られる virtual link diagram を Dv とし,

Dv が表す virtual knot をKv とするとき, r(Dv) = r(Kv)が成り立つ.

(i)は alternating classical knot における通常の crossing number は, virtual knot のクラスにおける real

crossing number と一致することを意味する. さらに, Corollary 2.1 の記号のもとで, Kv の real crossing

number は次のように決定される.

Theorem 2.2. Corollary 2.1の記号のもとで,

r(K) = spanVK(t),

r(Kv) = spanVKv
(t) +

1
2

2
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が成り立つ.

[6]において, Jones polynomial における Kauffman の state sum を一般化することにより, virtual knot

の新たな polynomial invariant が構成された. これは Miyazawa polynomial と呼ばれている. 後に数回の改
良がなされているが, 今回は [9]で定義されたものを用いる.

K を virtual knot とし, D を K の diagram とする. D の real crossing を splice する際, 図 4のように
coherent splice と non-coherent splice の 2種類が考えられる. non-coherent splice に対しては図 4の右に
示すように pole と呼ばれる短い 2本の棒を立てておく [3].

図 4 coherent splice (左)と non-coherent splice (右)

こうして得られた state S ∈ S(D)の各 loop において, 必要なら図 5左に示すように pole を移動させる.

さらに図 5中央に示すように隣接した 2本の pole が同じ向きを向いているときはこの 2本を消去して pole

の整理を行う. 上記の操作により, S の各 loop 上には図 5右に示すように偶数本の pole が向きが交互になる
ように現れる. S の loop C 上に 2i本の pole が存在するとき, C の index は iであるといい, σ(C) = iとか
く. S における index が iである loop の個数を ci(S)とかく.

図 5 pole の移動 (左)と消去 (中央)および整理された loop(右)

このとき, Miyazawa polynomial の bracket polynomial 〈D〉 ∈ Z[A,A−1, x1, x2, . . . ]は

〈D〉 =
∑

S∈S(D)

Aa(S)−b(S)(−A2 − A−2)c0(S)x
c1(S)
1 x

c2(S)
2 . . .

と定義される. さらに,この bracket polynomialを用いてMiyazawa polynomial RK ∈ Z[A,A−1, x1, x2, . . . ]

は RK = (−A3)−w(D)〈D〉として定義される.

Miyazawa polynomial を変数 xi について整理する. 非負整数 ei (i ≥ 1)の無限列 I = (e1, e2, . . . )で, 有
限項を除いて 0 であるものの集合を I とかく. 全ての i (≥ 1) に対して ei = 0 のときは I = (0), ある自然
数 nに対して en �= 0かつ ei = 0 (i > n)のときは I = (e1, . . . , en)と略記する. I = (e1, e2, . . . )に対して,

xI = xe1
1 xe2

2 . . . と定めると, Miyazawa polynomial は次のような展開を持つ.

RK =
∑

I∈I
FI(A)xI

= F0(A) + F1(A)x1 + F01(A)x2 + F2(A)x2
1 + F001(A)x3 + F11(A)x1x2 + F3(A)x3

1 + . . .

ここで, F(e1,e2,...,en)(A) = Fe1e2...en
(A)と略記した.

Example 2.1. 図 6 に示す virtual knot diagram が表す virtual knot を K とすると, K の Miyazawa

polynomial RK は次のようになる.

RK = (−A−2 − 2A−6 − A−10) + (−2A−2 + A−6 − A−10)x1 + A−8x2 + A−10x2
1 + A−8x1x2 + A−6x3

1.

3
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したがって, 各係数多項式 FI(A)は以下のようになる.

F0(A) = −A−2 − 2A−6 − A−10, F1(A) = −2A−2 + A−6 − A−10,

F01(A) = A−8, F2(A) = A−10, F11(A) = A−8, F3(A) = A−6.

図 6

Miyazawa polynomial の係数多項式 FI(A)における Aの指数に関して, 次の結果が得られた.

Theorem 2.3. Lを virtual link とする. 数列 I = (e1, e2, . . . ) ∈ I に対して FI(A) �= 0であるとき, 次が
成り立つ. ここで, μ(L)は Lの成分数を表す.

(i) FI(A) ∈ Z[A4, A−4] ·A2μ(L) が成り立つための必要十分条件は,
∑

k≥1

e2k ≡ 0 (mod 2)が成り立つことであ

る.

(ii) FI(A) ∈ Z[A4, A−4] · A2μ(L)+2 が成り立つための必要十分条件は,
∑

k≥1

e2k ≡ 1 (mod 2)が成り立つこと

である.

virtual knot K のMiyazawa polynomial RK において, FI(A) �= 0をみたす全ての I = (e1, e2, . . . ) ∈ I に
わたる

∑

k≥1

kek の最大値を RK の weighted degree と呼び, wdegRK とかく. これを用いて, virtual crossing

number の評価式が与えられることが知られている.

Theorem 2.4 ([1, 10]). 任意の virtual knot K に対して, v(K) ≥ wdegRK が成り立つ.

3 real and virtual crossing numbers

real crossing number と virtual crossing number の実現問題に関して次の問題は未解決である.

Open problem. 任意の virtual knot K に対して, v(K) < r(K)は常に成り立つか?

この問題に関して今回は次の結果を得た.

Theorem 3.1. m < nをみたす任意の自然数 m, nに対して, v(K) = mかつ r(K) = n をみたす virtual

knot K が常に存在する.

Theorem 3.1を証明するために, 次の lemma を準備する.

Lemma 3.1. (i) 自然数 pに対して, 次式が成り立つ. ただし, = (p個)とする.

4
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〈 〉
= Ap

〈 〉
+ Ap−2 1 − (−A−4)p

1 + A−4

〈 〉
.

(ii) 正の偶数 q に対して, 次式が成り立つ. ただし, = (q 個)とする.

〈 〉
= Aq

〈 〉
+ Aq−2 1 − A−4q

1 + A−4

〈 〉
.

Theorem 3.1の証明はmと nの偶奇で場合分けを行い, 図 7, 9に示す virtual knot diagram を用いる.

Proof of Theorem 3.1.

(i) m �≡ n (mod 2)の場合
図 7に示す virtual knot diagram D1 で表される virtual knot を K1 とする. v(D1) = m, r(D1) = nであ
ることより, v(D1) ≤ m, r(D1) ≤ nが成り立つ.

図 7 D1

次に v(K1) ≥ mであることを示す. Theorem 2.4より wdegRK1 ≥ mを示せば十分である. Lemma 3.1(i)

より,

〈D1〉 = An−m+1

〈 〉

+An−m−1 1 − A−4(n−m+1)

1 + A−4

〈 〉

が成り立つ. 右辺左側の diagram においては両端の 2 つの virtual crossing を消去できるので, virtual

crossing の個数は m − 2 以下にできる. Theorem 2.4 より左の diagram から得られる weighted degree は
m − 2以下なので, weighted degree がmである項を含む可能性があるのは右側の diagram である. 実際に,

weighted degree がmとなる項は右辺右側の diagram において全ての real crossing を non-coherent splice

してできる state のみから得られ, その項は xm を含む. RK1 における xm の係数多項式は

(−1)−w(D)A−3w(D)+n−2m 1 − A−4(n−m+1)

1 + A−4
�= 0

5
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であることより, wdegRK1 ≥ mが成り立つ.

次に, r(K1) ≥ nであることを示す.

mが偶数のとき D1 に対して図 3 に示す local move を m
2 回行って得られる diagram を D′

1 とし, D′
1

が表す virtual knot を K ′
1 とすると, Theorem 2.1 より VK1(t) = VK′

1
(t) が成り立つ. D′

1 は reduced

alternating diagram であるから, Corollary 2.1(i) および Theorem 2.2 より spanVK′
1
(t) = n である. ゆえ

に, spanVK1(t) = nであるから, Theorem 2.1より r(K1) ≥ nがわかる.

mが奇数のとき D1 に対して図 3 に示す local move を m−1
2 回行って得られる diagram を D′′

1 とし, D′′
1

が表す virtual knot を K ′′
1 とすると, Theorem 2.1 より VK1(t) = VK′′

1
(t) が成り立つ. D′′

1 は reduced

alternating diagram において 1つの real crossing を virtual crossing に置き換えて得られるから, Corollary

2.1(ii) および Theorem 2.2 より spanVK′′
1
(t) = n − 1

2 である. ゆえに, spanVK1(t) = n − 1
2 であるから,

Theorem 2.1より r(K1) ≥ nがわかる. 以上より, v(K1) = m, r(K1) = nが成り立つ.

図 8 D′
1(左)と D′′

1 (右)

(ii) m ≡ n (mod 2)の場合
図 9に示す virtual knot diagram D2 で表される virtual knot を K2 とする. v(K2) = m, r(K2) = nが成
り立つことは, (i)と同様の議論で示される.

図 9 D2

以上より, Theorem 3.1が示された. �

4 state number

D を virtual knot diagram とする. state の集合 S(D)において, 1つの loop で構成される state の個数
を s1(D)とかく.

6
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Example 4.1. 図 10に示す diagram D は, 8つの state を持ち, 1つの loop で構成される state は 5つあ
る. したがって, s1(D) = 5である.

図 10 D とその 8つの state

K を classical knot とするとき, K の全ての classical diagram にわたる s1(D)の最小値をK の classical

1-state number と呼び, sc
1(K)とかく. classical 1-state number に関して次の結果が知られている. ここで,

det(K)はK の determinant を表す.

Fact. K が classical alternating knot なら, sc
1(K) = |det(K)|が成り立つ.

classical 1-state number に関して, 次の結果が得られた.

Theorem 4.1. K を classical knot とするとき, 次の 3つが成り立つ.

(i) sc
1(K) ≥ |det(K)| = |VK(−1)|.

(ii) sc
1(K) ≡ 1 (mod 2).

(iii) sc
1(K) = |det(K)|が成り立つための必要十分条件は, K が classical alternating knot であることである.

classical 1-state number の virtual knot への拡張を考える. K を virtual knot とするとき, K の全ての
virtual diagram にわたる s1(D)の最小値をK の 1-state number と呼び, s1(K)とかく. 1-state number に
関して次の結果を得た.

Theorem 4.2. K を virtual knot とするとき, 次の 3つが成り立つ.

(i) s1(K) ≥ ‖VK(−1)‖ ≥ |VK(−1)|.
(ii) s1(K) ≡ 1 (mod 2).

(iii) K が classical alternating knot なら, s1(K) = sc
1(K)が成り立つ.

ここで, K が virtual knot のときは一般に VK(t) ∈ Z[t1/2, t−1/2]なので, VK(−1) ∈ Cであることに注意
する. a, b ∈ Rに対して, ‖a + bi‖ = |a| + |b|と定める.

Theorem 4.2(i) における評価式は, Miyazawa polynomial を用いて次のように改良できる. ここで, 定義よ
り F0(A)は −A2 − A−2 で割り切れることに注意して, F̃0(A) = F0(A)/(−A2 − A−2)とおく.

Theorem 4.3. 任意の virtual knot K とその Miyazawa polynomial RK に対して,

s1(K) ≥ |F̃0(e
π
4 i)| +

∑

I �=(0)

|FI(e
π
4 i)| ≥ ‖VK(−1)‖

が成り立つ.

7
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GOUSSAROV-POLYAK-VIRO FINITE TYPE INVARIANTS FOR

NANOWORDS AND NANOPHRASES

ANDREW GIBSON AND NOBORU ITO

Abstract. Goussarov, Polyak and Viro defined finite type invariants for vir-
tual knots and links using the virtualization operation, which changes a real
crossing into a virtual crossing. In this paper we generalize their definition to
nanowords and nanophrases. We give several examples of finite type invariants
for nanowords and nanophrases.

1. Nanophrases

In this section we recall definitions from [10] and [9]. Let α be a finite set. An
α-alphabet is a finite set with a map to α. Elements of an α-alphabet are called
letters. The image of a letter A under the map to α is written |A|. A word is a finite
sequence of letters. The word with no letters is called the trivial word and is written
∅. A Gauss word is a word such that every letter in the word appears exactly twice.
The trivial word ∅ is a Gauss word. The trivial n-component nanophrase is the
n-component nanophrase where every component is ∅. It is written ∅n.

An n-component nanophrase over α is a pair (A, w1|w2| . . . |wn). Here, each wi

is a word such that the concatenation of all the words wi is a Gauss word. Then A
is an α-alphabet consisting of the letters appearing in the words wi. A nanoword
is a 1-component nanophrase. The rank of a nanophrase p (written rank(p)) is the
number of elements in its α-alphabet. We will sometimes write a nanophrase simply
as w1|w2| . . . |wn, omitting the α-alphabet. However it should not be forgotten that
there is still a map from the letters in the nanophrase to α.

Example 1.1. Let α be the set {a, b} and let A be the α-alphabet {A, B, C} where
|A| = |C| = a and |B| = b. Then (A, ABC|AC|B) is a nanophrase over α and
(A, ABBCAC) is a nanoword over α. Both (A, ABC|AC|B) and (A, ABBCAC)
have rank 3.

Two nanophrases over α, (A, p) and (B, q), are isomorphic if there is a bijection
f from A to B which preserves the projection to α and, when applied letterwise to
p, gives q.

Example 1.2. Let α be the set {a, b}. Let A be the α-alphabet {A, B, C} where
|A| = |C| = a and |B| = b and let B be the α-alphabet {D, E, F} where |D| =
|F | = a and |E| = b. Then the nanophrases (A, ABC|AC|B) and (B, DEF |DF |E)
are isomorphic. The corresponding bijection f takes A to D, B to E and C to F .

Let τ be a map from α to itself such that τ ◦ τ is the identity map (in other
words, τ is an involution on α). Let S be a subset of α × α× α. We call the triple

Date: January 11, 2010.
2000 Mathematics Subject Classification. Primary 57M99; Secondary 68R15.
Key words and phrases. nanowords, nanophrases, homotopy, finite type invariants.
The first author is supported by a Scholarship from the Ministry of Education, Culture, Sports,

Science and Technology of Japan. The second author is a Research Fellow of the Japan Society
for the Promotion of Science. This work was partly supported by KAKENHI.
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2 ANDREW GIBSON AND NOBORU ITO

(α, τ, S) a homotopy data triple [4]. Homotopy moves, based on the Reidemeister
moves for classical knots, are defined as follows:

H1: (A, xAAy) ↔ (A− {A}, xy)
H2: (A, xAByBAz) ↔ (A− {A, B}, xyz), if |A| = τ(|B|)
H3: (A, xAByACzBCt) ↔ (A, xBAyCAzCBt), if (|A|, |B|, |C|) ∈ S

Here, each lower case letter represents a sequence of letters, possibly including one
or more ‘|’ symbols which separate components in a nanophrase such that each side
of each move is a nanophrase.

Homotopy is the equivalence relation on nanowords over α generated by isomor-
phism and the three homotopy moves. Note that picking a different homotopy data
triple may give a different equivalence relation.

2. Finite type invariants

We first recall the definition of finite type invariants of classical links (originally
given in [11]). Let G be an abelian group and let v be a classical link invariant
taking values in G. We extend v to singular links by:

v

( )

= v

( )

− v

( )

.

We say that v is a finite type invariant (Vassiliev invariant) if there exists a non-
negative integer n such that for any singular link L which has more than n crossings,
v(L) is equal to 0. Kauffman considered this definition for virtual links [7].

Goussarov, Polyak and Viro defined finite type invariants for virtual links in a
different way [6], which we now explain. Let D be the set of virtual link diagrams
and let G be an abelian group. Let v be a virtual link invariant defined as a map
from D to G. Extend v to ZD linearly. A semi-virtual crossing is defined as follows:

(2.1) = −
.

The crossing on the left is a semi-virtual crossing, the crossing in the middle is
a real crossing and the crossing on the right is a virtual crossing. Note that the
semi-virtual crossing contains over-under crossing information. Goussarov, Polyak
and Viro define v to be a finite type invariant if there exists a non-negative integer
n such that for any virtual link diagram D which has more than n semi-virtual
crossings, v(D) is equal to 0.

We define finite type invariants for nanophrases in a similar way to Goussarov,
Polyak and Viro. To do so, we define a singular letter which corresponds to a semi-
virtual crossing. A singular letter is a letter which we marked with a dot: Ȧ. A
singular letter also has a map to α. A nanophrase with a singular letter is defined
to be a linear sum of nanophrases as follows:

xȦyȦz = xAyAz − xyz

where |Ȧ| = |A|. Note the similarity of this definition to Equation (2.1). We note
that Fujiwara defined singular letters for nanowords associated with plane curves
in exactly the same way [1].

We fix a homotopy data triple (α, τ, S) and thus fix a homotopy. Let G be an
abelian group and let v be a homotopy invariant of nanophrases taking values in
G. We extend v to linear sums of nanophrases over α by linearity. We say that
v is a finite type invariant if there exists a non-negative integer n such that for
any nanophrase p which has more than n singular letters, v(p) is equal to 0. The
minimum such n is called the degree of v.
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GOUSSAROV-POLYAK-VIRO FINITE TYPE INVARIANTS 3

If v is a finite type invariant of degree 0, then for any n-component nanophrase
p, v(p) is equal to v(∅n). In particular, for nanowords, v is constant.

3. Degree 1

We recall the definition of the linking matrix of nanophrases defined by Fukunaga
[2]. Fix α and τ . Let π be the multiplicative abelian group where the generators
are the elements in α and for each element a of α there is a relation aτ(a) = 1.
For an n-component nanophrase p let Aij be the set of letters which appear once
in the ith component of p and once in the jth component of p. Let L be the n× n
matrix with elements in π defined as follows. Write the elements of L as lij . Then
lii is 1 for all i, and, for all i and j with i not equal to j, lij is given by

lij =
∏

X∈Aij

|X |.

We call L the linking matrix of p. Fukunaga proved that L is a homotopy invariant
of p irrespective of the choice of S in the homotopy data triple (α, τ, S) [2].

Example 3.1. Let α be the set {a, b} and let τ(a) = b (and so τ(b) = a). Let A
be the α-alphabet {A, B, C} where |A| = |C| = a and |B| = b. Then

L(ABC|B|AC) =

⎛

⎝

1 a−1 a2

a−1 1 1
a2 1 1

⎞

⎠

and

L(AB|BAC|C) =

⎛

⎝

1 1 1
1 1 a
1 a 1

⎞

⎠ .

As the matrices are not equal we can conclude that the nanophrases ABC|B|AC
and AB|BAC|C are not homotopic.

Theorem 3.2 ([5]). The linking matrix is a finite type invariant of degree 1. Any

other finite type invariant of degree 1 can be calculated from the linking matrix.

4. Degree 2

We recall the definition of Fukunaga’s T invariant for nanophrases [2]. Let
p = (A, w1|w2| · · · |wn) be an n-component nanophrase. For letters X and Y in
A we define np(X, Y ) as follows. If X and Y appear alternating in p, we define
np(X, Y ) to be 1 if the first X appears before the first Y and −1 if the first Y
appears before the first X . If X and Y do not appear alternating (or X and Y are
the same letter), we define np(X, Y ) to be 0. For a letter X in A and an element
a of α we define εa(X) by:

εa(X) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

1 if |X | = a

−1 if |X | = τ(a) �= a

0 otherwise

For a letter X in A and two elements of α, a and b, we define tp(a, b, X) by

tp(a, b, X) =
∑

Y ∈A

εa(X)εb(Y )np(X, Y ).

Let Ai(p) be the set of letters which appear exactly twice in wi (the ith component
of p). For i an integer between 1 and n inclusive and for two elements a and b of
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4 ANDREW GIBSON AND NOBORU ITO

α, we define T i
a,b(p) as follows:

T i
a,b(p) =

{

∑

A∈Ai(p) tp(a, b, A) ∈ Z if a �= τ(a) and b �= τ(b)
∑

A∈Ai(p) tp(a, b, A) mod 2 ∈ Z/2Z otherwise.

From the definition the following relation holds:

T i
a,b(p) = −T i

τ(a),b(p) = −T i
a,τ(b)(p) = T i

τ(a),τ(b)(p).

From each orbit of α under τ pick a representative element. Let αo be the set
of these representative elements. We write T i(p) for the tuple of elements T i

a,b(p)

where a and b range over all of αo. We then write T (p) for the n-tuple

(T 1(p), T 2(p), . . . , T n(p)).

Fukunaga proved that when S has the form {(a, a, a) | a ∈ α}, T (p) is a homotopy
invariant of nanophrases [2].

Theorem 4.1 ([5]). Fukunaga’s T invariant is a finite type invariant of degree

2. However, there exists a finite type invariant of degree 2 (when S has the form

{(a, a, a) | a ∈ α} ) which is independent of T .

5. Universal invariant

Let Pr(α) be the set of r-component nanophrases over α. Let G be an abelian
group and let v be a homotopy invariant of r-component nanophrases over α taking
values in G. The invariant v is said to be a universal invariant of degree n if, for
any finite type invariant v′ of degree less than or equal to n taking values in some
abelian group H , there exists a map f such that this diagram

Pr(α)
v

��

v′

��
�

�

�

�

�

�

�

�

G

f

��

H

is commutative. Goussarov, Polyak and Viro defined a universal invariant for vir-
tual links in [6]. In a similar way we define a universal invariant for nanophrases.

Let w be a nanoword. A nanoword u is a subword of w (u � w) if u can be
derived from w by deleting 0 or more letters.

Example 5.1. Let α be the set {a, b} and let |A| = a and |B| = |C| = b. Let w be
the nanoword ABCBAC. Then the subwords of w are the following 8 nanowords:
ABCBAC,ABBA,ACAC,BCBC,AA,BB,CC,∅.

Let q be an n-component nanophrase. An n-component nanophrase p is a sub-

phrase of q if p can be derived from q by deleting 0 or more letters.

Example 5.2. Let α be the set {a, b} and let |A| = a and |B| = |C| = b. Let
q be the nanophrase AB|CBA|C. Then AB|BA|∅ is a subphrase of q. Note that
the nanophrase AB|BA is not a subphrase of q because AB|BA only has two
components but q has three components.

Let ZPr(α) be the free abelian group generated by Pr(α). Let θr be the map
from ZPr(α) to itself defined as follows. For a nanophrase p, θr(p) is the sum of all
the subphrases of p. We then extend this linearly to ZPr(α).

Example 5.3. Let α be the set {a, b} and let |A| = a and |B| = b. Then

θ2(ABA|B) = ABA|B + AA|∅ + B|B + ∅|∅.
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GOUSSAROV-POLYAK-VIRO FINITE TYPE INVARIANTS 5

Let ZIr(α) be ZPr(α) modulo isomorphism of nanophrases. The map θr induces
a map from ZIr(α) to itself which we also call θr.

The following relations are derived from the homotopy moves [5]:

R1: xAAy = 0, for any |A|
R2: xAByBAz + xAyAz + xByBz = 0, if τ(|A|) = |B|
R3: xAByACzBCt + xAByAzBt + xAyACzCt + xByCzBCt =

xBAyCAzCBt + xBAyAzBt + xAyCAzCt + xByCzCBt,
if (|A|, |B|, |C|) ∈ S.

As for the homotopy moves, each lower case letter represents a sequence of let-
ters, possibly including one or more ‘|’ symbols which separate components in a
nanophrase such that each term in each relation is a nanophrase. We also have a
relation

R4(n): p = 0, if rank(p) > n.

Let G(α, τ, S, r) be ZIr(α) modulo the relations R1, R2 and R3. Let Gn(α, τ, S, r)
be G(α, τ, S, r) modulo the relation R4(n).

We define a map On from ZIr(α) to itself as follows. For a nanophrase p we
define On(p) by:

On(p) =

{

p if rank(p) ≤ n

0 otherwise.

We then extend this linearly to ZIr(α). Define Γn,r to be the map from ZPr(α) to
Gn(α, τ, S, r) given by On ◦ θr.

Proposition 5.4 ([5]). The map Γn,r is a universal invariant of degree n.

This proposition is a generalization of Theorem 2E in [6] in the case of open
virtual knots.

The group Gn(α, τ, S, r) depends on the choice of n, α, τ , S and r. A different
choice of n, α, τ , S and r may give a different group. However, there are relations
between these groups. We note a few of them here. From the definition it is
immediately clear that Gn(α, τ, S, r) is isomorphic to Gn+1(α, τ, S, r)/R4(n). Let
S′ is a subset of S. Then there is a surjective homomorphism from Gn(α, τ, S′, r)
to Gn(α, τ, S, r) [5]. Let (α, τ, S) be a homotopy data triple. Let β be a set and let
f be a surjective map from α to β. In this case there is a surjective homomorphism
from Gn(α, τ, S, r) to Gn(β, f ◦ τ, f(S), r) [5].

We explicity calculated some groups G2(α, τ, S, 1). In order to give our results
we need the following definitions. As τ is an involution, orbits of α under τ contain
either one element or two elements. If an orbit only contains one element, we say
it is a fixed orbit. If an orbit contains two elements, we say it is a free orbit.

Theorem 5.5. Fix α and τ . Let k be the number of fixed orbits of α under τ . Let

l be the number of free orbits of α under τ . We write Sdiag for {(a, a, a) | a ∈ α}.
Then we have

G2(α, τ, ∅, 1) ∼= Z
l2+1 ⊕ (Z/2Z)k2+2kl

�

G2(α, τ, Sdiag, 1) ∼= Z
l2−l+1 ⊕ (Z/2Z)k2+2kl−k

�

G2(α, τ, α × α × α, 1) ∼= Z ⊕ (Z/2Z)k+l−1

where � denotes a surjective homomorphism.
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6 ANDREW GIBSON AND NOBORU ITO

6. Gauss words

Let α be a set with a single element a. In this case, the letters of any nanoword
over α all map to a. Then there is no need to record the map to α and the α-
alphabet is redundant. Thus we may simply consider any nanoword over α to be a
Gauss word.

Let τ be the identity map and S be the set {(a, a, a)}. Then the homotopy
data triple (α, τ, S) defines a homotopy on Gauss words which we call Gauss word

homotopy (see [3]).
In [10], Turaev conjectured that Gauss word homotopy is trivial. In other words,

he conjectured that every Gauss word is homotopic to the trivial Gauss word.
However, the following theorem, which was proven independently by the first author
in [3] and by Manturov in [8], shows that Turaev’s conjecture is false.

Theorem 6.1 (G.; Manturov). There exist Gauss words which are not homotopic

to the trivial Gauss word.

Consider some other homotopy data triple (β, τβ , Sβ). We define a map f from
the set of nanowords over β to the set of Gauss words as follows. For any nanoword
over β, (A, w), f maps (A, w) to w. In other words, we forget the β-alphabet A.

Let p and q be two nanophrases over β. If p and q are homotopic under the
homotopy given by (β, τβ , Sβ), it is easy to check that f(p) and f(q) must be ho-
motopic as Gauss words. From this we can conclude that any Gauss word homotopy
invariant is an invariant for any homotopy of nanowords.

We will define a finite type invariant of degree 4 for Gauss words. In order to do
so, we need to define some more notation.

Let u and w be Gauss words. We define the bracket 〈u, w〉 as follows:

〈u, w〉 := �{t � w | t isomorphic to u} ∈ Z≥0

where � means the number of elements in the set.

Example 6.2. We calculate 〈DEDE, ABCBAC〉. It is enough to calculate the
subwords of ABCBAC of rank 2 and check whether or not they are isomorphic to
DEDE. The subwords of ABCBAC of rank 2 are ABBA, ACAC and BCBC.
Of these, ACAC and BCBC are isomorphic to DEDE and ABBA is not. Thus
〈DEDE, ABCBAC〉 is 2.

From this calculation we also see that 〈DEED, ABCBAC〉 is 1.

We extend this bracket notation to allow a linear expansion of the first term as
follows. For each i from 1 to m, let ui be a Gauss word and let λi be an integer.
Write x as λ1u1 + λ2u2 + · · ·λmum. Then 〈x, w〉 is defined by

〈x, w〉 = λ1〈u1, w〉 + λ2〈u2, w〉 + · · ·λm〈um, w〉.

Example 6.3. From the calculation in Example 6.2, we have

〈2DEDE + DEED, ABCBAC〉 = 5.

We define the Gauss words w1 through to w6 as follows:

w1 = ABACDCBD,

w2 = ABCACDBD,

w3 = ABCADBDC,

w4 = ABCBDACD,

w5 = ABCDBDAC,

w6 = ABCDCADB.
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Then we define v, a map from the set of Gauss words to Z/2Z, by

v(w) = 〈
6
∑

i=1

wi, w〉 mod 2.

Theorem 6.4. For Gauss words, there are no finite type invariants of degree 1, 2
or 3. There is only one finite type invariant of degree 4 which is given by v.

It is simple to check that v(∅) is 0 and v(w1) is 1. Thus we can conclude that w1

is not homotopic to the trivial word. This gives an alternate proof of Theorem 6.1.
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シート数を用いた
standard projective planeの特徴づけについて

春田　力（東京大学大学院数理科学研究科）

1 はじめに
4次元ユークリッド空間 R4 に滑らかに埋め込まれた連結な閉曲面を surface-knotという。
特に、射影平面に同相なとき P 2-knot、2次元球面に同相なとき S2-knotと呼ぶ。
また、２つの surface-knotは、ambient isotopicな時、同値であるという。

次のmotion pictureで表される P 2-knot P+、P− を standard projective planeという。
（motion picture · · · R4 = R3 ×Rと見て、各 R3 ×{w}と曲面の交わりを見ることで曲面を表したもの。）

w = -1 w ∈ (-1, 0) w = 0 w ∈ (0, 1) w = 1

P

P

P+ および P− はもっとも基本的な P 2-knotと考えられている。

定義 1.1 向き付け不可能な surface-knot F が自明であるとは、F がいくつかの P+、P− の連結和と同値で
あることを言う。

定義 1.2 向き付け可能な surface-knot F が自明であるとは、F が R4 でハンドル体の境界になっていること
を言う。

normal Euler numberと呼ばれる不変量が 0のときは、向き付け不可能な F が自明であることと、（向き
付け不可能な）ハンドル体の境界になっていることは、同値になることが知られている。

今回、シート数と呼ばれる不変量を用いることで、P+ および P− の一つの特徴づけを得た。
シート数に関しては、sh(K) = 1となる S2-knot K は自明なものに限ること、sh(K) = 2または 3を満た
す S2-knotは存在しないことが知られている [5, 6]。
一方、同様の事実が P 2-knotに対して成立するかどうかは知られていなかった。
次の定理 1.3が今回の主結果になる。

210「結び目の数学Ⅱ」報告集



定理 1.3 P 2-knot F に対し、
sh(F ) = 1 ⇔ F は P+ または P− に同値

訂正 アブストラクトには、「P+、P− の特徴づけは知られていない」と書いたが、間違い [3]。

2 準備
図式について

π : R4 → R3 を (x, y, z, t) �→ (x, y, z)で定義される射影とする。
π(F )の各点は、regular、double、tripleまたは branch pointのいずれかとしてよい。

π(F )の doubleおよび triple pointに沿って交差情報をつけたものを F の図式といい、Dと書く。

double triple branch

+ －

各 branch pointには、交差情報に応じて、上のように符号を定義することができる。

Remark 2.1 branch pointの符号和は、normal Euler numberと一致する。

シート数について

double point pに対し、π−1(p) ∩ F は 2点 p− ∪ p+ になる。
p− を lower point、p+ を upper pointという。

p p p＋－

triple point tに対し、π−1(t) ∩ F は 3点 t1 ∪ t2 ∪ t3 になる。
t1 を bottom point、t2 をmiddle point、t3 を top pointという。

t t₃t₁ t₂
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branch point bに対し、π−1(b) ∩ F は 1点 b∗ になる。
b∗ も branch pointと呼ぶ。

b b*

• lower、bottom、middle及び branch point全体の集合を Λ−(D)、
• upper、middle、top及び branch point全体の集合を Λ+(D)とおく。

定義 2.2 ([4]) F \ Λ−(D) の成分数を D のシート数といい、sh(D) と書く。F のすべての図式における
sh(D)の最小値を F のシート数といい、sh(F )と書く。

D の double、triple及び branch point全体の集合を Γ(D)とおく。また、D の triple pointの数を t(D)

とおく。
Γ(D)は、immersed circleおよび arcの和になっている。また、定義から π−1(Γ(D))∩F = Λ−(D)∪Λ+(D)

が成立する。

P 2-knotの normal Euler numberは ±2であること、および Remark 2.1より、P 2-knot F の図式 D に
は、両端の branch pointの符号が同じになるような double point arcが 1つは存在する。

補題 2.3 Dを P 2-knot F の図式とする。
両端の branch pointの符号が同じ double point arc αで、triple pointを通らないものがあるとする。こ
の時、ある S2-knot K とK の図式 D′ が存在して、

(i) sh(D′) = sh(D)、
(ii) F = Pε#K

を満たす。ここで、Pε は P+ または P− のどちらか。

補題 2.3の証明。 αの近傍 N は下図の左の通り。

D D’

N を取り除き、右図のように 2-discでふたをする。これは、F からメビウスの帯を取り除き、2-discでふ
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たをすることに対応する。また、N に 2-discでふたをしたものは Pε (ε ∈ {±1}) になることから、できた図
式が求める D′ になる。

F = Pε#K となっているとき、もしK が自明なら、F は Pε に同値になる。このことから、次が分かる。

補題 2.4 sh(D) = 1、t(D) = 0 ⇒ F は Pε に同値。

補題 2.4の証明。 Remark 2.1と補題 2.3から、F は Pε と sh(K) = 1を満たす S2-knot K との連結和に
なっている。sh(K) = 1より、K は自明。

3 triple pointの消去
Λ−(D)は branch pointを 1価、middle pointを 2価、bottom pointを 4価頂点とするグラフと見ること
ができる。

Λ−(D)の 2つの頂点がとなり合うとは、ある辺で結ばれていることを言う。

補題 3.1 ある bottom point t1 に、3つの branch point b1、b2、b3 がとなり合っているとする。この時、次
の (i)または (ii)が成り立つ。

(i) F の図式 D′ で、sh(D′) = sh(D)、t(D′) = t(D) − 1を満たすものが存在する。
(ii) ある S2-knot K の図式 D′′ で、sh(D′′) ≤ sh(D) + 1、F = Pε#K を満たすものが存在する。

補題 3.1の証明の概要

(I) b1、b2、b3 が図の位置についているとき。

b₁

b₂

b₃

b2 を押し込むことで、(i)を満たす D′ が得られる。

b₁

b₂

b₃

D D’

(II) b1、b2、b3 が図の位置についているとき。

(II)-1 b1 と b3 の符号が違うとき。
(i)を満たす D′ が存在する [5]。
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b₁

b₂

b₃

(II)-2 b1 と b3 の符号が同じとき。
b1 を押し込むことで、両端の branch pointの符号が同じであるような double point arc αで、triple

pointを通らないものができる。

b₁

b₂

b₃

この操作で得られた図式のシート数は sh(D) + 1以下になり、補題 2.3から、(ii)が成立する。

以上から、補題 3.1が成り立つ。

命題 3.2 middle point t2 と、branch point bがとなり合うとする。
このとき、F の図式 D′ で、sh(D′) = sh(D)、t(D′) = t(D) − 1を満たすものが存在する。

命題 4の証明の概要。 bを押し込むことで、求める D′ が得られる。

4 定理 1.3の証明のアウトライン
定理 1.3の証明のおおよそのあらすじは以下のようになる。

Dを P 2-knot F の図式で、sh(D) = 1を満たすものとする。この時、F が Pε に同値であることを示す。
sh(D) = 1より、H1(Λ−(D))は、{e}か Zに同型になる。

H1(Λ−(D)) ∼= {e}のとき。補題 3.1および命題 3.2から、F の図式 D′ で t(D′) = 0を満たすものが存在
する。補題 2.4から、F は Pε に同値。

H1(Λ−(D)) ∼= Zのとき。補題 3.1および命題 3.2から、各 bottom pointが次のどちらかになっている時
を考えれば十分。

• I型 · · · t1 と隣り合う branch pointの数が 2個で、図のようにつく。
• L型 · · · t1 と隣り合う branch pointの数が 2個で、図のようにつく。
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LI

命題 4.1 今の状況で L型の bottom pointがあったとする。この時、F の図式 D′ で、次を満たすものが存
在する。

(i) H1(Λ−(D′)) ∼= {e}または Z

(ii) t(D′) = t(D) − 1

命題 4.1の証明の概要。 図のように branch pointを押し込む操作を行う。

D D’

この時の Λ− の変化を詳しく見ると、H1(Λ−(D′)) ∼= {e}または Zとなることが分かる。

命題 4.1から、「各 bottom pointが I型かつ H1(Λ−(D′)) ∼= Zを満たす P 2-knotの図式 D′ が、Pε を表
す」ことを示せばよい。 このような D′ のシート数は 1または 2。

• sh(D′) = 2のとき。シート数を増やさないようにして triple pointを消すことができ、補題 2.3から、
F が Pε と sh(K) ≤ 2を満たす S2-knot K との連結和になっている。sh(K) ≤ 2から、K は自明。

• sh(D′) = 1のとき。Γ(D′) の形をみると、BW orientation をつけることができないことが分かる。
よって、このようなことは起こらない。

以上から、定理 1.3が成り立つ。

今後の課題としては、以下のようなものが考えられる。

問題 4.2 非自明な P 2-knotのうち、シート数が最小のものは何か？
特に、シート数 2または 3のものはあるか？
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SURFACE LINKS WITH FREE ABELIAN LINK

GROUPS

Inasa Nakamura

0 Introduction

Closed 1-manifolds embedded locally flatly in the Euclidean 3-space R3 are
called classical links, and closed 2-manifolds embedded locally flatly in the
Euclidean 4-space R4 are called surface links. A surface link whose each
component is of genus zero (resp. one) is called a 2-link (resp. T 2-link).
Two classical links (resp. surface links) are equivalent if one is carried to the
other by an ambient isotopy of R3 (resp. R4).

It is known that if a classical link group is a free abelian group, then
its rank is at most two (cf. [8] Theorem 6.3.1). It is also known that a
μ-component 2-link group for μ > 1 is not a free abelian group (cf. [4]
Corollary 2 of Chapter 3).

In this paper in Section 2 we give examples of surface links whose link
groups are free abelian groups of rank three (Theorem 2.1) or four (Theorem
2.2). These examples are link groups of torus-covering T 2-links, which are
T 2-links in R4 which can be described in braid forms over the standard torus
(see Definition 1.5).

In Section 3 we study the torus-covering-links Sn of Theorem 2.1, i.e.
the torus-covering T 2-links whose link groups are free abelian groups of
rank three, where n are integers. Computing triple linking numbers, we
show that Sn is not equivalent to Sm if n �= m (Theorem 3.1). We can
moreover determine the triple point number of Sn of Theorem 2.1. In fact,
the triple point number of Sn is 4n for n > 0 and 4|n|+ 4 for n ≤ 0, and its
associated torus-covering-chart ΓT, n realizes the surface diagram with triple
points whose number is the triple point number (Theorem 3.3).

The author would like to thank Professor Shin Satoh for his useful advice.
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1 Definitions and Preliminaries

Definition 1.1. A closed locally flatly embedded 2-manifold in R4 is called
a surface link. A surface link with one component is called a surface knot.

Definition 1.2. S is a braided surface of degree m if S is an compact and
oriented 2-manifold, embedded properly and locally flatly in D2

1 × D2
2 and

satisfies the following:
(i) pr2|S : S −→ D2

2 is a branched covering map of degree m,
(ii) ∂S is a closed m-braid in D2

1 × D2
2,

where D2
1, D

2
2 are 2-disks, and pr2 : D2

1 ×D2
2 −→ D2

2 is the projection to the
second factor. The braided surface S is called a surface braid if ∂S is the
trivial closed braid. Moreover, S is called simple if every singular index is
two.

There is a chart which represents a simple surface braid.

Definition 1.3. Let m be a positive integer, and Γ be a graph on a 2-disk
D2

2. Then Γ is called a surface link chart of degree m if it satisfies the
following conditions:

(i) Γ ∩ ∂D2
2 = ∅.

(ii) Every edge is oriented and labeled, and the label is in {1 , . . . , m− 1}.
(iii) Every vertex has degree 1, 4, or 6.

(iv) At each vertex of degree 6, there are six edges adhering to which,
three consecutive arcs oriented inward and the other three outward,
and those six edges are labeled i and i + 1 alternately for some i.

(v) At each vertex of degree 4, the diagonal edges have the same label and
are oriented coherently, and the labels i and j of the diagonals satisfy
|i − j| > 1 (Fig. 1).

A vertex of degree 1 (resp. 6) is called a black vertex (resp. white vertex).
A black vertex (resp. white vertex) in a chart corresponds to a branch point
(resp. triple point) in the surface diagram of the associated simple surface
braid by the projection pr2.

A chart with a boundary represents a simple braided surface.

There is a notion of C-move equivalence between two charts of the same
degree. The following theorem is well-known.

2
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| i − j | = 1 | i − j | > 1black vertex

white vertex

Figure 1: Vertices in a chart

Theorem 1.4 ([6, 7]). Two charts of the same degree are C-move equivalent
if and only if their associated simple braided surfaces are equivalent.

Now we will give the definition of torus-covering-links (cf. [9]).

Definition 1.5. Let D2 be a 2-disk, and S1 a circle. First, embed D2×S1×
S1 into R4 naturally, and identify D2 ×S1 ×S1 with D2 × I3 × I4/ ∼, where
(x, 0, v) ∼ (x, 1, v) and (x, u, 0) ∼ (x, u, 1) for x ∈ D2, u ∈ I3 = [0, 1]
and v ∈ I4 = [0, 1].

Let us consider a surface link S embedded in D2 × S1 × S1 such that
S ∩ (D2 × I3 × I4) is a simple braided surface. We call S a torus-covering-
link. In particular, if each component of a torus-covering-link is of genus
one, then we call it a torus-covering T 2-link.

A torus-covering-link is associated with a chart on the standard torus,
i.e. a chart ΓT in I3×I4 such that ΓT ∩(I3×{0}) = ΓT ∩(I3×{1}) and ΓT ∩
({0}×I4) = ΓT ∩({1}×I4). Denote the classical braids represented by ΓT ∩
(I3×{0}) and ΓT ∩({0}×I4) by a and b respectively. We will call ΓT a torus-
covering-chart with boundary braids a and b. In particular, a torus-covering
T 2-link is associated with a torus-covering-chart without black vertices, and
the torus-covering T 2-link is determined from the boundary braids a and b,
which are commutative. In this case we will call ΓT a torus-covering-chart
without black vertices and with boundary braids a and b.

We can compute link groups of torus-covering T 2-links.

Lemma 1.6 ([9] Lemma 3.4). Let ΓT be a torus-covering-chart of degree m
without black vertices, and with its boundary braids a and b. Let S be the
torus-covering-link associated with ΓT . Then the link group of S is obtained
as follows:

π1(R4 − S) = 〈x1, . . . , xm |xj = Artin(a)(xj) = Artin(b)(xj), j ∈ {1, 2, . . . , m}〉,

where Artin(a) : Fm → Fm (resp. Artin(b)) is Artin’s automorphism of the
free group Fm = 〈x1, . . . , xm〉 associated with the m-braid a (resp. b).

3
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2 Surface links whose link groups are free abelian

There are torus-covering T 2-links whose link groups are free abelian groups
of rank three (Theorem 2.1) or four (Theorem 2.2).

Theorem 2.1. Let ΓT, n be the torus-covering-chart of degree 3 without
black vertices and with boundary braids σ2

1σ
2n
2 and Δ2, where Δ = σ1σ2σ1

(Garside’s Δ) and n is an integer. Then the torus-covering T 2-link Sn

associated with ΓT, n has the link group π1(R4 − Sn) = Z ⊕ Z ⊕ Z.

Theorem 2.2. Let ΓT be the torus-covering-chart of degree 4 without black
vertices and with boundary braids σ2

1σ
2
2σ

2
3 and Δ2, where Δ = σ1σ2σ3σ1σ2σ1

(Garside’s Δ). Then the torus-covering T 2-link S associated with ΓT has
the link group π1(R4 − S) = Z ⊕ Z ⊕ Z ⊕ Z.

Proof of Theorems 2.1 and 2.2. Compute the link group using Lemma
1.6.

3 The surface links of Theorem 2.1

As surface links which can be made from classical links, there are spun T 2-
links, turned spun T 2-links, and symmetry-spun T 2-links. Consider R4 as
obtained by rotating R3

+ around the boundary R2. Then a spun T 2-link
is obtained by rotating a classical link (cf. [1]), a turned spun T 2-link by
turning a classical link once while rotating it (cf. [1]), and a symmetry-spun
T 2-link by turning a classical link with periodicity rationally while rotating
(cf. [11]). By definition, torus-covering-links include symmetry-spun T 2-
links. Indeed, a symmetry-spun T 2-link is represented by a torus-covering-
chart with no (black nor white nor degree-four) vertices.

It is well-known that if a classical link group is isomorphic to Z⊕Z, then
it is a Hoph link. On the other hand, by definition, the torus-covering T 2-
link associated with a torus-covering-chart of degree 2 is a symmetry-spun
T 2-link. Here it is known that a symmetry-spun T 2-link is either the spun
T 2-link or the turned spun T 2-link of a classical link, say L, and the link
group of the spun (or turned spun) T 2-link of L is isomorphic to the classical
link group of L (cf. [11]). Hence we can see that if a torus-covering T 2-link
has the link group Z⊕Z and moreover it is associated with a torus-covering-
chart of degree 2, then it is either the spun or the turned spun T 2-link of a
Hoph link. Thus for the torus-covering T 2-links with the link group Z ⊕ Z

which are associated with torus-covering-charts of degree 2, there are just a
finite number of link types.

4
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Then what about the torus-covering T 2-links of Theorem 2.1? Are the
number of the link types of them finite? The answer is no.

Theorem 3.1. For the torus-covering T 2-links of Theorem 2.1, Sn and Sm

are not equivalent for n �= m, where n and m are integers.

Before the proof, we give the definition of the triple linking numbers([2]).
Let F = K1 ∪ · · ·∪Kn be an oriented surface link such that Ki, i = 1, . . . , n,
are components.

Let π : R4 → R3 be a generic projection. In the surface diagram
D = π(F ), there are two intersecting sheets along each double point curve,
one of which is higher than the other with respect to π. They are called the
over sheet and the under sheet along the double point curve, respectively. In
order to indicate crossing information of the surface diagram, we break the
under sheet into two pieces missing the over sheet. This can be extended
around a triple point. Around a triple point, the sheets are called the top
sheet, the middle sheet, and the bottom sheet from the higher one. Then the
surface diagram is presented by a disjoint union of compact surfaces which
are called broken sheets. We denote by B(D) the set of broken sheets of D.

At a triple point of D, there exist broken sheets J1, J2, J3 ∈ B(D)
uniquely such that J1 is the bottom sheet, J2 is the middle sheet, J3 is the
top sheet and the normal vector of J2 (resp. J3) points from J1 (resp. J2).
The sign of the triple point is positive or +1 (resp. negative or −1) if the
triplet of the normal vectors of J1, J2, J3 is right-handed (resp. left-handed).

If D has a corresponding chart, this corresponds to the following (cf. [3]
Proposition 4.43 (3)). The white vertex is positive (resp. negative) if j > i
(resp. i > j), i.e. if there is exactly one edge with the larger (resp. smaller)
label oriented toward the white vertex.

Definition 3.2. Let T±(i, j, k) denote the number of positive and negative,
respectively, triple points such that the top, middle, and bottom sheets are
from components Ki, Kj , and Kk respectively. Such a triple point is called
of type (i, j, k). Then define T (i, j, k) = T+(i, j, k) − T−(i, j, k). Then the
numbers T (i, j, k) with i �= j and j �= k are invariants of isotopy classes of
F , which we call the triple linking numbers.

Proof of Theorem 3.1. First let us consider the case when n is a non-
negative integer. Let us denote by Ki the component consisting of the ith
sheet of the braided surface associated with the torus-covering-chart ΓT,n.
Then the diagrams of the vertical boundary braid σ2

1σ
2n
2 and the horizontal

boundary braid (σ1σ2σ1)2 is as in Fig.s 2 and 3, where a = 1, b = 2 and

5
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c c

aa

a
b b

b a

bc

cc

c

c b

b b

b

Figure 2: The braid σ2
1σ

2n
2 , if n ≥ 0

a

c

a

a c

c

c

c

b a
C(τ11) C(τ12 )

bb b

b

a

C(τ ) C(τ )(2k-1)1 (2k-1) 2

Figure 3: The braid for (σ1σ2σ1)2

c = 3. We can draw the part of the torus-covering-chart without black
vertices and with boundary braids σ1 and (σ1σ2σ1)2 such that it has two
white vertices as in Fig. 4. Denote them by τi1 and τi2 from left to right
as in Fig. 4, where i = 1, 2. The types C(τ11) and C(τ12) of the first two
white vertices τ11 and τ12 are obtained from reading the numbers along the
dotted paths in Fig. 3. Since there is exactly one edge with the larger (resp.
smaller) label, i.e. the label 2 (resp. the label 1) oriented toward τ11 (resp.
τ12), we see that the sign of τ11 (resp. τ12) is positive (resp. negative). Thus
the signs and types are +(b, a, c) for τ11 and −(c, b, a) for τ12. Similarly, the
color of τ21 (resp. τ22) is obtained from that of τ11 (resp. τ12) by exchanging
a and b, and the sign of τ21 (resp. τ22) is the same with that of τ11 (resp.
τ12). Thus we can see that the signs and types are +(a, b, c) for τ21 and
−(c, a, b) for τ22.

Similarly, We can draw the part of the torus-covering-chart without black
vertices and with boundary braids σ2 and (σ1σ2σ1)2 such that it has two
white vertices as in Fig. 5. Denote these by τi1 and τi2 for i = 3, 4, . . . , 2n+2
as in Fig. 5. Then the signs and the types are −(a, b, c) for τ(2k−1)1,
+(b, c, a) for τ(2k−1)2, −(a, c, b) for τ(2k)1, and +(c, b, a) for τ(2k)2, where
k = 2, 3, . . . , n + 1. Fig. 3 shows the types of τ(2k−1)1 and τ(2k−1)2, and
the color of τ(2k)1 (resp. τ(2k)2) is obtained from τ(2k−1)1 (resp. τ(2k−1)2) by
exchanging b and c.

Since τij for i = 1, 2, . . . , 2n + 2 and j = 1, 2 are all the white vertices
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1 2 1 1 12

τ i 1 τi 2

2 2

2
11

1 1 11

Figure 4: White vertices τi1 and τi2, where i = 1, 2

1 2 1 1 12

τ τ2

1 1 1 12 2

2i1 i2

Figure 5: White vertices τi1 and τi2 (i = 3, 4, . . . , 2n + 2), if n > 0

of ΓT, n, we have the triple linking numbers as follows. We will consider
Tn(i, j, k) = T (i, j, k) with {i, j, k} = {a, b, c}:

Tn(a, b, c) = −n + 1, Tn(a, c, b) = −n,

Tn(b, a, c) = 1, Tn(b, c, a) = n,

Tn(c, a, b) = −1, Tn(c, b, a) = n − 1. (3.1)

for n ≥ 0.
Similarly, we can see that the triple linking numbers (3.1) hold for n < 0,

too. Thus we see that the triple linking numbers are different for n �= m.

The triple point number of a surface link F is the minimum number of
triple points in a surface diagram of F , for all the surface diagrams. Since∑ |T (i, j, k)| is smaller than or equal to the triple point number of F , we
can moreover determine the triple point number of Sn.

Theorem 3.3. The triple point number of Sn of Theorem 2.1 is is 4n for
n > 0 and 4|n| + 4 for n ≤ 0, and its associated torus-covering-chart ΓT, n

realizes the surface diagram with triple points whose number is the triple
point number.
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