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stem product

A =< a1, · · · , al|r1, · · · >:有限生成群
B =< b1, · · · , bm|s1, · · · >:有限生成群
n :1以上の整数
p1, · · · , pn, q1, · · · , qn :1以上の整数
α : Aの要素
β : Bの要素

.
Definition 1.1
..

......

stem productとは、以下の形の有限生成群である。
< a1, · · · , al, b1, · · · , bm, t1, · · · , tn|α = tp1

1 , tq11 = tp2
2 , · · · , tqn−1

n−1 = tpn
n , tqnn = β >
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growth function

G :有限生成群
A : Gの有限生成系
lg(w) : w ∈ Gを表す語のうち最短の語の長さ
♯:集合の要素の個数

(G,A)に対する growth functionとは、以下の形のベキ級数のことで
ある。
.
Definition 1.2
..

......
f(G,A) =

∑
g∈G Xl(g) =

∑
n≥0 ♯{g|l(g) = n}Xn
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growth rate

G :有限生成群
A :有限生成系
a(n) = ♯{g ∈ G|l(g) = n}

(G,A)に対し、以下の ω(G,A)を growth rateと呼ぶ
.
Definition 1.3
..

......
ω(G,A) = lim

n→∞
a(n)

1
n

注:
· ω(G,A) > 1のときに exponetial growthと呼ぶ
· c, d ≥ 1が存在し、任意の nに対して a(n) ≤ c · ndとなるとき
(G,A)は polynomial growthであるという
· fG,A(X)の収束半径がRのとき、ω(G,A) = 1

R
である。(コーシー・

アダマールの公式)
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直積および自由積の growth function

.
Theorem 1.4
..

......

([1] Proposition1.4(b)) G=H×Kである群 G,H,Kが、各々 growth
functionA(X),B(X),C(X)をもつとき、以下の等式が成り立つ。
A(X) = B(X)C(X)

多項式
f(t) = a0+a1t+a2t

2+· · ·+ant
n,g(t) = b0+b1t+b2t

2+· · ·+bmtm

に対し f(t) ∗ g(t)を以下で定義
f(t) ∗ g(t) = f(t)g(t)

1−(f(t)−1)(g(t)−1)
= f(t)g(t)

f(t)+g(t)−f(t)g(t)

.
Theorem 1.5
..

......

([1] Proposition1.5) G=H∗Kである群 G,H,Kが、各々 growth
functionA(X),B(X),C(X)をもつとき、以下の等式が成り立つ。
A(X) = B(X) ∗ C(X)
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growth functionに関する先行研究

growth functionに関する先行研究には以下のものがある。

.
Theorem 1.6 (Milnor,1968)
..

......

断面曲率が負のコンパクトリーマン多様体の基本群は指数増大度
(exponetial growth) をもつ。また、平均曲率が非負のコンパクトリーマ
ン多様体の基本群は多項式増大度 (polynomial growth)をもつ。

この定理から、多様体の基本群の growth rateと多様体の幾何構造との関
係が研究された。
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growth functionに関する先行研究

growth function f(X)の例

·無限巡回群 Z =< a >
f(X) = 1 + 2X + 2X2 + 2X3 + · · · = 1+X

1−X

·階数 nの自由群 Fn =< a1, · · · , an >
f(X) = 1 + 2nX + 2n(2n − 1)X2 + · · · = 1+X

1−(2n−1)X

·種数 n(n ≥ 2)の閉曲面の基本群 (Cannon,1980)

f(X) = (1+X)(1−x2g)
1−(4g−1)X+(4g−1)X2g−X2g+1

·trefoilの基本群< x, y|x2 = y3 >(M.shapiro,1994)
·トーラス絡み目の基本群< x, y|xp = yq >(中川-田村-山下)

ただし、一般的に計算が複雑なため多くの有限表示群の growth function
は計算されていない
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研究目的

· 3次元多様体の基本群の growth functionを求めたい
→特に Seifelt多様体の場合の計算を行うための、第 1段階として以下の
stem productの growth functionを求める

G =< x, y, z|xp = z2, yq = z2, z4 = id >
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研究結果

本研究では有限生成群< x, y, z|xp = z2, yq = z2, z4 = id >におい
て p, q ≥ 2における標準形及び最短標準形とその growth functionを求
めた
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growth function有理式表示の公式

有限生成群< x, y, z|xp = z2, yq = z2, z4 = id >の growth function
Ap,q(X)の有理式表示の公式を p,qが奇数、pが偶数,qが奇数、p,qが偶
数の場合に分けて求めた
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growth functionの有理式表示

有限生成群< x, y, z|xp = z2, yq = z2, z4 = id >の
growth functionをAp,q(X)

Ap,q(X)の有理式表示を求めるにあたり、用いる多項式Cn(X)を

Cn(X) =

{
1 + 2X + · · · + 2X

n−1
2 (n = 2m + 1)

1 + 2X + · · · + 2X
n−2
2 + X

n
2 (n = 2m)

Bp,q(X)を

Bp,q(X) = Cp ∗ Cq

=
Cp(X) · Cq(X)

1 − (Cp(X) − 1)(Cq(X) − 1)

とする。
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主結果 growth function有理式表示 (p,qが奇数)

有限生成群< x, y, z|xp = z2, yq = z2, z4 = id >

.
p,qが奇数の場合の growth functionの公式
..

......

Ap,q(X)

= Cp ∗ Cq + 2X(Cp ∗ Cq) + X2(Cp−2 ∗ Cq−2)

+X{(Cp ∗ Cq) − (Cp−2 ∗ Cq−2)}

+
2(1 + X){(Cp ∗ Cq) − 1}X(Cp ∗ Cq)

1 − {(Cp ∗ Cq) − 1}X
= Bp,q + 2XBp,q + X2Bp−2,q−2

+X(Bp,q − Bp−2,q−2) +
2(1 + X)(Bp,q − 1)XBp,q

1 − (Bp,q − 1)X

= Bp,qBp−2,q−2X
2(X − 1) + Bp−2,q−2X(1 − X2) + Bp,q(Bp,qX

2 − Bp,qX − X2 − 2X − 1)

Bp,qX − X − 1
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主結果 growth function有理式表示 (pが偶数,qが奇数)

有限生成群< x, y, z|xp = z2, yq = z2, z4 = id >

.
pが偶数,qが奇数の場合の growth functionの公式
..

......

Ap,q(X)

= Cp ∗ Cq + 2X(Cp ∗ Cq) + {(Cp ∗ Cq) − (Cp−1 ∗ Cq)}

+X{(Cp−1 ∗ Cq) − (Cp−1 ∗ Cq−2)} + X2(Cp−1 ∗ Cq−2)

+
2(1 + X){(Cp ∗ Cq) − 1}X(Cp ∗ Cq)

1 − {(Cp ∗ Cq) − 1}X
= 2Bp,q(X + 1) + Bp−1,q(X − 1) + Bp−1,q−2X(X − 1)

+
2(1 + X)(Bp,q − 1)XBp,q

1 − (Bp,q − 1)X

= Bp,qBp−1,q−2X
2(X − 1) + Bp−1,q−2X(1 − X2) + Bp,qBp−1,qX(X − 1) + Bp−1,q(1 − X2) − 2Bp,q(1 + X)

Bp,qX − X − 1
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主結果 growth function有理式表示 (p,qが偶数)

有限生成群< x, y, z|xp = z2, yq = z2, z4 = id >

.
p,qが偶数の場合の growth functionの公式
..

......

Ap,q(X)

= Cp ∗ Cq + 2X(Cp ∗ Cq) + {(Cp ∗ Cq) − (Cp−1 ∗ Cq−1)}

+X2(Cp−1 ∗ Cq−1) +
2(1 + X){(Cp ∗ Cq) − 1}X(Cp ∗ Cq)

1 − {(Cp ∗ Cq) − 1}X

= Bp,q + 2XBp,q + (Bp,q − Bp−1,q−1) + X2(Bp−1,q−1) +
2(1 + X)(Bp,q − 1)XBp,q

1 − (Bp,q − 1)X

= (X+1)(Bp,qBp−1,q−1X
2−Bp−1,q−1X

2−Bp,qBp−1,q−1X+Bp−1,q−1−2Bp,q)

Bp,qX−X−1
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growth rateの性質

知られている多くの例において growth functionの growth rateは Perron
numberである。
.
Definition 3.1 (Perron number)
..

......

Perron numberとは、以下の条件を満たす数である。
·1より大きい実数
·代数的整数
·絶対値が他の共役よりも大きい

.
Example 1 (p=4,q=3)
..

......

growth function : (2X+1)(8X6+2X5−19X4−5X3+4X2+X+1)
(2X−1)(4X3+7X2+X−1)

growth rate ω : ω = 1
0.29··· = 3.40 · · · → 1より大きい実数

ωの最小多項式は、ω3 − ω2 − 7ω − 4 = 0　→代数的整数
　(4X3 + 7X2 + X − 1) = 0の解 :X = 0.29 · · · ,−0.58 · · · ,−1.46 · · ·
→絶対値が他の共役よりも大きい
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標準形

growth functionの公式を導出するために
有限生成群< x, y, z|xp = z2, yq = z2, z4 = id >の要素に対してた
だ 1つの文字列である標準形 (canonical form)を定めた。
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標準形導出の規則 1

次の規則 1∼4により、標準形が決定
.
規則 1 (有限生成群< x, y, z|xp = z2, yq = z2, z4 = id >)
..

......

xの乗数を−f1(p) ∼ f2(p)、yの乗数を−f1(q) ∼ f2(q)、
zの乗数を−1 ∼ 2にする。
ただし、f1(p), f2(p), f1(q), f2(q)は

f1(p) =

{
p−1
2

(p = 2m + 1)
p−2
2

(p = 2m)
f2(p) =

{
p−1
2

(p = 2m + 1)
p
2

(p = 2m)

となる。(mは整数。f1(q)は f1(p)、f2(q)は f2(p)と同様)

.
Example 2 (p=4,q=3,文字列 x6yz−3y4z−3x5z−1y−1zyz2xz22)
..

......

xの乗数を−1 ∼ 2,yの乗数を−1 ∼ 1にする
x4x2yz−3y4z−3x5z−1y−1zyz2xz22 →z2x2yz−3z2yz−3z2xz−1y−1zyz2xz22

zの乗数を−1 ∼ 2にする
z2x2yz−1yz−1xz−1y−1zyz2xz20z2→ z2x2yz−1yz−1xz−1y−1zyz2xz2
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標準形導出の規則 2

.
規則 2 (有限生成群< x, y, z|xp = z2, yq = z2, z4 = id >)
..

......

有限生成群< x, y, z|xp = z2, xq = z2, z4 = id >の要素を表す Z
(z−1 ∼ z2) と U (x−f1(p) ∼ xf2(p), y−f1(q) ∼ y−f2(q))に分解

∪∞
i≥0Z (U Z)i U(1)

.
Example 3 (p=4,q=3,文字列 z2x2yz−1yz−1xz−1y−1zyz2xz2)
..
......z
2x2yz−1yz−1xz−1y−1zyz2xz2→ZUZUZUZUZUZUZ
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標準形導出の規則 3

.
規則 3 (有限生成群< x, y, z|xp = z2, yq = z2, z4 = id >)
..

......

Zに z2が含まれている場合は、全て左端に移動する。また、z−1が偶数
個含まれている場合は全て zに変形、奇数個の場合は一番右にある z−1

以外は全て zに変形する。その結果、z−1は文字列中に 0または 1個含
まれる。z−1が含まれる場合は、右端の Zの位置にある zと入れ替え

.
Example 4 (p=4,q=3,文字列 z2x2yz−1yz−1xz−1y−1zyz2xz2)
..

......

z2を全て左端に移動
z2x2yz−1yz−1xz−1y−1zyz2xz2→z2z2z2x2yz−1yz−1xz−1y−1zyx

一番右にある z−1以外は全て zに変形
z6x2yz2z−1yz2z−1xz−1y−1zyx → z6x2yzyzxz−1y−1zyx

z−1を右端の Zの位置にある zと入れ替え
z6x2yzyzxz2z−1y−1z−2zyx → z6x2yzyzxzy−1z−1yx
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標準形導出の規則 4

.
規則 4 (有限生成群< x, y, z|xp = z2, yq = z2, z4 = id >)
..

......

Zの左端は、有限生成群の関係式 z4 = idにより、z−1, z0 = id, z, z2

になっていることにしても良い。また、Zが 2個以上存在し、z2と
z, z−1を含む場合は変形を行い、z2を消去 (z, z−1のどちらも含む場合
は z−1を zに、zのみ含む場合は一番右にある zを z−1に変形)

.
Example 5 (p=4,q=3,文字列 z6x2yzyzxzy−1z−1yx)
..

......

左端の z6を z2に変形
z4z2x2yzyzxzy−1z−1yx →z2x2yzyzxzy−1z−1yx
z2を消去
z2z2x2yzyzxzy−1z2z−1yx → x2yzyzxzy−1zyx
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最短標準形 (canonical form) 導出の規則 5

導出した全ての標準形の長さが最短とは限らないため、標準形の長さを
最短にする規則５が必要
.
規則 5 (有限生成群< x, y, z|xp = z2, yq = z2, z4 = id >)
..

......

Zが 1個のみ存在し、かつ z2のとき、Uの中の要素を以下のように変形
し、z2を消去
(1) p,qが奇数の場合

Uの中の最も左にある x±p−1
2 , y± q−1

2 を x∓p−1
2

+1, y∓ q−1
2

+1に変形

(2) pが偶数,qが奇数の場合
(i) Uの中で最も左にある x±p

2 を、x∓p
2 に変形

(ii) Uの中に x±p
2 が含まれていない場合、最も左にある y± q−1

2 を

y∓ q−1
2

+1に変形

(3) p,qが偶数の場合
Uの中の最も左にある x±p

2 , y± q
2 を x∓p

2 , y∓ q
2 に変形
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最短標準形導出の規則 5

.
規則 5
..

......

文字列の長さを最短にするため、Zが 1個のみ存在し、かつ z2(= z−2)
のとき、Uの中の要素の以下のように変形し、z2(= z−2)を消去

(2) pが偶数,qが奇数の場合
(i) Uの中で最も左にある x±p

2 を、x∓p
2 に変形

(ii) Uの中に x±p
2 が含まれていない場合、最も左にある y± q−1

2 を

y∓ q−1
2

+1に変形

.
Example 6 (p=4,q=3,文字列 z2x2y,規則 5(2)(i))
..

......

x2を x−2に変形し、z2を消去
z2z2z−2x2y →x−2y
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標準形の分類

規則 1∼5より、標準形を以下のように分類可能

有限生成群< x, y, z|xp = z2, yq = z2, z4 = id >の growth function
·p,qが奇数の場合、1∼6の標準形の growth functionの合計
·pが偶数,qが奇数の場合、1∼4,7∼9の標準形の growth functionの合計
·p,qが偶数の場合、1∼4,10,11の標準形の growth functionの合計
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標準形ZU(Z=id)の growth function

標準形 ZUの growth functionを求める際は、Z=id,z±1,z2の場合に分け
て、各々最短標準形とその growth functionを求める必要がある。
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標準形ZU (Z=id)

最短標準形は、規則 1∼4まで適用された以下の形

Z U

↓ ↓
{id} {id, x−f1(p) ∼ xf2(p)} ∗ {id, y−f1(q) ∼ yf2(q)}

{}内は、Z,Uの要素を表す。
f1(p), f2(p), f1(q), f2(q)は

f1(p) =

{
p−1
2

(p = 2m + 1)
p−2
2

(p = 2m)
f2(p) =

{
p−1
2

(p = 2m + 1)
p
2

(p = 2m)

となる。(mは整数。f1(q)は f1(p)、f2(q)は f2(p)と同様)

したがって、growth functionは以下のように表される。

Cp ∗ Cq
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まとめ

.
p,qが奇数の場合の growth functionの公式
..

......
Bp,qBp−2,q−2X

2(X − 1) + Bp−2,q−2X(1 − X2) + Bp,q(Bp,qX
2 − Bp,qX − X2 − 2X − 1)

Bp,qX − X − 1

.
pが偶数,qが奇数の場合の growth functionの公式
..

......
Bp,qBp−1,q−2X

2(X − 1) + Bp−1,q−2X(1 − X2) + Bp,qBp−1,qX(X − 1) + Bp−1,q(1 − X2) − 2Bp,q(1 + X)

Bp,qX − X − 1

.
p,qが偶数の場合の growth functionの公式
..

......
(X+1)(Bp,qBp−1,q−1X

2−Bp−1,q−1X
2−Bp,qBp−1,q−1X+Bp−1,q−1−2Bp,q)

Bp,qX−X−1
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