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• coloringに付随する代数系

ori. knot ori. R1–3 quandle
unori. knot unori. R1–3 symmetric quandle

S1-ori. handlebody-link Y-ori. R1–6 ???
unori. handlebody-link unori. R1–6 MCQ
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Def

handlebody-link
def⇔ S3に埋め込まれたいくつかのhandlebody



Def

spatial trivalent graph
def⇔ S3に埋め込まれたfinite trivalent graph



Def

• S1-oriented handlebody-link
def⇔ handlebody-linkの種数1の成分のみに向きを入れたもの

• H,H′ : S1-oriented handlebody-link

H ∼= H′ def⇔ ∃f : S3 → S3 : ori-pres. homeo s.t. f(H) = H′

(S1-ori込み)



Def

Y-oriented spatial trivalent graph
def⇔ spatial trivalent graphのedgeに, 向きを入れたもの.

ただし,各vertexで下図を満たす.

Ex

Y-oriented spatial trivalent graphの例



Def

H: S1-oriented handlebody-link

K: Y-oriented spatial trivalent graph

KはHを表す
def⇔ Kの正則近傍がHであり，種数１の成分の向きが一致する

S1-ori.handlebody-link spa.tri. graph diagram

KのdiagramをHのdiagramとする.



Def

２つのY-oriented spatial trivalent graphの間の

Y-oriented IH-move

def⇔局所的な変形 にY-orientationを入れたもの

Y-oriented IH-move



Def

２つのS1-oriented handlebody-link diagramの間の

Y-oriented Reidemeister move
def⇔ 以下の変形にY-orientationを入れたもの

S1-ori. handlebody-linkに対するReidemeister move



Thm [Ishii]

H,H′ : S1-oriented handlebody-link

K,K′ : H,H′を表すY-oriented spatial trivalent graph

D,D′ : H,H′のdiagram

以下は同値

• H ∼= H′

• K,K′はY-oriented IH-moveで移りあう.

• D,D′はY-oriented Reidemeister moveで移りあう．



Def

Q: quandle

P ⊂ Q × Q, µ : P → Q ;(a, b) 7→ ab

H: S1-oriented handlebody-link

D: Hのdiagram

• C : A(D) → Q: (Q,P )-coloring

A(D)はDのarc全体を表す.

• Col(Q,P )(D) := {Dの(Q,P )-coloring}



Lem

以下のY-oriented R-moveとoriented R1-R3 moveで 全てのY-

oriented R-moveを表せる. ただし, Y-ori. は上から下に入る.

Y-oriented R-move



Rem Reidemeister moveを代数化した条件. (x ∈ Q)

(P1). (a, b) ∈ P ⇔ (b, a ∗ b) ∈ P

(a, b) ∈ P ⇒ ab = b(a ∗ b).

(P2). (a, b) ∈ P ⇔ (a ∗ x, b ∗ x) ∈ P

(a, b) ∈ P ⇒ ab ∗ x = (a ∗ x)(b ∗ x).

(P3). (a, b) ∈ P ⇒ x ∗ ab = (x ∗ a) ∗ b.

(P4). (a, b), (ab, c) ∈ P ⇔ (a, bc), (b, c) ∈ P

(a, b), (ab, c) ∈ P ⇒ (ab)c = a(bc).

(P5). (a, b), (c, d) ∈ P, ab = cd

⇒ ∃!e ∈ Q s.t. (a, e), (e, d) ∈ P , ae = c, b = ed

(P6). (a, e), (e, d) ∈ P

⇒ (ae, d), (a, ed) ∈ P, (ae)d = a(ed)



Main Thm

(Q, ∗): quandle

P ⊂ Q × Q s.t. Q =
∪
(a,b)∈P{a, b}

µ : P → Q

が,(P1)–(P6)を満たすとき,

Q: multiple conjugation quandle

Def

Gλ : group(λ ∈ Λ)

Q :=
⊔
λ∈ΛGλ

(Q, ∗) : multiple conjugation quandle
Def⇔ (Q, ∗) : quandleであり，a, b ∈ Gλ，x ∈ Qに対し,

a∗b = b−1ab , x∗ab = (x∗a)∗b , ab∗x = (a∗x)(b∗x)



Lem

• ∀a ∈ Q, ∃!ea ∈ Q s.t. aea = a = eaa

• (a, b) ∈ P ⇔ ea = eb

a ∼ b
def⇔ (a, b) ∈ P

による同値類分割を

Q =
⊔
λ∈Λ

Gλ

で表す.



Proof of Main Thm

(Gλ, µ): 群

• a, b ∈ Gλとすると, (a, b) ∈ P

e = ea = ebに対し, (P4)より, ab = (ea)b = e(ab)

同様にab = a(be) = (ab)e

よって, eab = e, a ∼ ab i.e. ab ∈ Gλ

• associativityは, (P4)からわかる.

(P4). (a, b), (ab, c) ∈ P ⇔ (a, bc), (b, c) ∈ P

(a, b), (ab, c) ∈ P ⇒ (ab)c = a(bc).



• a ∈ Gλ: fix eλ := ea

∀b ∈ Gλ, a ∼ bより, eλ = ea = eb

Lemより, beλ = b = eλb

したがって，eλ：Gλの identity

• ∀a ∈ Gλ , aeλ = a = eλa

(P5)より, ∃!a−1 ∈ Q, aa−1 = eλ = a−1a

したがって, a−1: aの inverse

(P5) (a, b), (c, d) ∈ P, ab = cd

⇒ ∃!e ∈ Q s.t. (a, e), (e, d) ∈ P , ae = c, b = ed



Q =
⊔
λ∈Λ

Gλ : multiple conjugation quandle

∵) ∀a, b ∈ Gλ, x ∈ Qに対して, (a, b) ∈ Pなので,

• (P1)より, b(a ∗ b) = abより, a ∗ b = b−1ab

• (P3)より, x ∗ (ab) = (x ∗ a) ∗ b

• (P2)より, (a ∗ x, b ∗ x) ∈ P , (ab) ∗ x = (a ∗ x)(b ∗ x)

(P1). (a, b) ∈ P ⇒ ab = b(a ∗ b).

(P2). (a, b) ∈ P ⇒ ab ∗ x = (a ∗ x)(b ∗ x).

(P3). (a, b) ∈ P ⇒ x ∗ ab = (x ∗ a) ∗ b.



• まとめ
S1-oriented handlebody-link diagramへの

coloringを定義

↓

coloringに付随する条件を抽出

(Y-ori. R-moveの代数化)

↓

条件を満たす代数系はMCQ



ご清聴ありがとうございました！！


